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INTRODUCTION. 

I.  (  )ii  lil,  ce  ([iii  suit  dans  les  «l'uvres  de  Fermai  ('):  «  Synilicsc 
pour  les  réf  raclions.  —  Le  savanl  Descartes  a  proposé  pour  les  réfrac- 
lions  une  loi  qui  est,  comme  on  dit,  conforme  à  l'expérience;  mais, 
pour  la  démontrer,  il  a  dû  s'appuyer  sur  un  postulat  absolument 
indispensable  à  ses  raisonnements,  à  savoir  que  le  mouvement  de  la 
lurfiière  se  ferait  plus  facilement  et  [dus  vite  dans  les  milieux  denses 
que  dans  les  rares;  or  ce  postulat  semble  contraiie  à  la  lumière  natu- 
relle. 

Il  Va\  cliercliant,  [)Our  établir  la  véritable  loi  des  réfractions,  à  partir 
du  piincipe  contraire,  à  savoir  (pie  le  mouvement  de  la  lumière  se  fait 

(')  Œin'res  de  I'ebmat,  [luMiées  par  l'aul  Taïuiery  cl  Cli.  Henry,  l.  111,  1896, 
|)|).   i5i-i;")2. 

Joiuii.  de  Math.   (G"  sciie),   tuiiic  Vlll.    -  Fasc.  I,    hm.i.  I 


plus  faL-ilcinonl  cl  plus  vile  dans  les  milieux  rares  que  clans  les  denses, 
nous  sommes  rclombés  précisément  sur  la  loi  que  Descaries  a  énoncée. . . 

»  Noire  démonstralion  s'appuie  sur  ce  seul  postulai  que  la  nature 
opère  par  les  moyens  cl  les  voies  les  plus  faciles  et  les  plus  aisées,  car 
c'esl  ainsi  que  nous  croyons  qu'il  doit  être  énoncé  el  non  pas  comme 
on  le  fait  d'ordinaire  en  disant  que  la  nature  opère  toujours  par  les 
lignes  les  plus  courtes. 

»  Imi  ellet,  de  même  (pi'en  spéculant  sur  les  moiivcmenls  naturels 
des  j(raves,  Galilée  en  mesure  les  rapports  aussi  bien  par  le  lenq)S(pie 
par  l'espace,  de  même  nous  ne  considérons  par  les  espaces  ou  les  lignes 
les  plus  courtes,  mais  celles  qui  peuvent  être  parcourues  le  plus 
facileinenl.  le  plus  commodément  el  dans  le  temps  le  plus  court.  » 

Ce  (|ue  Fermât  avait  démontré,  tous  les  cours  d'<)[)lique  géomé- 
trique le  re|)roduisent  :  l^a  lumière  va  d'un  point  situé  dans  un  premier 
milieu  à  un  point  situé  dans  un  second  milieu,  en  se  réfractant  au 
passage  d'une  surface  plane  (|ui  sépare  ces  deux  milieux;  si  l'on  veut 
que  le  parcours  s'accomplisse  dans  le  moindre  temps  possible,  il  faut, 
bien  entendu,  que  le  chemin  parcouru  à  l'intérieur  de  chacun  des  deux 
milieux  soil  rectiligne  et  que,  de  plus,  le  sinus  de  l'angle  d"incidence 
soit  au  sinus  de  l'angle  de  réfraction  comme  la  vitesse  de  la  lumière 
dans  le  premier  milieu  est  à  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  second 
milieu. 

Il  est  évident  que  la  propagation  rectiligne  de  la  lumière  au  sein  d'un 
milieu  homogène,  <|uc  la  réilcxion  d'un  layon  de  lumière  sur  un  miroir 
plan  satisfont  également  à  cette  condition  :  Le  passage  d'un  pointa  un 
autre  se  fait  plus  vile  en  suivant  le  rayon  lumineux  qu'en  suivant 
n'inqjorte  quel  autre  chemin.  Aussi  a-l-oii  pris  l'habitude  d'énoncer, 
sous  le  nom  de  Piuncipe  de  Feum.vt,  la  proposition  suivante  :  Lorsque 
la  lumièic  va  d'un  point  à  un  autre  en  traversant  un  certain  nombre 
de  iniUeiix  homogènes,  en  se  rèjlèchissanl  sur  un  certain  nombre  de 
miroirs,  en  se  réfractant  au  travers  des  surfaces  qui  séparent  ces 
milieux  les  uns  des  autres,  elle  emploie  moinsde  temps  à  ce  parcours 
que  n'en  exigerait  tout  trajet,  infiniment  voisin  de  celui  (ju'elle 
adopte,  établi  entre  les  deux  mêmes  points  cl  assujetti  à  subir  les 
mêmes  rê/lexions  et  les  mêmes  léfi  actions. 


pniNfjr'E   D  orriQUE   géométrique   énonce  par  feiimat.  J 

Il  s'en  faut  bien,  cependant,  (jue  ce  principe  soit  juslifié. 

Ce  qui  est  établi  eu  un  grand  nombre  de  Traités  d'Optique,  c'est  la 
proposition  suivante  :  Lorsqu'on  i-emplace  le  trajet  suivi  par  la 
lumière  par  un  trajet  infiniment  voisin,  la  variation  première  de  la 
durée  du  parcours  est  égale  à  zéro.  Mais  en  l'absence  de  tout  ensei- 
gnement sur  le  signe  de  la  variation  seconde,  cette  proposition  ne 
permet  pas  de  décider  si  la  durée  de  parcours  du  rayon  lumineux  est 
ou  non  un  minimum.  C'est  une  remarque  que  H.  von  Helmholtz  ('), 
G.  IvircliholT(-)  et  M.  S.  Czapski  (■')  ont  eu  soin  de  faire. 

En  la  première  Partie  de  ce  travail,  nous  nous  proposons  de  déter- 
miner avec  précision  certaines  conditions  où  l'on  peut  affirmer  que  le 
trajet  dont  nous  venons  de  parler  correspond  à  une  durée  minimum; 
nous  indiquerons  également  certaines  autres  conditions  où  cette  durée 
n'est  pas  un  minimum,  en  sorte  qu'en  ces  conditions-là,  le  principe 
énoncé  par  Fermât  est  assurément  faux.  Ce  principe  n'a  donc  pas  la 
généralité  que  lui  attribuait  son  auteur. 

Il  est  clair  que  nos  démonstrations  pourront  toujours,  sans  perdre 
aucunement  de  leur  force,  supposer  que  toute  partie  d'un  rayon 
lumineux  qui  n'éprouve  ni  réllexion  ni  réfraction  est  rectiligne. 

En  une  seconde  Partie,  nous  étendrons  notre  analyse  au  trajet  que 
suit  un  rayon  de  lumière  au  sein  d'un  milieu  isotrope,  mais  conti- 
nucment  hétérogène. 

Un  appendice  à  la  seconde  Partie  transportera  à  quelques  problèmes 
de  Mécanique  les  n''sultats  obtenus  en  cette  Partie. 

2.  Toute  notre  analyse  repose  sur  quelques  lemmes  très  simples  que 
nous  allons  établir  tout  d'abord. 
.      Soit 

(1)  W(.r.y.z^^.o 

(')  II.  vo.N  IIdi.mholtz,  MallieiiuUiscli-iiliysilxaliscIte  Hacaise  {llandbucitder 
pliysiotogisclwii  Oplilx,  Leipzig,  1867,  p.  241).  —  Helmholtz,  W  issenscliaftUclie 
Ahliandlungen,  Bel.  H,  pp.  i52-i53. 

(^)  Guslav  KniciiiiOFF,    \'ortesiingeii  iibcr  die  />ia//ic/)ialiscfie  Optif..  Leipzig, 
1891 ,  p.  63. 

(')  Siegfried  Czapski,  ï'tworie  dcr  tip/isclie/i  Imliiiniente  nacit  Alibe,  Hresl.Tu, 
1893,  pp.  14-1  3- 


4  I'.    m  iii:m. 

l'i-qualinii  (riiiic  surface;  an  voisinage  (riiii  |)()iiil  M(.r,  )',  z)  i\m  lui 
appaiiieiil,  celle  surface  parlage  l'espace  en  deux  régions,  l'une  où  la 
fonclion  W(x,  y,  z)  esl  posilivc,  l'anlre  on  la  fonction  W(x,  v^  z)  esl 
négalive. 

Parle  poinl  M,  menons  un  segnicnl  MM'  dont  A,  B,  G  soicnl  les 
cosinus  direcleurs  el  dont  /soit  la  longueur;  au  point  M'(.v',y,  z),  la 
fonclion  W(x,  y,  z)  |)i(Mid  nne  valenr  : 

-r-  A  +  -^  R  -)-  -T-  C,       -  +0  /■'. 
d.r  Oy  0:      j       •>■ 

Dans  celte  égalité,  (2  )  désigne  un  carré  synd)oliqne  formé  suivant  des 
règles  bien  connues;  0  est  une  (piantilé  (jui  ne  croit  pas  au  delà  de 
toute  limite  lorsqu'on  fait  tendre  /  vers  zéro  en  gardant  à  A,  H,  (  !  des 
valeurs  invariables. 

Supposons  maintenant  que  les  cosinus  directeurs  A,  B,  C  vérifient 
l'égalité 

(3)  ■    -_  A -I- -—!'.   1- -— (,--(,. 

ax  1)]  (jz 

en  sorte  (pie  la  droite  MM'  soil  tangenic  an  point  M  à  la  surface 
représentée  par  l'égalité  (  i).  I/égalité  (u)  se  réduira  à  la  forme 

(4)  >I'(x  ,  V  ,  c  )=    -— A  +  -— I? -t- — -(.       -+rjp. 

\  o.i-  oy  ()z     /      ■>. 

On  en  (i(''(luira  sans  peine  les  propositions  suivantes  : 

Considérons  Ui  (angcidc,  (h;  cosinus  direcleurs  A,  B,  (],  menée  à 
la  surface  W(x,y,  z)  —  o  par  un,  poinl  M  de  celte  surface,  el  la 
seclion  nomade  de  celle  surface  nw née  par  ladite  tangente. 

Si,  au  voisinage  du  point  M,  cette  section  n'est  pas  co/irave  du 
côté  où  W(x,  y,  z)  est  positif,  on  a  sûrement 

(0)  (  -y- A     !     -r-n    1-  -r-iA       ;  '>. 

(Ir  <)y  ()z       ) 

Si,  au  coniraire,  elle  n'est  pas  co/nexe  de  ce  même  côté,   on  a 
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si'trrnn'iil 

Supposons  maintenant  que  la  section  normale  en  question  ait, 
correspondant  au  point  M,  un  centre  de  courbure  à  distance  finie. 
Soit  A  le  rayon  de  courbure.  Soit  n  la  normale  menée  en  M  à  la  surface 
W{x,  y,  z)  =  o,  et  dirigi'e  du  côté  de  celte  surface  où  U*(.r,  v,  =)est 
positif.  Nous  aurons  Végablc 

si  la  seclion  normale  est  convexe  du  côté  où  ^F(a',  y,  z)  est  positif, 
et  l'égalité 

^  '  V  àr  Oy  oz      I  ,il    du 

si  la  section  normale  est  concave  du  côté  où  ^V{x,  y,  z)  est  positif . 


PREMIERE  PARTIE. 

LA    LLMIÈRE    TRAVKRSE    UN    NOMBRE    FINI    DE    MIMFAX    HOMOGÈNES 
ET    ÉPROLVE    IN    NOMBRE    FINI    DE    RÉFLEXIONS    ET    DE    RÉFRACTIONS. 


3.  Rappel  des  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction.  —  Nous 
commencerons  par  mettre  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction 
sous  la  forme  la  plus  propre  à  l'analyse  que  nous  voulons  développer. 

Soit 

(7)  •H-'".J.=)  =  o 

réijualioii  d'un  miroir;  su[)posons,  ce  qui  est  toujours  permis,  que 
l'on  ait  choisi  la  fonction  Ka*, y,  z)  de  telle  sorte  qu'elle  soit  positive 
du  côté  par  où  vient  la  lumière. 

I'>n(.f,  jy,  z),  ce  miroir  reçoit  un  rayon  incident  qui,  suivi  dans  le 
sens  où  marche  la  lumière,  admet  les  cosinus  directeurs  a^,  p(,,  ■>,'„;  le 
ravoii  réiléchi,  suivi  éi;aloiiiont  dans  le  sens  de  parcours  de  la  lumière, 


a  pour  cosinus  dirocloiirs  a,.  Jî,,  y,.  Il  est  facile  de  voir  (|ue  h-s  lois  de 
la  ré/h'xion  sont  exaclfincnl  équh'alcrtles  aux  trois  rgalités 

(8)  =e,-a„=A-^,  3,_p„-=A--ji,  y,-y„=/.-^, 

où  h  csl  un  rot'JJicicid  positif. 
Soil  maiiileriant 

(9)  'r(X,Y,Z)  =  o 

réqualion  d'une  surface  qui  sépare  deux  milieux  liomogènes  i  et  2;  la 
vitesse  de  la  lumière  a  pour  valeur  V,  dans  le  milieu  i  et  Vo  dans  le 
milieu  2.  La  fonction  ^P'(-\,  Y,  Z)  a  été  choisie  de  telle  manière 
qu'elle  soit  positive  du  côté  1  par  où  la  lumière  est  censée  venir.  Du 
côté  I,  est  un  rayon  incident  dont  a,,  ^,,  y,  sont,  lorsqu'on  le  suit 
dans  le  même  sens  que  la  lumière,  les  cosinus  directeurs.  Ce  rayon 
donne,  dans  le  milieu  2,  un  rayon  réfracté  qui,  suivi  également  dans 
le  sens  où  marche  la  lumière,  a  pour  cosinus  directeurs  a„,  pj,  y^. 
Les  lois  de  la  rcfraclioii  équivalent  aux  trois  égalités 


(.0) 


où  R  est  un  coe(Jlcienl  ijui  a  le  signe  de  la  di(férenee  V,  —  \\. 

■i.  Expression  de  la  durée  de  parcours  du  ravon  lumineux  et  de 
la  vaiiation  première  de  cette  durée.  —  Nous  supposerons  que  le 
rayon  lumineux  (jui  joint  deux  points  donnés  éprouve  une  seule  ré- 
flexion et  une  seule  réfraction.  Le  lecteur  verra  sans  aucune  peine  (pie 
notre  raisonnement,  entièrement  général,  se  peut  applirpior  au  cas 
d'un  nondjrc  quelconque  de  réflexions  et  de  réfractions. 

Soit  A(^,  q,  t)  un  [)oint  situé  dans  le  milieu  i.  Du  point  A 
faisons  j)artir  une  droite,  de  cosinus  directeurs  «„,  ^„,  y,,,  (pii,  après 
avoir   parcouru  dans  le  milieu    1    un   trajet  A///  =  r>„,    rencontre  au 
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poiiU  m(.r,jK,  2)  un  miroir  •]/  dont  la  surface  est  reprosenlôe  par 
l'équation  (7). 

Du  point  m  part  une  autre  droite,  de  cosinus  directeurs  a,,  [i,,  y,, 
également  tracée  dans  le  milieu  i  ;  après  avoir  parcouru  dans  ce  milieu 
un  trajet  /nM  =  R|,  elle  va  rencontrer  au  point  M(X,  Y,  Z)  une 
surface  W,  représentée  par  l'équation  (()),  qui  sépare  le  milieu  i  du 
milieu  2. 

Du  point  M  part,  dans  le  milieu  a,  une  droite  de  cosinus  directeurs 
'^2i  t^-1  Yj  ;  après  avoir  parcouru,  au  sein  du  milieu  2,  un  trajet 
MA'=  R^,  cette  droite  parvient  au  point  A'(^',  -q',  "('). 

Si  V|  est  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  milieu  1  et  V^  la  vitesse  de 
la  lumière  dans  11'  milieu  2,  le  temps  employé  par  la  lumière  pour 
parcourir  le  trajet  A/n  MA'  est 

,,.       Ii„4-H,       li- 
en) i^__  +  _. 

Au  trajet  considéré  substituons  un  trajet  inliniment  voisin  analogue, 
et  calculons  la  variation  oT  qu'éprouve  cetti-  durée.  Si  nous  observons 
que  l'on  a 

OE,         Ox 

"'--      dX  -  (Vc'  ' 
on  trouve  sans  peine 

(12)    oV  —  —  ~(c/.^  ô;  -f-  ,3„  On  +  yo  ^O 

^-  y-[(^o— «i)àr-H(;3„-|3i)or+  (■/„— -/,)ô; 

^  VTVT  ^^  ^''-'''  ~  ^'^'-^  ^^  "^  ^  ^^"■^'  ~  ^''  ^-"^  ^'''^  ^  V,y,  -  V,  y,)  ÔZ] 
+  Y^  (  =<2 '^?' -+- pi '^''i' +  72  ^5?' )• 


8  p.     DLIIEM. 

l'.n  oiilre,  le  déplacemetU  du  point  m  doit  se  faire  sur  la  surface  •-[/ 

el  le  tir-placcmcnt  du  poinl  M  sur  la  surface  W,  ce  (|u'exprinient  les 
conditions 

^'■^^                                               '>*"~x  t^'I^x          <^'l-, 

\  d\  d\             aï 

Les  deux  points  A  et  A'  étant,   loul  d'ahoicl,   maintenus   lixes,  ce 
({n'expriment  les  éj^alités 


o;  —0, 

OTi   =1  o. 

Os  =:  o, 

oH'=o. 

on'  =  (1. 

o''=  0. 

clierclions  quelles  contlitions  doil  remplir  le  trajet  \in  MA'  pour  cpie 
loule  déformation  infiniment  petite  de  ce  trajet  annule  oT. 

Kn  vertu  de  l'expression  (12)  de  oT,  celte  question  revient  à 
celle-ci  :  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'équation 

Vî[(o!„  —  a,  )  ôx  +  (|3„  -  (3,  )  0/ +  (y„  —  y,  )  ô;;] 

+  (Vja,-  V,«,)o\V  +  (V,3,-  V,,3,)  âY  +  (V,y,  -  V,y,)  oZ  =  o, 

linéaire  et  lioniogène  en  o.r,  o\-.  0-,  o\,  c^  ,  0/,  résulte  des  rondi- 
lions(i3)? 

La  réponse  est  connue  :  H  faut  el  il  sutlil  pour  cela  (ju'il  existe  deux 
quantités  A,  K.  telles  que  Ton  puisse  écrire  les  égalités  (8)  et  (10). 
D'où  ce  théorème  démontré  depuis  longtem|)s  : 

Si  l'on  veul,  Snlrc  deux  points  do/i/tés,  mener  un  Irajei  brisé  qui 
ail  un  de.  ses  sommets  sur  un  miroir  el  l'autre  à  la  surface  de 
séparation  de  deux  milieux  homogènes;  si  l'on  veul,  en  outre,  que 
le  temps  qu'emploleiriil  la  lumière  à  parcourir  ce  trajet  éprouve  une 
variation  injinimenl  petite  d'ordre  supérieur  au  premier  lorsque 
le  trajet  éprouve  une  déformation  infiniment  petite  quelconque,  il 
faut  el  il  suffit  qu'en  sa  réflexion  comme  en  sa  réfraction,  le  trajet 
l'érifie  les  lois  imposées  par  l'Opliffue. 
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Rendons  maintenant  aux  points  A  et  A'  la  faculté  de  se  déplacer, 
mais  imposons  au  trajet  variable  AmMA'  les  conditions  de  toujours 
vérilier,  au  point  w,  les  lois  delà  réflexion  et,  au  point  M,  les  lois  de 
la  réfraction.  Kn  vertu  des  conditions  (8),  (lo)  et  (  i3),  régalilé  (12) 
se  réduira  à 

(l'i)  oT  TTz— —{c.„Qi -h  [^oori  +-/oOs) 

^  1 

-t-  -ÏT-  (  ^'^  ^^'  "•"■  P-^  '^'^'  +  "/^  ^'^'^- 
*  2 

Cette  égalité  donne  immédiatement  les  théorèmes  bien  connus  de 
Malus,  de  Dupin  et  de  Hamilton. 

D.  Vaiialion  seconde  de  la  duiéc  de  parcours.  —  Formons 
maintenant,  pour  une  déformation  infiniment  petite  tjuclconquc  du 
trajet  A««MA',  l'expression  o-T  de  la  variation  seconde  de  la  durée 
de  parcours. 

Nous  avons  évidemment,  en  vertu  de  l'égalité  (i  1), 

("3)  ô'T=:::^(âMAo+â-^K,)-+-^ô--U,. 

D'autre  part,  l'égalité 

'ij  =  ("P  -  ^)--t-  (/  -  r/)-+  (i  -  Ç)' 
nous  donne  aisément 

""  '>o  H|, 

-^-  7î^  L(  '^-^  —  ô;  )-  4-  (  àj  -  0/1  )'--(-(  oj  _  ar  )'  ] 

Convenons  de  désigner  par  II,,  non  seulement  la  longueur,  mais  encore 
la  direction  du  rayon  Am;  par  A„  la  grandeur  et  la  direction  du 
segment  dont  {ix  -  0^),  {oy  -  oy]).  {oz  —  oÇ)  sont  les  composantes. 
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Nous  aurons 

( o,r  —  o;)--T-  (oj  —  m  )'-t-  (ô;  —  ôr)'=  AJ. 

'"~^(o.r  — ô;)-i-  ^  ~~  ^'  (  0 >'  —  00  )  -h  -jT— ^(^-  —  O')  =  A„cos(A„.  Ho), 

eu  soiic  que  l'égalito  piV-CL-denle  tlevienclra 

A:^siii-(A(,.  RJ 
o'Ho=  3t„(o».r  —  o'^)  -1-;3„(ÔV  — ^'^')  +  yo(o'--  —  o<)-^ ^- 

Si  nous  désignons  de  même  par  A,  la  grandeur  el  la  direction  du 
segment  inlîniment  petit  dont  (oX  —  Sx),  (o\  —  oy),  (oX  —  oz) 
sont  les  composantes;  parA.,  la  grandeur  et  la  direction  du  segment 
infiniment  petit  dont  (o^'—  Sa;),(oY]'—  oy),(o'Ç'  —  o;:)  sont  les  compo- 
santes, nous  pourrons  donner  de  oMÎ,,  o-\\.  des  expressions  analogues 
à  celle  de  oM{„.  L'égalité  (i5)  deviendra  alors 


{l6)  Ô'T=: 


X,  o--'-{-  3.,  ô'rj'-h  y^o-t' CpO-i-h  ^p  o-  n-i-  '/pà^X 

VT^  V, 

-i-  T^Llao-  «i)o'xH-(^o— ,3i)ô-v  +  (-/o— 7i)ô=ï] 
*  I 

A;sin'(Ao.  ]{„)       A;siii'(A|.Hi)        Ajsiii^(A;.  U.,) 
"^  V,l%  "^  V,H,  "^      "      V,Ro 

i'^n  outre,  le  point  m  est  assujetti  à  demeuier  sur  la  siutace  ■!/,  et  le 
poini  M  à  demeurer  sur  la  surface  ^F,  ce  qu'expriment  les  condi- 
tions (i3)  et  les  conditions 


('7) 


à'I'  -, 

()l   ,. 

&l 

! 0-  ■ 

y  -t-  — - 

àx      ' 

<)y      ~ 

,)z 

-ri  oj-  -r-  -ji  0  1-  +  -J-o; 


(pii  s'en  déduisent. 

Ce  (juc  nous  venons  de  dire  n'impose  aucune  coudilion  parliculièrc 
au  trajet  A  m  MA'  à  partir  duquel  se  fait  la  déformation  infinitésimale. 
Imagimms  maintenant  que  ce  trajet  soit  celui  d'un  rayon  lumineux, 
en  sorte  que  les  égalités  (S)  soient  vérifiées  au  point  /n  et  les  éga- 
lités (lo)  au  point  M.  1mi  vertu  de  ces  égalités  et  des  condilions  (i;). 
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l'expression  (  i())  de  o-T  va  devenir 

(18)         o-=T  =  - J-(a„ô^4+Poô--0+-/oâ^C) 

k     /di'  .  d'il   ,  d'il    ,  \(2) 

A,^sin={A„,R„)        A;'sin=(A,.  R,)        AUin'( A.,,  R.,) 
-+-  —^ ^^ — 1 ! !^ — ! —  -j = i — - 11. 

V,R„  ^  ViH,  ^  \,H, 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  points  A,  A'  sont  maintenus 
immobiles,  le  segment  A,,  est  identique  en  grandeur  et  direction  au 
segment  mm'  ou  d,  de  composantes  ox,  oy,  oz,  cjue  décrit  le  point  m; 
le  segment  A.,  a  même  grandeur  cjue  le  segment  MM'  ou  D,  de 
composantes  oX,  oY,  oZ,  cjue  décrit  le  point  M,  mais  ces  deux 
segments  Ao,  D,  ont  des  directions  opposées.  Dans  ce  cas,  donc, 
l'égalité  (18)  se  réduit  à  la  forme 

/.      /O'I  .  â'h  .  d'il  . 


(■9)      '"^=    v;  [dj 


dv  'y  ■  dz 


v;vAd\°^'^iN'^-^dz'^^) 

^/=sin-(</,  H„)        A;sin-(A,,lM)        D- siii^  I),  H,) 


V,H„  V,K,  \J\, 

H.  Théorème.  —  Si  loules  les  surfaces  réjléchissantcs  et  réfrin- 
gentes qui  composent  le  système  optique  sont  des  surfaces  planes, 
le  principe  de  Fermât  est  certainement  exact. 

Dans  ce  cas,  en  ciret,  les  fonctions  '|(x,  y,  r),  V(X,  Y,  Z)  sont 
des  fonctions  linéaires,  en  sorte  qu'on  a,  cjuels  que  soient  ox,  oy,  oz, 

0\,  0  1  ,  o/j, 

d'il  .         d'il  ,         d'il  ,  \<=' 
dx  dr    -^         dz 

d1'  ...       dW  ...       d^V  .^ 


1-2  P.     ULllEM. 

l/éj,Mlil«''  (  i<)  )  imiiilie  alors  que  o-T  est  assiiréineiil  positif,  à  moins 
qu'on  n'ait  simultant''in<Mit  toutes  les  égalités 

l  d  sin(rf,   H„)=:o, 

(20)  (  A,sin(A,,H,)  -o, 

(  D  sin(D.   R2)=:o. 

Nous  pouvons  évidemment  exclure  de  notre  analyse  le  cas  où  quel- 
qu'une des  incidences  serait  rasante. 

La  première  incidence  n'étant  pas  rasante,  sin(<^/,  R;,)  ne  peut  être 
nul,  en  sorte  que  la  première  égalité  donne  nécessairement 

</  =  o. 

^/ étant  nul,  le  segment  A,  se  réduit  au  segment  dont  o\,  0  Y,  oZ  sont 
les  composantes,  c'est-à-dire  au  segment  D;  d'ailleurs,  la  seconde 
incidence  n'étant  pas  rasante,  sin(  D,  R,)  ne  peut  être  nul,  en  sorte  que 
la  seconde  égalité  (20)  exigerait  qu'on  eût 

Dnro. 

(^)uel  que  soit  le  nombre  des  incidences  successives,  on  trouverait,  en 
raisonnant   ainsi    de    proche    en    [)roche,    que   les    égalités  (20)   ne 
peuvent  être  vérifiées  à   moins   que   tous   les   points  d'incidence   ne 
demeurent  fixes,  ce  qui  exclut  toute  déformation  du  trajet. 
Le  tliéorème  énoncé  est  ainsi  démontré. 


7.  TiiKoitKMK  II.  —  •*>'/  un  sysièine  ne  voiilit'iil  pas  plus  de  deux 
surfaces  qui  ronipenl  le  rayon;  si,  d'ailleurs,  aucune  des  deux 
rencontres  avec  ces  surfaces  na  lieu  sous  l'incidence  rasante;  si, 
enfin,  on  s'est  donné  le  trajet  A  m  MA'  d'un  rayon  lumineux,  on 
pourra  toujours  prendre,  sur  la  direction  donnée  Am,  le  point  A 
assez  voisin  du  premier  point  d'incidence  m,  et,  sur  la  direction 
donnée  W\',  le  point  A'  assez  voisin  du  dernier  point  d'émer- 
gence M ,  pour  que  le  principe  de  Fermât,  appliqué  à  ces  deux  points, 
soit  sûrement  exact. 

Soient  a,  h,  c  les  cosinus  directeurs  du  déplacement  d,  et  .A,  l>.  (' 
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es  cosinus  directeurs  du  déplacement  D;  nous  aurons 

_,X-H— o^+^oZ)     =(_Ah-— B-^^CJ     D'. 
Ces  égalités  donnent  à  l'égalité  (19)  la  forme  suivante  : 

sin-(A|.r'.|)     , 
V,P., 

i\u  point  III.  la  section  normale  pratiquée  dans  la  surface  -J/  et  dont 
la  tangente  en  m  a  pour  cosinus  directeurs  a,  h,  c,  a  un  rayon  de 
courbure,  fini  ou  infini,  que  nous  désignons  par  /•.  Selon  les  égalités  (6) 
et  (()  A/.9),  la  quantité 

\  dx  ôy  f):    J 

a  même  valeur  absolue  que  -  -p--  Calculée  donc  pour  tous  les  dépla- 

céments  infinitésimaux  (/  issus  du  point  m,  la  valeur  absolue  de  cette 
quantité  admet  une  limite  supérieure.  D'autre  part,  l'incidence  en  m 
n'étant  pas  rasante,  sin(c/,  Ro)  admet  une  limite  inférieure  positive. 
On  pourra  donc  toujours  assigner  à  R„  une  limite  supérieure  assez 
petite  pour  cju'on  ait  sûrement 

On  voit  de  même  qu'on  pourra  assigner  à  Ro  une  limite  supérieure 
assez  petite  pour  qu'on  ait  sûrement 

Cela  fait,  la  quantité  o'T  donnée  par  l'égalité  précédente  sera  assuré- 
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mont  positive,  à  moins  (juoii  n'ait 

en  sorte  (|ue  le  lliéorème  énoncé  se  trouve  démontré. 

Kemakque.  —  Si  le  syslèinc  optique  se  réduisait  à  une  seule 
surface  ré/Iéchissuntc  ou  à  une  seule  surface  réfringente,  il  suffirait, 
pour  que  le  principe  de  Fermât  fût  exact,  que  l'un  des  deux  points 
extrêmes  du  trajet  lumineux  fût  suffisamment  voisin  de  la  surface 
de  rupture;  l'autre  en  pourrait  être  aussi  éloigné  qu'on  voudra. 

8.  Théorème  III.  —  Siaucunedessurfaces  réfléchissantes  n'admet, 
au  point  d'incidence,  de  section  normale  qui  soit  concave  du  côté 
éclairé;  si  aucune  des  surfaces  réfringentes  n'admet,  au  point 
d'incidence,  de  section  normale  qui  soit  concave  du  côté  du  milieu 
le  plus  réfringent,  le  rayon  considéré  vérifie  assurément  le  prin- 
cipe de  Fermât.  On  suppose  exclue  toute  incidence  rasante. 

Considérons  d'abord  un  point  t>i  où  le  rayon  lumineux  rencontre 
une  surface  réllécliissante  l. 

La  fonction  '.j;(x,  y,  z)  a  été  choisie,  par  hypothèse,  de  manière  à 
devenir  positive  du  côté  éclairé  de  la  surface;  dans  ces  conditions, 
nous  savons  (n°  4)  que  le  coefficient  k  est  positif. 

D'autre  part,  aucune  section  normale  de  la  surface  n'est  concave  du 
cùié  éclairé,  c'est-à-dire  du  côté  où  ']^(^x,y,  z)  est  positif,  on  a  donc 

I  CnlMlition  (5)] 

(^es  deux  renseignements  réunis  donnent 
,   ...  ,  [d-h         d'il ,       d'h   \m^ 

Considérons  maintenant  un  point  M  où  le  rayon  rencontre  une 
surface  réfringente  W.  La  fonction  W{\,  \,  Z)a  été  choisie  de  manière 
à  devenir  positive  du  côté  d'où  vient  la  lumière;  soient  i  le  milieu  qui 
se  trouve  de  ce  côté  et  2  le  milieu  qui  se  trouve  de  l'autre  côté. 
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Nous  savons  (n"  4)  que  le  coefficient  K  a  le  signe  de  V,  —  Vj. 

Nous  savons  qu'aucune  section  normale  pratiquée  au  point  M  dans 
la  surface  ^F  n'est  concave  du  côté  du  milieu  le  plus  réfringent. 

Si  donc  V,  est  supérieur  à  Vo,  aucune  de  ces  sections  n'est  concave 
du  côté  2;  partant,  aucune  n'est  convexe  du  côté  i  où  la  surface  ^''  est 
positive;  dès  lors,  d'après  la  condition  (5  bis)^  on  a 

Si,  au  contraire,  V,  est  inférieur  à  V^,  aucune  des  sections  normales 
n'est  concave  du  enté  i  où  la  fonction  W  est  positive;  on  a  donc,  selon 
la  condition  (5), 


Nous  pouvons  dès  lors  écrire,  en  toutes  circonstances, 

(V,-V.)^^A  +  ^B+— G)     .0 
ou  bien  encore,  puisque  K  a  le  signe  de  (\ ,  —  V.^  ), 

En  vertu  des  conditions  (21),  (23)  et  (24),  l'égalité  (19)  permet 
d'écrire  la  condition 

,    ,  .,,p.   fl!-sin=(fl',  R„)        A":  siii^A,,  H,)        IJ- sin-(  D,  K,) 

<-"^       °'^^ — vthT"^ — v;r^ ^ — v^t; — 

Or,  pour  que  le  second  membre  de  celte  condition  (25)  fût  égal  à  o, 
il  faudrait  qu'on  eût  simultanément  toutes  les  égalités  (20),  ce  qui 
ne  peut  être,  nous  l'avons  vu,  à  moins  que  le  rayon  ne  soit  maintenu 
entièrement  invariable.  Hor^  cette  hypothèse,  donc,  o-Test  positif,  et 
le  théorème  énoncé  est  démontré. 

y.  TmioREME  l\  .  —  Un  i-(i.yon  subit  un  ccriain  nombre  de  ré- 
Jlcxions  cl  (If  l'èf raclions. 

Par  bj  prendcr  calé  \[„  du  conlour  polygonal  que  forme  ce  rayon 
on  mène  un  plan  qui,  sur  le  plan  langent  en  m  à  la  première  sur- 
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face  rcjlcchissanlc  ou  n'fringcnle  ■]/,  trace  une  ligne  droite  0  de 
cosinus  directeurs  a,  h,  <■;  à  cette  tangente  0  correspond,  dans 
la  surface  i/,  une  section  normale  s. 

Par  le  second  côté  H,  du  contour  polygonal  et  la  droite  0,  on. 
mène  un  plan;  ce  plan  trace  une  droite  0,  de  cosinus  directeurs 
A,  B,  C,  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  seconde  surface  rcjUchissante 
ouréfringenteW:,  à  cette  tangente  0  correspond,  dans  la  surface  W, 
une  section  normale  S  :  et  ainsi  de  suite. 

Toutes  celles  des  sections  s,  S,  ...  qui  sont  pratiquées  en  des 
surfaces  ré/léclnssantes  ont  un  rayon  de  courbure  fini  el  tournent 
leur  concavité  du  côté  éclairé. 

Toutes  celles  des  sections  s,  S,  ...  qui  sont  pratiquées  en  des 
surfaces  réfringentes  ont  un  rayon  de  courbure  Ji ni  el  tournent 
leur  concavité  du  côté  du  milieu  le  plus  réfringent. 

En  ces  conditions,  sans  changer  les  directions  ni  du  premier 
rayon  incident  R,,  ni  du  dernier  rayon  émergent  !{.,,  on  peut 
éloigner  asse:  le  point  A  sur  le  premier  et  le  point  A'  sur  le  second 
pour  que  le  principe  de  Fermai  cesse  de  s'appliquer  au  rayon  qui 
unit  ces  deux  points. 

INous  allons  déliiiir,  rii  cllel,  une  défoniialion  inruiiinenl  [)etilp 
imposée  au  trajet  A/n  MA'  qui,  si  l'on  éloigne  suffisauimenl  les  deux 
points  A,  A',  assurera  à  o-T  une  valeur  négative. 

Au  point  m  nous  donnerons  un  dépiacemenl,  de  longueur  arbitraire 
d,  qui  ait  pour  tangente  la  ligne  0;  ce  dp[)lacenient  amènera  le  point  m 
en  m' . 

Du  point  m\  nous  mènerons  une  parallèle  au  rayon  H,  ;  cette  j)aral- 
lèle  rencontrera  en  M'  la  tangente  0;  MM'  sera  le  déplacement  D  (|ue 
nous  imposerons  au  point  M. 

Nous  continuerons  de  même,  s'il  y  a  lieu,  pour  déterminer  les 
déplacements  imposés  aux  divers  points  d'incidence. 

Le  segment  désigné  par  1,  est  celui  qu'il  faut  composer  avec  le 
segment  mm'  ou  d  pour  obtenir  le  segment  MM'  ou  D;  il  résulte  de  la 
construction  précédente  qu'il  est  parallèle  au  rayon  lî,,  en  sorte  (pi'on  a 

slii  (  A|.  15,  )  —  o. 

Il  en  serait  de  même  des  sinus  analogues. 
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Quel  que  «oit  donc  le  nombre  des  réflexions  el  des  réfractions  subies 
par  le  rayon,  toutes  les  quantités  analogues  à  A,,  sauf  la  première  d  et 
la  dernière  D,  disparaissent  de  l'expression  (19)  de  o-T  qui  se  réduit 

k     (d'i^  .         d'if  .         d'if  ,  Y«' 
d^ii»-{d.'R^)        D'<iin«(D,  R,) 

"*        vTr;^        ^         vTTT 

D'ailleurs,  les  déplacements  de  chacun  des  points  d'incidence  sont,  par 
le  procédé  qui  a  servi  à  les  produire,  dans  un  rapport  fini  el  bien 
déterminé  au  déplacement  d  du  premier,  en  sorte  qu'on  peut  écrire  : 

ï)  —  't.d, 

A  étant  une  quantité  positive  el  finie. 

Si  l'on  tient  compte,  en  outre,  des  égalités  (21),  l'expression  précé- 
dente de  o^T  deviendra 

.,^       I  ''•      l<i'\'  à'if  ,         d'if    \'»' 

sin2(^.  Ro)         'A^sin^(D,  R,)' 

"^     vtïï;     '       vïï;     _ 


d\ 


La  surface  ']^  est  concave  du  côté  éclairé,  qui  est  aussi  le  côté  où  la 
fonction  'Ko;,  y,  s)  est  positive.  Si  nous  désignons  par  r  le  rayon 
de  courbure,  supposé  fini,  de  la  section  s.  l'égalité  (6)  nous  donnera 

,     ,  [dif         d'if  ^      d'if   \<"  I  d'i. 

Un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  nous  a  fourni  la  condition  (2/4) 
nous  donnera  ici  Tinégalité 

Si  N  est  la  normale  en  M  à  la  surface  ^*,  menée  du  côté  où  la  fonction 
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M\\,  ^,Z)  est  positive,  et  si  .a  est  le  rayon  de  courbure  de  la  section  S, 
les  égalités  (6)  et  (()  bis)  nous  montrent  ([ue  la  valeur  absolue  de 


rf'F 


est  égale  à-^Ce   renseignement,  joint   à    l'égalité    précédente, 

permet  d'écrire 

.fàn- ,      ,m\,      .W„\'"      \K\  dW 


Les  égalités  (aG),  (27)  et  (28)  donnent 

r   /■    ddi        \K\r-   dW       sin'(^ARo)       '/.-sin'(D,R.)l^., 
(29)     "^T^-l^^^+y^Y;^^  vTk^  V,H,         r- 

Comme  /x  est  positif  (n"  4),  la  somme 

k    d'b        \K\1'-  dW^ 
V,/-  dn  "*"  ViV...'*^  fl'N         ' 

est  une  quantité  positive  bien  délerminée;  on  voit  alors  qu'on  peut 
toujours  choisir  les  quantités  R„,  W.  assez  grandes  pour  que  o-T  soit 
sûrement  négatif,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Rkmarqie.  —  il  est  trois  cas  particuliers  auxquels  ce  théorème 
s'applique  dune  manière  immédiate  : 

1°  Le  système  se  compose  iVune  seule  surface  ré/lèchissaiitt;  ;  par 
le  point  d' incidence  passe  une  section  normale,  de  rayon  de  courbure 
fini,  concave  du  côté  éclairé. 

2"  Le  système  se  compose  d'une  seule  surface  réfrin<^enle;  par 
le  point  d' incidence  passe  une  section  normale,  de  rayon  de  courbure 
fini,  concave  du  côté  où  se  trouve  le  milieu  le  plus  réfringent. 

3°  Le  système  se  compose  d'un  nombre  quelconque  de  surfaces 
réflècliissantes  ou  réfringentes  ;  toute  surface  réfléchissante  est 
entièrement  concave  du  côté  éclairé;  toute  surface  réfringente  est 
entièrement  concave  du  côté  où  se  trouve  le  milieu  b'  plus  réfringent; 
en  outre,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  chaque 
surface  sont  finis. 
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En  ces  trois  cas,  on  peut  prendre  le  point  de  départ  et  le  point 
d'arrivée  de  la  lumière  assez  éloignés  des  deux  surfaces  extrêmes 
du  système  optique  pour  que  le  principe  de  Fermât  soit  sûrement 
en  défaut. 


SI'XONDE  PARTIE. 

LE    RAYON    LUMINEUX    TRAVERSE    UN    MILIEU    ISOTROPE. 
MAIS    CONTINUKMENT    HÉTÉROGÈNE. 


'  10.  Établissement  des  équations  qui  déterminent  la  forme  du 
rayon  lumineux.  —  Considérons  un  milieu  isotrope  et  continuement 
hétérogène.  Soit  V(  jr, y,  z)  la  valeur  qu'aurait  la  vitesse  de  la  lumière 
en  un  milieu. homogène  dont  la  constitution  serait  celle  que  notre 
milieu  hétérogène  présente  au  point  {x,y.  z'). 

Rappelons  brièvement,  afin  que  nos  raisonnements  ne  présentent 
pas,  même  en  apparence,  de  cercle  vicieux,  comment  on  peut  éta- 
blir directement  les  équations  que  le  rayon  lumineux  doit  vérifier  en 
un  semblable  milieu. 

Soient  V„,  V  la  plus  petite  valeur  et  la  plus  grande  que  V(.r,jK,  -) 
prenne  au  sein  de  ce  milieu;  divisons  la  différence  (V  —  \  „)  en  n  par- 
ties égales  et  soit  i  la  valeur  commune  de  ces  parties  : 

V-V„=«£. 

Traçons  les  surfaces  d'égal  indice 

»i;         ou         V(x,j.  ;)  =  Vo, 

1^  ou  V(x,  r.  ;)r^  V„-|-£     =V,. 


q-p         ou  V(.r,j,  3)=V„  +  />£  =  Vp, 

"r„  ou  \(x.y,z)  —  \^  +  ns=:\„=\. 

Notre  milieu  continuement  hétérogène  est  ainsi  partagé  en  n  cou- 
ches; chacune  de  ces  couches  est  comprise  entre  deux  surfaces  d'égal 
indice  consécutives;  si  l'on  fait  croître  «  au  delà  de  toute  limite, 
l'épaisseur  de  chacune  de  ces  couches  tend  vers  zéro. 
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A  la  première  couche,  comprise  entre  les  surfaces  W^,  ^',  ,  nous 
substituons  un  corps  optiquement  homogène  où  la  vitesse  de  la  lumière 
soit  V,  ;  en  général,  à  la  p""""  couche,  comprise  entre  les  surfaces 
Wp  ,.  Wp,  nous  substituons  un  corps  optiquement  homogène  où  la 
vitesse  de  la  lumière  soit  V^.  Nous  obtenons  ainsi  un  assemblage  dis- 
continu de  milieux  homogènes.  Lorsque  nous  forons  croîtrez  au  delà 
de  toute  limite,  cet  assemblage  tendra  vers  le  milieu  conlinuemcnl 
hétérogène  que  nous  voulons  étudier. 

Un  rayon  lumineux,  au  sein  de  ce  milieu  discontinu,  aura  la  forme 
d'une  ligne  brisée.  Lorsque  le  nombre  n  croîtra  au  delà  de  toute  limite, 
cette  ligne  brisée  tendra  vers  une  certaine  courbe.  Cette  ligne  courbe 
sera  la  ligure  iju'aHectc  le  rayon  lumineux  au  sein  du  milieu  isotrope 
et  continuemenl  hétérogène  (|ue  l'on  considère. 

Désignons  par  W^  la  partie  du  rayon  brisé  (jui  traverse  la  p"""' 
couche  et  par  x^,  ^p,  y^  ses  cosinus  directeurs. 

Soit  Mp(x,y,  z)  le  point  de  la  surface  Wp  où  le  rayon  R^  rencontre 
cette  surface  et  se  réfracte  pour  donner  le  rayon  R^^.,.  Les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  en  ce  point  à  la  surface  H"p  sont  respective- 
ment proportionnels  aux  valeurs  que  les  quantités 

d\(.r,y,:}  d\{.T.Y,z)  dW{.r,y,z) 

('°>  d7— '        -^ J-. 

prennent  en  ce  même  point. 

lui  vertu  des  lois  de  la  réfraction  exprimées  par  les  égalités  (lo), 
ces  quantités  (3o)  doivent  être  respectivenienl  proportionnelles  aux 
trois  quantités 

'/>^l^/<         ^;<5^/n-li       ^/>'lP/)  'ppp^.,.        \  p^iyp         ^pyp  +  l 

OU  encore  aux  trois  rapports 

,0  .       V/.^i«p—  Vp^,,.i     \p4-iPp— Vp(3p,i     Vp+iyp— Vpyp+i 

^     '  lip  '  Hp  '  Hp 

ijorscpi'on  l'ait  croître  n  indélinimenl,  on  doit  avoir  proportionna- 
lité entre  les  quantités  ('^ojel  les  valeurs  limites  des  |quantités  (3i). 

Déterminons  ces  valeurs  limites. 

Soit  .y  la  longueur  du  rayon  curviligne,  comptée  à  partir  d'une 
origine   arbitraire,    jusqu'au   point    M(x,y,z),    position    limite    du 
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point  M^,.  Soient 

(3.)  «U)  =  J,  *(.)  =  f,  cU)  =  ^ 

les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  au  rayon  en  ce  point;  ce  sont 
évidemment  les  valeurs  limites  des  cosinus  a^,,  p^,  y^. 
Les  rapports 

1^^        '  H,,        '  H,, 

...  .         da      db     de 

ont  pour  limites  respectives  -r-  »  -r-  >  -r  • 
■  ^  ds     ds     ds 

Quant  au  rap|)ort     ''*' -,  il  a  évidemment  pour  limite 

d\       dV         d\  ,       dW 
as        d.r  ov  az 

il  doit  donc  exister,  en  chaque  point  du  rayon  curviligne,  un  fac- 
teur m,  tel  qu'on  ait  les  trois  égalités 

ds        \dx  dy  ôz    )  ^  djc         ' 

,„.^  <  ..db       [d\  d\  .        à\    \,  âV 


de  _  /â\  d\  ,        d\'    \  à\ 

ds        \  dx  d  > 


V  -; (  ^r-  a  -\-  -:—b  +  — -  e\  c  —  ^J.  —  =  o. 


La  valeur  du  facteur  \x  s'obtient  aisément  si  Ton  tient  compte  de 
l'égalité 

o-  4-  6^  -t-  C-  :=  I 

et  de  l'égalité 

da  db  de 

a—, — h  b— — hc-7-=o 
ds  ds  ds 

qui.s'en  déduit.  Si  nous  multiplions  respectivement,  en  effet,  les  éga- 
lités (33)  par  a,  6,  c,  et  si  nous  ajoutons  membre  à  membre  les  résul- 
tats obtenus,  nous  trouvons  l'égalité 

(dX      ■   d\ ,       d\    \ 
I^a  quantité  I-— a-H  —  0  -h  -jzCj  ne  peut  être  égaie  a  oqu  aux  points 
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exceptionnels  où  le  rayon  touche  une  surface  d'égal  indice.  Nous  de- 
vons donc  avoir 

F  =  -'- 
Dès  lors,  si  nous  posons 

F  -V— -f— «  +  — 6  -H— c^^ «-+-—, 

(1x        \0x  (ly  a:    I  oz 

les  équations  qui  (Icliiiissciil  le  rayon  lumineux  sont  les  équations  dif- 
férentielles du  second  oidre 

(35)  F=o,        G  =  o,         H=o. 

1  I.  Rappel  de  quelques  théorèmes  connus.  —  Au  moyen  de  ces 
équations,  établissons  rapidement  quelques  théorèmes,  connus  depuis 
fort  longtemps,  dont  nous  auions  à  faire  usage  tout  à  l'heure. 

Si  nous  désignons  par/,  m^  n  lescosinus  directeurs  delà  bi-normalev 
au  rayon  en  un  de  ses  points,  ces  cosinus  seront,  on  le  sait,  déterminés 
par  les  deux  égalités 

I  al  -+-  bin  -f-  en  =r  o, 

(36)  da  ,       db  de 

I  —r  '  -i — T-  m  -(-  -r-  «  =  o. 
f    ds  ds  ds 

Multiplions  respectivement  les  égalités  (3;j)  par  /,  //?,//,  et  ajoutons 
membre  à  membre  les  résultats  obtenus,  en  tenant  compte  des  égali- 
tés (  ^t)  I.  iNous  trouvons  l'égalité 


àV 

d\ 

()\ 

l  -+- 

m 

-h 

n 

— 

o. 

0.1- 

(h 

))Z 

qui  é(piivaul  au  Tuéohkmk  I  :  En  chaque  point  du  rayon,  le  plan  os- 
culateur  au  rayon  est  normal  à  la  sur/ace  d'égal  indice  qui  passe 
par  ce  pain l. 

Par  le  |joiiit  M  (./,-,  jy,  :;)  du  rayon  menons  à  ce  rayon  la  norniale 
principale  N  dans  le  sens  où  se  trouve  la  concavité  du  rayon  ;  soient  a, 
^,  Y  les  cosinus  directeurs  de  cette  droite;  si,  à  partir  du  point  M,  on 
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la  suit  dans  ce  sens  sur  une  longueur  R  qui  est  le  rayon  de  courbure 
du  rayon  lumineux,  on  atteint  le  centre  de  courbure  C  de  ce  rayon. 
On  sait  que  Ton  a 

,  ,c  ,  .  ,  a.        da  ?)        db  y        de 

(^^*")  K  =  ^'  R  =  ^'  ïï  =  ^- 

Par  le  même  point  M  passe  une  surface  d'égal  indice  ;  de  ce  point 
menons  une  normale  n  à  cette  surface;  si  celte  surface  ne  correspond 
pas  à  une  valeur  maximum  ou  minimum  de  l'indice,  dirigeons  celte 
normale  dans  le  sens  où  V(\r,y,  z)  va  en  croissant  et  l'indice  en  dé- 
croissant; nous  aurons  alors 

(37)  ^>o. 

Soient  X,  a,  v  les  cosinus  directeurs  de  cette  demi-normale  n\  nous 

aurons 

dV       d\\  d\       d\  d\       d\ 

ôx        dn  ôy        dn  '  âz         dn 

Si  /  est  la  direction,  de  cosinus  directeurs  a,  h,  c,  de  la  tangente  au 
rayon  menée  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  nous  aurons 

(89)  co»(n,  t)  ^ila -+- jj-b -\- 'JC. 

Moyennant  les  égalités  (36  Ois),  (38)  et  (39),  les  égalités  (35) 
deviennent 

77  a  H — ;—  \  ^-  —  a  cos  </i,t)\^o, 
H  (//(  ' 

R""^  dn 
V  dV 


V  <^V 

(4o)  '  •j^p  +  ^[f^-6cos(/^0]=o, 

y  -H  -7-[v  — ccos(«,0]=o. 


Si  nous  multiplions  respectivement  ces  égalités  par  a,  ^lyel  si  nous 
ajoutons  membre  à  membre  les  résultats  obtenus,  en  observant  que 

aa-h^b-hyc=^o 

et  que 

?.a  -(-  fjLj3  -H  vy  =  cos(/j,  N), 

nous  trouvons  l'égalité 

(4.)  l=.-lgcos(.,N). 
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Cette  égalité,  jointe  à  l'inégalité  (3-),  nous  donne,  en   premier  lieu, 
cette  inégalité 

(42)  cos(n,iV)<o, 

et  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  En  chaque  point  d'un  rayon  lumineux,  la  nor- 
male principale,  menée  dans  le  sens  oii  le  rayon  tourne  sa  conca- 
vité, fait  un  angle  aigu  aiec  la  normale  à  la  sur/ace  d'égal  indice, 
menée  dans  le  sens  où  l  indice  va  en  diminuant. 

L'égalité  (4i  )  peut,  d'ailleurs,  s'énoncer  ainsi  : 

Thkohkme  III.  —  Par  un  point  quelconque  M,  du  milieu,  oh  mène 
la  normale  à  la  sur/ace  d'égal  indice  qui  passe  par  ce  point  ;  sur 
cette  droite,  à  partir  du  point  M,  et  dans  le  sens  (opposé  à  n)  où 
rindice  va  en  croissant,  on  porte  une  longueur 

(43)  p  =  j^. 

dn 

On  atteint  ainsi  le  point  Y.  Par  le  point  F  on  mène  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  tangent  en  M  à  la  surface  d'égal  indice.  Ce  plan 
contient  le  centre  de  courbure  (l  de  tout  rayon  lumineux  passant 
au  point  M. 

A  ces  théorèmes  nous  pouvons  joindre  la  Réciproque  suivante  : 

Les  théorèmes  1  et  III,  qui  résultent  nécessairement  des  équa- 
tions (35),  entraînent  à  leur  tour  l'exactitude  de  ces  équations. 

En  vertu  du  théorème  III,  en  eOel,  la  première  des  équations  (35) 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  première  des  équations  (  io),  devient 

ros(/(,  i\  )a -r  cos(  «, /)  «  —  ?.  =r  o 

ou,  plus  explicitement 

cos(«,  N)cos(j:,  N)  +  cos(/t.  /  )  cos(a?,  /)  —  cos(rt,  .r)  =  o. 

Mais  la  tangente /au  rayon,  la  normale  principale  î\  ella  hi-normale  v 
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forment  un  trièdre  trirectangle,  en  sorte  que  l'on  a 

cos(/i,  x)  =  cos{/t.  N)  cos(  j-,  \)  ---  COn(  n.  t  )  cos(j?,  t)  ~  cos(  «,  v)  cos(x,  v). 

L'équation  précédente  devient  donc 

cos  (  /i ,  V  )  COS  (  i-,  V  )  ^  o 

et  elle  est  vérifiée  si  le  théorème  I  est  exact,  puisque  ce  théorème  équi- 
vaut à  l'égalité 

cos(/i.  v)  =1  o. 

Les  théorèmes  I  el  lll  sont  donc  exactement  équivalents  aux  équa- 
tions différentielles  (35)  du  rayon  lumineux. 

Nous  aurons  à  taire  usage  de  celle  proposition. 

12.  Remarques  sur  le  cas  oii  le  rayon  touche  la  surface  d'égal 
indice.  —  La  quantité  p,  donnée  par  l'égalité  (43),  est  le  rayon  de 
courbure  de  tout  rayon  lumineux  qui  vient,  au  point  M,  toucher  la 
surface  d'égal  indice  qui  passe  par  ce  point. 

Ce  rayon  lumineux  tourne  sa  concavité  du  côté  où  le  milieu  est  plus 
réfringent  que  sur  la  surface  même.  Il  n'en  faut  pas  nécessairement 
conclure  qu'au  voisinage  du  point  considéré,  le  rayon  se  trouve  néces- 
sairement du  côté  delà  surface  où  l'indice  est  plus  grand  que  sur  la 
surface  même. 

En  effet,  la  courbure  du  rayon  lumineux 

(^3  bis)  -  =  è^ 

ne  dépend  aucunement  des  dérivées  secondes  de  la  fonction  y(^x,y,z) 
au  point  considéré,  et  ce  sont  ces  dérivées  secondes  qui  déterminent 
la  courbure  de  la  surface  au  voisinage  de  ce  point.  On  peut  donc,  sans 
changer  la  courbure  du  rayon,  imaginer  qu'on  impose  toutes  les  lois 
qu'on  voudra  à  la  courbure  de  la  surface. 

Considérons  la  section  pratiquée  dans  la  surface  par  le  plan  qui  lui 
est  normal  et  qui  est,  en  même  temps,  osculaleur  au  rayon.  Si  cette 
section  n'est  pas  concave  du  côté  où  lindice  est  plus  grand  que  sur  la 
surface,  le  rayon  se  trouve  évidemment  de  ce  côté  de  la  surface;  il  en 
est  encore  de  même  si  la  section,  tout  en  étant  concave  de  ce  côté,  a 

Journ.  de   Vfath.  (6*  série),  tome  VIII.  —  Kasc.  I,  iqi^i.  4 
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une  coiirlniic  iiioiiulre  (]iii'  celle  du  rayon.  Mais  si  celle  scclioii,  concave 

du  côlé  des  indices  croissanls,  a  une  courbure  supérieure  à  y  -j-  cl ,  par 

conséquenl,  plus  forle  que  celle  du  rayon  lumineux,  celui-ci  se  Irouve, 
au  voisinage  du  poinl  de  conlacl,  du  côlé  où  l'indice   esl  plus  faible 
que  sur  la  surface.  //  iiy  a  donc  pas  analogie  en/rr  ce  pfiéiiotnciic 
l'I  rrlui  de  la  n'/lcxion  lotalc. 
Supposons  : 

i"  Que  la  surface  d'égal  indice  ail,  au  poinl  M,  au  moins  un  de  ses 
centres  principaux  de  courbure  situé  du  côté  des  indices  croissants; 

1"  Si  elle  est  à  courbures  opposées,  que  le  centre  de  courbure  y  qui 
se  Irouve  du  côté  des  plus  forts  indices  soil  compris  entre  le  point  M  et 
le  poinl  F; 

3"  Si  elle  est  entièrement  concave  du  côté  des  plus  forts  indices, 
qu'elle  ait  un  de  ces  centres  principaux  de  courbuie,  y,  com|)ris  entre 
le  poinl  M  cl  le  point  F,  et  l'autre  centre  principal  de  courbure,  y', 
silué  au  delà  dn  point  F  par  rapport  au  poinl  M. 

Nous  voyons  : 

i"  Que  tout  rayon  hiiiiiiieux,  laut^cnl  à  la  sui  lace  d'éf^al  indice,  dont 
le  plan  osculaleur  correspond  à  une  section  nonnale  dont  le  centre  de 
courbure  c  est  au  delà  du  poinl  F  par  i-apporl  an  point  M  (si  la  surface 
esta  courbures  opposées)  ou  entre  les  points  !"  et  y  (si  la  surface  est 
entièrement  concave  du  côlé  des  plus  forts  indices  )  demeure,  au  voi- 
sinage du  poinl  de  contact,  du  côlé  de  la  surface  où  l'indic(>  esl  plus 
fort  que  sur  la  surface; 

2°  Que  tout  rayon  lumineux,  iangenl  à  la  suilaee,  pour  le(piel  le 
centre  de  courbure  c  de  la  section  normale  esl  entre  les  points  y  et  F, 
demeure,  au  voisinage  de  la  surface,  du  côlé  où  l'indice  est  plus  faible 
que  sur  la  surface; 

3"  Au  cas  où  le  |)oinl  i:  coïncide  avec  le  point  l',  le  rayon  lumineux  a, 
avec  la  surface  d'égale  indice,  un  contact  du  second  ordre,  en  sorte 
i|u"//  traverse  celle  surface  à  laquelle  il  esl  lan^^ent. 

Il  y  a,  en  cliaque  poinl  de  la  surface  d'égal  indice,  deux  sections  nor- 
males pour  lesquelles  le  centre  de  courbures  coïncide  avec  le  point  F; 
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les  plans  de  ces  deux   sections   forment   quatre    dièdres  ayant  pour 
plans  bissecteurs  les  plans  des  sections  normales  principales. 

Nous  pouvons  nommer  ces  deux  sections  les  sections  de  pénélra- 
lioii  des  rayons  lu  min  eux  tangents  à  la  surface  d^égal  indice. 

Sur  une  surface  d'égal  indice  qui  satisfait  aux  trois  conditions  pré- 
cédemment énoncées,  on  pourra  tracer  deux  familles  de  lignes  telles 
qu'en  chaque  point  il  passe  une  ligne  de  chaque  famille.  Tout  rayon 
lumineux  qui  vient  toucher  une  de  ces  lignes  traverse,  au  point  de 
contact,  la  surface  d'égal  indice,  etaucun  autre  rayon  lumineux  tangent 
ne  peut  traverser  cette  surface. 

Si,  au  point  M  de  la  surface  d'égal  indice,  la  tangente  à  l'une  de  ces 
lignes  fait  un  angle  0  avec  l'une  des  deux  lignes  de  courbure  qui  pas- 
sent en  ce  point;  si  cette  ligne  de  courbure  correspond  à  un  rayon  de 
courbure  r  et  l'autre  ligne  de  courbure  à  un  rayon  de  courbure  /■ ,  on 
aura 

cos9       sinô        I  dV 

Ce  sera  l'équation  des  lignes  en  (jucstion. 

Si  la  surface  ne  renqalit  pas  les  trois  conditions  prescrites,  ces  lignes 
seront  imaginaires. 

15.  Formation  de  la  durée  de  parcours  d'un  trajet  et  de  la 
iiariation  première  de  celte  durée.  —  Soient  A^,  A,  deux  points  pris 
à  Tintérieur  d'un  milieu  continuement  hétérogène;  relions  ces  deux 
points  par  un  trajet  continu  C  ou  A^MA,.  Si  ds  désigne  un  élément 
de  ce  trajet  et  Y  la  vitesse  de  la  lumière  en  un  point  M  de  l'élément  ds., 
le  temps  que  la  lumière  emploierait  à  parcourir  ce  trajet  aurait  pour 
valeur 

■  --B- 

Soit  C  ou  A|,ÎV1'A'|  une  autre  courbe  infiniment  voisine  de  la 
courbe  C.  Imaginons  que  la  courbe  C  corresponde  point  par  point  à  la 
courbe  C,  de  telle  sorte  que  les  deux  origines  A„ ,  A^  se  correspondent, 
et  qu'il  en  soit  de  même  des  deux  extrémités  A,,  A,.  Soient  ox-, 
ôy,  àz  les  composantes  du  segment inliniment  petit  MM'  qui  unit  deux 


2H  r.    1)i;iii;m. 

points  correspondatils  M  cl  M';  nous  admettons  (jue  Bx,  oy,  8z  sont 
des  fonctions  continues  de  Taio  A„M  ou  y;  ([ue  ces  fonctions  admet- 
tent, quel  que  soit  .v,  des  dérivées  finies;  enfin  que  ces  dérivées  sont 
continues,  sauf  peut-être  pour  quelques  valeurs  isolées  de  .v.  Désignons, 
en  parlicuHer,  par  ox^,  By^,  oz^  les  composantes  du  sej,'menl  A„  A\,  et 
par  ox, ,  ^y, ,  oz,  les  composantes  du  segment  A,  A,. 

F^a  substitution  de  la  courbe  il'  à  la  courbe  C  impose  à  la  durée  T 
une  variation  première 

D'autre  pari,  l'iiirnlité 

f/s^  =  dx'-  +  dy""  -f-  dz- 

donne,  en  tenant  compte  des  égalités  (^2), 

-5  ds  =  aàd.r  4-  hèdy  -+-  ce  dz. 

Mais  on  sait  que  l'on  peut  écrire 

, ,    ,  »,  ^^^  •  -  j  dnv  ,  ^   ,         dèz 

(  .'17  )  0  flx  =  — T—  ds,  ody  ^=  — T^  ds.  odz  z=^  — r—  ds. 

'  ds  •'  ds  ds 

(  )n  a  donc 

rhds        /•  I  /    dhx        ,dov  d ôz\    , 

Une  intégration  par  parties  transforme  celte  égalité  en  la  suivante  . 
,,    ,       fàds  «oâ^o-i- 60  i^)  0+ ''o  0^0        a,  ôx,-h  0,  ^y^ -h  c,6z, 

^^'"^  J,  —  ^ v^ ^ v^ 

r  I    [,,  /dn  .  dh.,  de  ,  \ 

--  \^-  o  ^-  -r-  ''  -i ^  t-     ( fl  or  -h  Ooy  -'■  r  or  )     r/.Ç. 

\(Àr  ()y  âz     J  ^  I 

Les  égalités  (34),  (46)  et  (4?)  pcrmeltent  d'écrire 

'0  '  1 

—  /-^(Fô.r-f-Go)  +  115;)*. 
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Cette  égalité  va  être  le  point  de  départ  de  notre  analyse. 

14.  La  détermination  du  rayon  lumineux  ramenée  à  un  problème 
de  variation.  —  Supposons,  tout  d'abord,  que  les  deux  points  A^,  A, 
soient  maintenus  fixes;  l'égalité  (4^)  se  réduira,  en  vertu  des  éga- 
lités (34),  à 

Si  les  équations  (35)  sont  vérifiées  en  tout  point  de  la  courbe  C,  il 
est  clair  que  toute  déformation  imposée  à  cette  courbe,  sans  déplace- 
ment de  ses  extrémités,  annulera  oT. 

Réciproquement,  il  est  facile  de  voir  que  o  est  la  seule  valeur,  va- 
riable d'une  manière  continue  avec  5,  que  puisse  prendre  chacune  des 
trois  quantités  F,  G,  H,  si  l'on  veut  que  oT  s'annule  en  toute  défor- 
mation qui  change  la  figure  de  la  courbe  C  sans  en  déplacer  les  extré- 
mités. 

Supposons,  en  effet,  que  l'une  au  moins  de  ces  trois  quantités, 
F  par  exemple,  prenne,  en  un  point  M  de  la  courbe  (".,  une  valeur,  dif- 
férente de  o,  que  nous  désignerons  par  F  (M).  Puisque,  par  hypothèse, 
F  varie  d'une  manière  continue  le  long  de  la  courbe  C,  on  peut,  sur 
cette  courbe,  marquer  un  arc  fini  D,  comprenant  le  point  M  et  excluant 
les  points  A,,,  A,,  en  tout  point  duquel  F  diffère  de  o  et  ait  le  signe 
deF(M). 

Ola  posé,  nous  déformerons  la  courbe  C  de  la  manière  suivante  : 
Nous  donnerons  à  ây  et  à  0^,  tout  le  long  de  la  courbe,  la  valeur  o; 
ox  sera  également  nul  en  dehors  de  l'arc  D  et  aux  deux  extrémités  de  cet 
arc;  la  valeur  de  o.r  le  long  de  l'arc  D,  variable  d'une  manière  conti- 
nue avec  X,  sera  partout  difiërente  de  o  et  constamment  de  signe  con- 
traire à  F(  M). 

L'égalité  (49)  se  réduira  alors  à 

rFôx 


(}T  =  -/   ^-^ds. 


Or  il  est  évident  que  la  valeur  du  second  membre  n'est  point  nulle, 
mais  positive. 

Nous  obtenons  de  la  sorte  le  théorème  bien  connu  ipie  voici  : 


3o  p.     DUHEM. 

Thkokème  l\  .  —  Une  courbe  est  tracée,  au  sein  cf  un  milieu  iso- 
trope et  conlinuement  hétérogène,  entre  deux  points  fixes  ;  pour  que 
toute  déformation  infiniment  petite  de  cette  courbe  imposé  une  va- 
riation première  égale  à  n  au  temps  que  la  lumière  mettrait  à  par- 
courir la  courbe,  il  faut  et  il  sufiit  que  la  figure  initiale  de  celle-ci 
soit  celle  d'un  rayon  lumineux. 

Uendoiis  inaiiileiianl  aux  deux  extrémités  Aj,  A,  de  la  courbe  C  la 
faculté  de  se  déplacer,  mais  supposons  que  cette  courbe  soit  un  rayon 
lumineux  le  long  duquel  les  équations  (35)  sont  constamment  véri- 
iiées.  L'égalité  (4^)  prend  la  t'oiine 

(oo)  oTr= ^^ ! ^r 

On  en  déduit  sans  peine  les  théorèmes  connus  de  Malus,  de  Dupin  et 
de  Hamilton. 

15.  Variation  seconde  de  ta  durée  de  parcours  d'un  trajet.  — 
Venons  maintenant  au  principal  objet  de  notre  recherche,  qui  est  le 
suivant  :  Entre  deux  points  donnés,  le  trajet  du  rayon  lumineux  est-il 
un  trajet  dont  la  durée  de  parcours  soit  minimum?  Pour  répondre  à 
cette  question,  il  nous  faut  former  la  variation  seconde  o-T  de  la  du- 
rée de  parcours;  si.  pour  toute  déformation  qui  laisse  immobiles  les 
deux  extrémités  du  trajet,  cette  quantité  est  positive,  la  réponse  à  la 
question  posée  est  affirmative;  elle  est  négative  si  certaines  déforma- 
tions font  prendre  à  o*T  une  valeur  négative. 

Nous  formerons  d'abord  l'expression  générale  de  $-T  sans  supposer 
«ju'on  maintienne  immobiles  les  extrémités  de  la  courbe  C. 

L'égalité  (4'3)  nous  donne 

(3.)  ô>T^j^|^-^--(^_  o.r+_    oj4-^   o.yds 

^T^à^  ^"'^d>^  ^^-^-àl  °V'^' 

1    /'d\   \         £>V     .  d\    -  \<='  , 

-T'[-d^  °^^ày  °-^^in  ^=1  "^^ 
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L'égalité 

rfs^  =:  djo-  -h  dy-  -(-  dz- 

nous  donne  les  deux  égalités 

dsëds  =:  dxd  d:r  -i-dySdy  -hdzods. 
dsd^  ds  -{-  {$  dsy  =  d^6^  djc  +  dy  à'-  dy  -^dzo^ds 
-h(8dj-)--t-  {odv)-+{ôdzy-. 
Si  l'on  observe  qu'on  a 

dœ dy  dz  

ds  '  ds  "  ds 

ôdjc^ddx,  èdy^zdôy.  ôdzz^doz. 

S- dj- =z  dô' a;,         S'^dy=zdà^y.  6-dz=:d6-z. 

les  deux  égalités  précédeninient  écrites  deviennent 

(5a)     ô  ds  =  ad6.T    -h  hd  dy   -hcddz, 
(53)     8-ds  =  ad8^^+ bdè\r-hcdè^z 

(d  6û;)-  -¥-  {d  èyY  +  {d  dz)-  —  (adàx  -+-  bdoy  +  cdèz)- 
ds 

En  vertu  de  l'égalité  (^  V^),  nous  pouvons  écrire 

à- ds  [' ado-x  +  bdà- y -^  cdo- z 

{d ôxy-  +  (d èyY  +  (dozY—  {ad oj-  ■+■  bd oy  -+-  cd oz)- 


(54)     C^^=      / 
'C  *•  r. 


Mais  une  intégration  par  parties  nous  donne 
('adà^jo  ■+-  bdà'-y  +  cdè-z 


>-     ,( 


V 

a,è\ 

x„-\-  boO^y^ 

,+  C'„ô^=, 

0      1      «, 

o^a', 

+  6,6-  )•,  +  Cfà^Zi 

v„ 

V, 

")> 

ày 

0\ 

-^Tz 

c  1  (J 

ds 

r/dv 

ày 

.). 

.rdb^    ... 

—  V  -J-    0-1 

rf,Ç 

r/dv       (?v,     dv  \       v^'^l^.  ]^ 

\\-d^''-'~d^''^iû.'r~^irsr'r- 
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D'autre  pari,  désignons  paip  le  segment  dont  les  composantes  sont 
dèx,  dey,  dùz.  Nous  aurons 

{cidxy-i-(dôyy-i-  (d ozy-^p^, 
ad ox  -+-   hdoy  ■+-  cd ôz    ^=  p  cos{p^  ds). 

et,  par  conséquent, 

(56)      (dôx)'  -h  {ddy^-^  (d dz)*  —  (ad Oj:  +  bd or  +  cd ôsY  =  p^  sin- { p,  ds). 

Si  nous  tenons  compte  des  égalités  (34)»  (54),  (55)  et  (56),  l'éga- 
lité (5 1  )  devient 


(D-])  0     1—  r.^ 


(I) 


-     /   UT ^'^  (11) 


.(M 


1  /â\  .       t^v  .       o\  ,  y- 


°^-^  -Xr.  V  -^  TTT  0-       ^*  (  ^'  ) 


d.r  '    (>>     •  dz 


p-s\n-{p,ds) 


•A:  V 


ds 


(VI) 


Cette  expression  entièrement  générale  de  o-T  va  se  simplifier  hcan- 
coup  dans  le  cas  particulier  qui  nous  intéresse. 

En  premier  lieu,  si  nous  supposons  que  la  figure  initiale  de  la 
courbe  C  soit  celle  d'un  rayon  lumineux,  F,  G,  H  sont  nuls  en  tout 
point  de  cette  courbe,  et,  au  second  membre  de  l'égalité  (07),  le 
terme  (II)  disparaît. 

D'autre  part,  si  l'on  maintient  immobiles  les  deux  extrémités  de  la 
courbe  C,  le  terme  (1)  est  identiquement  nul. 

Mais,  en  cette  dernière  liypotbèse,  si  l'on  suppose  en  outre  que  la 
courbe  C  ne  touclie  aucune  surface  d'égal  indice,  on  peut  assurément 
établir  la  correspondance  point  par  point  des  deux  courbes  C  et  C  de 
telle  sorte  qu'à  tout  point  M  de  la  courbe  C  corresponde  un  point  M' 
de  la  courbe  G',  situé  sur  la  même  surface  d'égal  indice  que  le  point  M. 
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Cela  revient  à  dire  (|ir<)n  peut,  sans  diminuer  en  rien  la  j>;énéralilé 
delà  déformation  imposée  à  une  courbe  C  d'exlréniilés  immobiles, 
assujettir  o.r,  o  v-,  oz  à  vérifier,  en  tout  point  de  cette  courbe  C,  la 
condition 

(58)  — 0X+  ^oj'+  — 00  =  0. 

Cette  condition  permet  d'eiï'acer,  au  second  membre  de  l'éj^^alité  (17), 
les  termes  (III)  et  (IV). 

Désignons  par  A  la  grandeur  du  déplacement  dont  o.r,  oy,  oz  sont 
les  composantes,  et  par  A,  B,  C  les  cosinus  directeurs  de  ce  déplace- 
ment; en  vertu  de  la  condition  (58),  ce  seront  les  cosinus  directeurs 
d'une  tangente  menée  par  le  point  M  à  la  surface  d'égal  indice.  Nous 
|)ourrons  évidemment  écrire 


<)\  - 

fàV  ,       OY  ,-, 

—  ox  - 

=        r—  A   -1-    -—  B 

dx 

\  à  a;           ()v 

(Sg)        1  ^— ox -f- ^  ô)  H- -T— 0;  1     =  1  rr- A -t- -^— B -t- ^- G 


dz 


Si  nous  supposons  simultanément  remplies  toutes  les  conditions  que 
nous  venons  d'énumérer  et  si  nous  tenons  compte  de  l'égalité  (  J9), 
l'égalité  (  ")7)  se  réduira  à  la  forme  très  simple  : 


,e„,    „=-/(£. .^H-.£c)-|;*.^ 


Wds 


Cette  égalité  va  nous  permettre  de  justifier  les  tbéorènies  que  nous 
avions  en  vue  d'établir. 

16.  Théorème  V.  —  Si,  entre  les  deux  exlré mités  d' un  rayon  liiini- 
neux,  aucune  surface  d'égal  indice  n'est  rencontrée  deux  fois  par 
te  rayon;  si,  en  outre,  aucune  surface  d'égal  indice  ne  présente, 
au  point  où  elle  est  rencontrée  par  le  l'ayon,  de  section  normale  qui 
soit  concave  du  côté  des  indires  croissants,  le  rayon  lumineux  des- 
sine, entre  les  deux  points  fixes  donnés,  une  ligne  dont  la  durée  de 
parcours  par  la  lumièic  es/  minimum. 

Pour  démontrer  ce  tbéorème,  il  suffit  de  prouver  que,  dans  ces  con- 
ditions, le  second  membre  de  l'égalité  (60)  est  positif  pour  toute 
déformation  de  la  courbe  C. 

Journ.  de  Malh,  (6'  série),  tunie  VIII.  —  Kasc.  I.  1912.  ^ 
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Voyons  (|uel  est,  eiioliaquo  |)()iiit  _M  du  rayon,  el  pour  chaque  direc- 
tion, lan^^ente  à  la  surface  d'égal  indice,  du  déplacemenl  A,  le  signe 
de 

àx  '         dy  dz     ) 

La  surface  d'égal  indice  (|ui  passe  au  poinl  M  où  \  csl  la  vitesse  de 
la  lumière  est  repiésentée  par  l'écpiation 

W{jo,y,  z)  ^\' {x,y,  z)  -  V  =  o. 

Le  premier  membre  de  celle  équation  devient  positif  du  côté  de  la 
surface  où  V(a;,  y,  z)  surpasse  V,  c'est-à-dire  du  côté  des  plus  faibles 
indices.  D'après  l'hypothèse  faite,  aucune  section  normale  pratiquée, 
au  point  M,  dans  la  surface  d'égal  indice  n'est  convexe  de  ce  côté.  On 
a  donc  assurément,  en  vertu  de  l'inégalité  (5  bis)^ 

(6i)  ^— Ah- -— B  + -- C 

\dx  il  y  dz 

De  plus,  la  section  normale  dont  la  tangente  en  M  a  pour  cosinus 
directeurs  A,  B,  C,  a  un  rayon  de  courbure,  fini  ou  infini,  A.  En  vertu 
de  l'égalité  (G  his),  on  a 


(62)  1^'—.\^:llb  +  ~(^ 


ày      ^  dz  ^)      ~       A  dn 


La  condition  ((ii)    et   l'égalité   (62),    jointes   à  l'expression  (60) 
de  0^']',  nous  perinet  d'écrire 


(63) 


^ p-  sin-(/},  ds) 


V  ds 


Le  signe  d'égalité  est,  d'ailleurs,  réservé  au  cas  oii  tout  déplace- 
ment A  sérail  tangent  à  une  section  normale  de  rayon  de  courbure 
iiiliiii  prali(piée  dans  la  surface  d'égal  indice. 

La  ihéorèmc  (jiw  nous  imidons  établir  est  donc  démontré  si\  par 
anriui  point  d'incidcncr.  on  ne  peut  inrncr  i/nc  droite  qui  ait.  avec 

1(1  sur  face  d'é^itl  t  ndirc  fini  passe  au  u)i''nir  pi,i  ni .  nu  conliu-l  d'ordre 
supeneur  an  prcuiicr. 
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Mais  il  importe  de  lever  la  restriction  qui  pèse  encore  sur  notre 
théorème,  afin  de  pouvoir  rapi)liquer,  par  exemple,  au  cas  où  toutes 
les  surfaces  d'égal  indice  seraient  des  plans.  Elle  sera  levée  si  nous 
démontrons  la  proposition  suivante  : 

17.  //  est  impossible  d'imposer  au  rayon  lumineux  considéré  une 
déformation  qui  laisse  immobiles  ses  deux  extrémités,  et  qui  vérifie 
en  tous  points  les  conditions 

(64)  cil  =00. 

(65)  p  sin{/j.di)=:  o. 

Examinons  la  condition  (65).  Elle  se  décompose  en  deux  conditions 
dont  la  première  est 

p  =  o 

et  équivaut  aux  trois  égalités 

(66)  dd.r  =  o.  rfov  =  o,  rfoszro, 

tandis  que  la  seconde  est 

sin{p,  ds)  =:  o. 

Cette  dernière  exprime  que  les  deux  segments  p  et  ds  sont  parallèles 
entre  eux  ou,  en  d'autres  termes,  que  leurs  composantes  sont  respec- 
tivement proportionnelles  : 

,„   ,  dox       doY       doz 

D'ailleurs,  les  égalités  (6(3)  peuvent  être  regardées  comme  des  cas 
particuliers  des  égalités  (6-);  celles-ci  équivalent  donc  à  la  condi- 
tion (6')). 

Les  égalités  (67  )  peuvent  encore  s'écrire 

,..,.,  odx        ody        odz 

^^'^"^  -d7  =  -W^lh- 

Cette  nouvelle  forme  donnée  aux  équations  (  (J7  )  met  en  évidence 
leur  signification   géoinélri(|uc.  En  effet,  les  cosinus  directeurs  de  la 
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tanji;eiile  en  M  à  la  courbe  (!  soûl  respecliveiiiLMit  proportionnels  à 
dx,  dy,  dz\  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M'a  la  courbe  C 
sont  respectivement  proportionnels  à  d.v  -h  odx,  dy  -+-  ody,  dz  -+-  odz. 
Les  égalités  (6-j  bis),  équivalentes  à  la  condition  (65),  expriment  donc 
cette  proposition  :  E/i  leurs  points  correspondants  M,  M',  1rs  deux 
courbes  C,  (]'  ont  des  tangentes  paraUèies. 

Il  est  facile  de  trouver  la  valeur  commune  des  trois  rapports  ((i^) 
ou  (67  bis)\  réi;alilé 

ds"-  =  dx'^  H-  dy-  -{-  dz- 
dunne 

ds 0  ds  =  dx è  dx  -\-  dy  d  dy  -h  d:8  dz. 

On  en  déduit  imn)édialement  que  la  valeur  commune  des  trois 
rapports  (67  bis)  cl,  partant,  des  trois  rapports  (67)  est 

Ces  préliminaires  posés,  voici  la  pro|)osition  que  nous  allons  établir  : 
Si.  une  portion  de  la  courbe  C  se  déduit  d'une  portion  de  la  courbe  C 
pur  une  déformation  telle  que  les  conditions  (64)  et  (65)  soient 
vérifiées  en  chaque  point,  cette  portion  de  la  courbe  VJ  appartient, 
comme  la  courbe  C,  au  pan  ours  d'un  rayon  linnineux. 

Soient  M,  M,  deux  points  iuiiiiiuKMil  voisins  pris  sur  le  rayon  C; 
soient  V,  V,  les  valeurs  respectives  de  la  vitesse  delà  lumière  aux  deux 
points  M,  M,  ;  supposons,  pour  fixer  les  idées,  V,  supérieur  à  V. 

Le  point  M'  qui,  sur  la  courbe  (]',  correspond  au  point  .VI  de  la 
courbe  (],  se  lrou\i',  comme  ce  dernier  point,  sur  la  surface  M"  cpie 
représente  1  équation 

V{x,j, -)  =  V. 

Le  point  M  I  i|ui,  sur  la  courbe  (]',  corres|)oud  au  point  M,  de  la 
courbe  C,  appartient,  comme  ce  deinier  point,  à  la  sui'face  '•l',  dont 
réquation  est 

V(.r,j,.)=.V,. 

En  vertu  de  la  condition  (64),  la  droite  dont  IVIM'  est  un  segment 
iniiniment  petit  est  tangente  à  une  section  normale  de  la  surface  M', 
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section  dont  le  centre  de  courI)ure  est  rejeté  à  l'infini;  la  surface  H' 
n'étant  pas  à  courbures  opposées,  il  faut  ou  bien  que  son  indicatrice 
en  M  se  réduise  à  deux  droites  parallèles  à  MM'  ou  bien  que  ses  centres 
principaux  de  courbure  relatifs  au  point  M  soient  tous  deux  rejetés  à 
l'infini;  si  donc  n  et  n'  sont  les  normales  en  M  et  M'  à  la  surface^',  ces 
deux  normales  sont  parallèles  entre  elles. 

D'autre  part,  en  vertu  de  la  condition  (G5  ),  les  tangentes  en  M' et  M', 
à  la  courbe  C'  sont  respectivement  parallèles  aux  tangentes  en  Met  M, 
à  la  courbe  C,  en  sorte  que  le  plan  osculaleur  en  M'  à  la  courbe  (J  est 
parallèle  au  plan  osculateur  en  M  à  la  courbe  C. 

Mais,  comme  la  courbe  Cl  est  un  rayon  lumineux,  le  plan  osculateur 
en  M  à  cette  courbe  contient  (théorème  I)  la  normale  n  à  la  surface  W . 
Donc  le  plan  osculateur  en  M'  à  la  courbe  G'  contient  la  normale  n' 
menée  par  le  même  point  à  la  surface  d'égal  indice  W . 

Soient  C  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M  pour  la  courbe  C, 
et  C  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M  pour  la  courbe  C. 

Le  plan  osculateur  et  la  tangente  à  la  courbe  C  en  M' sont,  en  vertu 
delà  condition  (65),  respectivement  parallèles  au  plan  osculateur  et  à 
la  tangente  à  la  courbe  C  au  point  M.  La  normale  principale  M'C 
ou  N'  à  la  courbe  C  en  M'  est  donc  parallèle  à  la  normale  MC  ou  N  à 
la  courbe  C  en  M.  On  a  ainsi 

(68)  cos(N.«)  =  cos{N',  «'). 

Pour  la  même  raison,  la  normale  principale  MJC'  à  la  courbe  C 
en  Mj  est  parallèle  à  la  normale  principale  M|C  à  la  courbe  C  en  M,. 
Les  deux  triangles  MCM,,  M'C  M,  sont  donc  semblables.  Si  R  =  MC. 
et  R':=  M'C  sont,  en  M  et  M',  les  rayons  de  courbure  respectifs  des 

courbes  C  et  C',  on  a 

]V  _  MM, 
H  "~   MM,  ■ 

Soient  F,   P'  les  points  où  les  normales  n,  n'  percent  la  surface 

d'égal  indice  ^|.  I^es  deux  triangles  M,MP,  M^  M'P'  ont  leurs  côtés 

parallèles  et  sont  semblables,  en  sorte  que  légalité  précédente  peut 

encore  s'écrire 

IV  _  .M  F 
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Mais,  d'autre  part,  nous  avons 

d\       V,  -  V  d\ 


dn  MP  dii  ^     Ml" 

Nous  voyons  donc  que  les  conditions  ((J4)  et  ((35)  entraînent  léga- 


lite 

•     d\_  ^  d\ 
dn'  dn 


(69) 


Si  nous  supposons  maintenant  (|ue  la  courbe  C  soit  un  rayon  lumi- 
neux, nous  avons  l'égalité 

(4.)  _=___eos(.,N). 

Les  égalités  (G8)  et  {(k))  nous  apprennent  alors  qu'en  fout  point  de 
lu  portion  considérée  de  la  courbe  C,  on  a  l'égaillé 

V.n  vertu  de  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  H,  les  deux  propriétés  de  la 
courbe  C  que  nous  venons  de  démontrer  é(|ui\  aient  à  celle-ci  :  La  por- 
tion considérée  de  la  courbe  C  dessine  uu  trajet  de  rayon  lumineux. 

(^ette  proposition  n'est  exacte,  bien  entendu,  qu'aux  inliniment 
petits  du  second  ordre  près. 

Nous  allons  maintenant  demandera  l'Algèbre  une  seconde  dénions- 
Iration  de  cette  même  pi'opriété,  et  cela  de  la  manière  suivante  : 

5/  les  équations  (3;))  sont  vérifiées  en  tout  point  d'une  certaine 
courbe  (]  et  si,  dans  le  milieu  considéré,  l'on  soumet  une  portion  de 
cette  courbe  à  une  défoi-nialio/t  telle  que  les  conditions  (64)  et  (65) 
soient  vérifiées  en  tout  point,  les  équations {'\^) sont  encore,  aux  in- 
finiment petits  du  second  ordre  près,  réri fiées  en  tout  point  île  ht 
courbe  déformée  C. 

Soient  A,  li,  C  les  cosinus  directeurs  dune  tangente  en  .M  à  la  sur- 
face W  et  supposons,  comme  l'exige  la  condition  (64),  que  cette  tan- 
g(!nle  corresponde  à  une  section  normale  dont  le  centre  de  courbure 
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soil  rcjelé  à  l'infini.  Nous  aurons,  en  vertu  des  égalités  (58)  et  (()2), 
A"--t-B^4-C^=i, 


(-0)  '     da;  Oy  Os 

^~A+-— B+-— C       =0. 
dj:  dy  dz     J 

D'autre  part,  soil  A',  B',  (V  un  système  que!con(jue  de  valeurs  véri- 
liant  les  deux  égalités 

dV  , ,      d\'  ^,      dW  .., 

-r—  \'  +    -T-B'  +    —-U=0. 

d.r  dy  dz 

En  vertu  de  la  condition  (^(ii),  on  devra  avoir 
fdV  ,,       dV  „,       d\', 

^  A'  +    -p-  B'  -f-    -r-  C 

\d.v  dy  dz 

On  en  tire  sans  peine  cette  conclusion:  Tout  système  de  valeurs  de 
AA,  AB,  AC  qui  vérifie  les  deux  premières  équations 

'  A  AA  +     B  AB  +     C  AC  =  o, 

-r—  AA  +  -—  AB  +  -—  AC  =  o, 
dx  dy  dz 


(70 


d'  \    .  d"-  V    ^        d'  V    „\  .  . 

-j-T   A  4-  - — r-  B  +  - — -  c    AA 
â.i'  d-TÛy  d.r  dz     j 


dy  dx  dy''-  dydz 

\         ;     (?-V  t*'V  d-\     „\    .^, 

1  +     -T — —  A  H-  -j — -  B  -i-    -—    c    AL  =  o, 
\dzdx  ijzdy  dz-       j 

vérifie  aussi  la  troisième. 

lin  d'autres  termes,  il  doit  exister  deux  quantités  L  et  L  telles  qu'on 
ail 

d-\     .         d-S    ^        d'\'  ,  d\       ,    , 

-,-^      A   ■+- :-  B  -H ~  C+Lt; hLA=o. 

d.i:-  dx  dy  dx  dz  dx 

'  dy  dx  dy^  dy  dz  dy 

d'\    ,         d'\   ,,        d'\  ,,      ,  d\       ,,„ 
-r—r-  A  +  y-y-  B  -4-     -— r  C  +  L  -J-  +  1.  C  r^  o. 
dz  d.f  dzdv  dz-  dz 
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Si,  d'ailleurs,  on  iiiultiplie  respectivement  ces  équations  par  A,  B,  C 
et  si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  résultats,  en  tenant  compte  des 
égalités  (70),  on  trouve 

(73)  L'=o. 

Les  composantes  ox,  iy,  0:  du  déplacement  MM'  ou  A  du  point  M 
sont  respectivement  proportionnelles  à  A,  B,  C;  les  égalités  (7  2)  et  (7^) 
nous  apprennent  donc  ([u'il  existe  une  quantité  A  telle  que  l'on  ait  les 
trois  égalités 

()- \    .  0-\    ^  <)' \   .         .  à\ 

"T^  0.Z' 4- -T — T-  or  -h  oj  —  A^— , 

O.i-  ax dy  '        ojc az-  ox 

,    ,,  d--\    .  d--\   .  d'\   ,         ,  d\ 

^    '  \  ôy  d.r  dy-     ^        àyâs  dy 

I    d^\    .  d''\   .  d^V   ^         .  à\ 


\  àzdx  àz  dy  ''  dz-  dz 

Nous  allons  déterminer  la  valeur  de  A. 

hxprmions,  a  cet  ctiet,  cpie  (  -r-;';/-'  4-  ->-  oy  +  -p os  1  doit  être  nul  en 

tout  point  de  la  courbe  C  soumise  à  la  déformation  ;  nous  en  conclurons 
que  l'on  a  aussi,  en  tout  point  de  cette  courbe, 

d  {d\  .        <^\  ,        d\  .\ 

—  \^—ox+  -Y-  oy  -I-  —-  oz)  =  o 

'/s  \àx  dy    -  dz        ' 

ou  bien 


dx  dz 


d-\    .  d-\    ,  d'\    ,  \  ^ 

ox  -+-      ----     0  V  -+      T r-   oz      h 


dy  àx  dy-     "         àv  dz 

d'-\    .  d'\    .  d'\ 

oy    t-    — — r  ''-  )  c 


dzdx    ~  dzdy    •'  dz- 

(A;  dox  jy  r^  <9V  doz 

dx     ds  dv     ds  dz     ds 


Mais  les  égalités  (67  ),  (('17  /er)  peuvent  s'écrire 

d  ox  0  ds  d  o  >  6  ds  d  6z  o  ds 

ds  ds  ds  ds  ds  ds 
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En  vcrlu  de  ces  égalités  et  des  égalités  (74),  l'égalité  (-5)  devient 
/  0\  dX  ,        d\     \  /  .         d  ds  \ 

\Tr"^-d^'-''in')\:''^^)  =  °- 


T      e      ,  I  à\  à\'  1         d\     \      ,      .  , 

Le  lacleur  [-y,  a  -^  -r-  o  +  -~  c  \  \\  est  pas  nnl,  car  nous  avons  sup- 
posé que  le  rayon  ne  touchait  jamais  une  surface  d'égal  indice.  Nous 
avons  donc 


(7*^) 


(^Considérons  maintenant  la  quantité  F  donnée  par  la  première  éga- 
lité (34),  et  calculons  la  variation  oF  qu'elle  éprouve  lorsqu'on  passe 
du  point  M  de  la  courbe  C  au  point  correspondant  M'  de  la  courbe  (7. 

En  vertu  de  la  condition  (G5),  (jue  nous  supposons  imposée  à  la  dé- 
formation, la  tangente  en  M'  à  la  courbe  C  est  parallèle  à  la  tangente 
en  M  à  la  courbe  C,  en  sorte  que  les  variations  de  o,  A,  c  sont  nulles; 
V  a  aussi  même  valeur  au  point  M  et  au  point  M'.  On  a  donc 

, , ,  da 
(77)  °1'=^''T77- 


ds 


A 


'■  d'Y    ,           d-\    .           à-\ 
,,   de-               dx  dy   ■          de  d: 

oz'jia'- 

(  d-\  .       d'-y  .       d'\ 

r-  OX  -+-      -r-T    Oy  -f-   -; -- 

\dydx              ây-     •         '■',)' ^^ 

d;")  ah 

/  0^\    .           d'X    ^          d-\ 
\  dz  dx             dz  dy               dz- 

OZ  j  rtC. 

La  quantité  a  ayant  même  valeur  en  deux  points  correspondants 
ipielconques  des  courbes  (]  et  C',  on  a  évidemment 


^da 
°d7 

da 
~  ds' 

da            da  ds'  —  (A- 
ds  —       ds        ds 

ou  encore 

(78) 

^da 
'7ù 

da  0  ds 
"       ds    ds 

En  vertu  des  égalités  (3  4),  {-G)  et  ("H),  l'égalité  (77)  devient  la 
première  des  égalités 

,      .  ,„  ods  ^^  r^odi  ,,ods 

(70)  oF=— I<— — ,  oG  =  — G— ;— ,  oli— —  H— =-• 

ds  ds  ds 

(  les  égalités  ne  supposent  pas  (pie  la  courbe  C  que  Ion  soumet  à  la 

Joiiiii.  lie   Math.  (6"  sérir  ).  Kmir  VIII,  —  Kusc.  I,  ujii.  t> 
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cl(''l'oriualli)ii  soil  le  Iracé  (rtiii  rayon  liiiiniieiix.  Si  Fou  iiiliodiiil  iiiaiu- 
lenanl  celle  sii[j[)ositioii,  les  égalités 

(35)  F  =  o,  0  =  0.  H— o 

seront  vériliées  en  tout  point  de  la  courbe  (>,  et  alors  les  égalités  (79) 
deviendront  les  égalités 

{80)  rjF  r=  o.  oG  =:  O,  Ôll  =r  o 

que  nous  avions  annoncées. 

La  courbe  C'  doit  avoir,  en  coniinuii  avec  la  courbe  (1,  au  moins  les 
deux  extrémités  A„,  A,  ;  elle  peut  avoir  d'autres  points  communs  avec 
la  courbe  C;ellc  peut  même  avoir  certains  arcs  communs  avec  cette 
dernière  courbe  que  l'on  a  pu  ne  pas  déformer  en  sou  entier. 

Soit  donc  un  arc  de  la  courbe  (^',  distinct  de  la  courbe  (',  et  rejoi- 
gnant la  courbe  (1  en  ses  deux  extrémités  B„,  H,. 

l'jitre  les  deux  points  |{„ .  B,  .  cbacune  des  deux  courbes  ('.,  ( ','  trace 
la  marclie  d'un  rayon  lumineux  en  tout  |)oiut  (hupiel  les  é(pia- 
lions  (35)  sont  vérifiées. 

Mais  au  point  B,,  de  la  courbe  (^  correspond  le  même  point  sur  la 
courbe  (^';  au  point  B,  sur  la  courbe  C  correspond  le  même  point  B, 
sur  la  courbe  C.  Les  deux  courbes  C  et  C  auraient  donc  même  tan- 
gente au  point  B;,  et  même  tangente  au  point  B, . 

Je  dis,  dès  lors,  (pie  les  deux  courbes  C  et  C  ne  peuvent  être 
distinctes,  du  moins  si  les  coofdonnces  x,  y,  z  d'un  poir.t  M  de 
l'arc  B|,  B,  de  la  courbe  C  s'exprinienl  en  fondions  analytiques  de 
L'arc  s  compté  sur  celle  courbe,  et  si  les  coordonnées  d'un  point  M' 
de  l'arc  B,,  B,  de  la  courbe  C  s'expriment  en  fondions  analytiques 
de  l'arc  s'  compté  sur  cette  courbe. 

En  elTet,  en  tout  point  de  l'arc  B,,  et  B,  de  la  courbe  C,  uiMis  devons 
avoir  les  égalités  (  tSo  );  lunis  devons  donc  avoir  aussi,  en  tout  point 
de  cet  arc,  la  tiiple  suite  (r(''(piations 

(80) 

(80') 


,1 

d 

d 

oV 

'    ;;^ 

0, 

oG-:^: 

0, 

all 

=  0. 

d- 

ds 
d'- 

ds 
d- 

ûV 

'    -^^ 

0, 

ÔG=: 

0, 

Oll: 

—  0, 

71? 

il? 

7i7- 
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Appliquons  les  équations  (i^o)  au  point  B„ ,  en  remarquant  qu'en  ce 
point 

(    x'  =  d".  y'=:  -)•,  z'r^S, 

Les  équations  (80)  nous  donneront 
,  da'  (/a  dh'  db  de'  de  ' 

^      '  717^7^'        77P~'d?'        d7~Zs' 

Si  nous  tenons  compte  des  égalités  (81)  et  (81'),  les  équations  (80) 
nous  donneront 

,  d'à'  d- a  d-b'  d- b  d'c'        d'e 

^^^  T/s^  ~  7/F'  T/s^^'d?''  ~d^~'ïï?' 

En  vertu  des  égalités  (81  ),  (81'),  (81"),  les  égalités  (^80")  devien- 
dront 

d^  a'       d^a  d^U        d^a  d^c'  f/V/ 

ds'^         ds^  ds'^         ds^  ds'^         ds' 


(81'") 


Et  ainsi  de  suite. 

Au  point  Bo,  donc,  la  fonction  x'(s)  et  toutes  ses  dérivées  prennent 
les  mêmes  valeurs  que  la  fonction  x(s)  et  toutes  ses  dérivées.  Les  deux 
fonctions  sont  donc  identiques  si  elles  sont  analytiques.  On  en  peut  dire 
autant  des  deux  fonctions  j^(.s),y'(j?)  et  des  deux  fonctions:;  (5),  z'(s). 

On  remarquera  que  cette  démonstration  est  rendue  légitime  par  ce 
fait  que  la  vitesse  V  de  la  lumière  n'est  pas  nulle  au  point  B^. 

11  est  ainsi  prouvé  qu'on  ne  peut,  à  la  courbe  C,  imposer  une  défor- 
mation qui  vérifie  en  tout  point  les  conditions  (64)  et  (fi5);  cela 
achève  de  démontrer  le  théorème  qui  a  été  énoncé  au  début  du  n"  KJ. 

18.  TuÉonÈME  VI.  —  En  lin  nnlicn  rontinucnirrtt  lif'lérogènc  cl 
illi  mi  lé  est  tracé  lin  rayon  lumineux  plan,  indéfini  dans  les  deux- 
.sens,  le  long  duquel  la  vitesse  de  la  lumière  a  un  sens  unique  de  varia- 
tion ;  lorsqu'on  s'éloigne  indéjiniment,  dans  un  sens  donné,  suivant 
ce  rayon,  la  vitesse  de  la  lumière  tend  vers  une  limite  déterminée 
non  nulle;  elle  tend  vers  une  limite  déterminée,  nécessairement  dif- 
férente, et  non  nulle,  lorsqu'on  s'éloigne  indéfiniment  suivant  le 
rayon,  mais  en  sens  contraire. 
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.  ///  point  tii'i  /<■  rayon  rcncon/rc  unf  surface  d'égal  indice  quel- 
conque, la  section  normale  pratiquée  dans  cette  surf  ace  par  un  plan 
perpendiculaire  à  celui  du  rayon  tourne  sa  conccuite  du  côté  des 
indices  croissants;  en  outre,  le  rayon  de  courbure  de  cette  section 
est,  en  <{ènéral,  fini. 

Dans  ces  conditions,  on  peut,  sur  le  rayon,  prendre  deux  points 
tebi  que  le  ifrincipe  de  Fermât  ne  puisse  être  exact  pour  la  partie  du 
rayon  (/ui  est  comprise  entre  ces  deux  points. 

Soit  M  im  point  où  le  rayon  leiicoiilie  la  surface  d'égal  indice  ^1'; 

le  [)landii  rayon  est  Normal  à  la  surface  U',  en  sorte  que  la  normale  v 

à  ce  plan  est  tanj^cnte  à  la  surface  ^I".  Nous  pouvons  donc  imposer  au 

rayon  une  déformation  telle  que  le  déplacement  \  ou  MM'  de  chaque 

point  M  soit  normal  au  plan  du  rayon.  Ce  déplacement  est  langent  à 

une  section  normale  de  la  surface  W\  cette  section  est  concaNt  du  côté 

des  plus  forts  indices  et  son  rayon  de  courbure  ,a  est,  en  général,  fini. 

Si  A,  V>,  C  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  du  rayon, 

nous  avons, 

o,r  =  AA.  ov— RA,  o;  =  CA. 

A,  B,  C  a\aMl  même  valeui-  en  loiit  point  du  rayon,  on  a 

(i  rtv  =:  A  -;-  r/.v,  c/  0 1'  =  n  -r-  "■■>',  </  o;  ^  L.  -7-  as. 

ds  •  dx  as 

\L\\  vertu  de  ces  égalités,  de  l'égalité 

A  rt  -<-  B  6  -4-  C  c  =  o 

et  de  l'égalité  (,■!()  ),  on  peut  écrire 

(8.)  /,.sinM/',^/.v)=(^)'«^.s-. 

D'autre  paît,  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui. a  fourni  l'éga- 
lité ((J2)  donne  ici  l'égalité 

^      '  \ô.r  dy  dz      I  A  dn 

ou  —j—  est  positii. 
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En  vertu  des  égalités  (82)  cl  (  83  ),  Tégalité  (60)  va  devenir 

Sur  le  rayon  indéfini  marquons,  arbitrairement  d'ailleurs,  deux 
points  fixes  B„,  B,.  Soient  A„,  A,  deux  points  pris  hors  du  segnieiil 
1j„B,  ,  Tun  en  deçà  de  B^ ,  Fautre  an  delà  de  B, . 

Choisissons  la  fonction  A(s)  de  la  manière  suivante  :  Nulle  en  A„, 
elle  croît  sans  cesse  lorsqu'on  s'approche  du  point  B„  pour  atteindre, 
en  ce  point,  une  certaine  valeur  D  ;  -y-  n'est,  d'ailleurs,  infini  en  aucun 
point  de  l'arc  AoB,,;  A(s)  garde  invariablement  cette  valeur  D  tout  le 
long  de  Tare  BoB,  ;  de  B,  en  A,,  A(s)  diminue  sans  cesse  pour  atteindre, 
en  A,,  la  valeur  o;  en  celte  diminution,  -j-  n'est  jamais  infini. 

Nous  voyo.ns  alors  : 

1°  Que  l'on  a 

P  élanl  une  certaine   quantité  positive  qui  demeure  invariable  si  les 

deux  points  Bj,  B,  demeurent  fixes  sur  le  rayon  considéré; 

2°  Que  l'on  a 

I  /dà 


I     ^('-^Irfs-: 


\   \  lis 
.')"  (^ue  Ton  a 

/       T77~ -r- ^^eis>o.  /      —--  -r-A^ds<o. 

Dès  lors,  légalité  (  H/|  )  donne  l'inégalité 

'*='      °''"<.(.j(t)*"'-X.,j^^|''--'*"' 

Soit  U  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  V  le  long  du  rayon  indélini 
dans  les  deux  sens. 

Nous  pourrons,  a /fj/V/o/v',  remplacer  l'inégalité  (  8"))  par  l'inéga- 
lité 


/A  /  ,        /'     idl 


^''^       '"'<M  I  i^)''^--/  (S')"''' 


PD- 


4()  p.    nunEM. 

l-^loignons  iiiainlenanl  le  point  A^  du  jioint  Bo,  suivant  le  rayon,  el 
amenons-le  ainsi  à  une  nouvelle  position  7.5 ,  de  telle  sorte  (jue  le  rap- 
port de  l'are  a„B(,  à  Tare  A„B„  ait  une  certaine  valeur  A  supérieure  à  1 . 

A  tout  point  M,,  de  l'arc  A^B^,  faisons  correspondre  un  point  a,  de 
l'arc  ao  Bo ,  tel  que  l'arc  uiB„  soit  A  fois  l'arc  MB„ . 

A  deux  points  infiniment  voisins  M,  M',  séparés  par  une  dislance  ds, 
de  l'arc  AoBn  correspondront  deux  points  infiniuienl  voisins  u,  a'  de 
l'arc  a,  B„,  et  la  distance  dr;  de  ces  deux  points  aura  pour  valeur  Ar/.y. 

Pour  définir  la  déformation  de  l'arc  aoB„,  nous  donnerons  au 
point  a  un  déplacement  a),  normal  au  plan  du  rayon,  et  égal  au  dé- 
placement A  du  point  correspondant  M  de  l'arc  A„Bo.  Visiblement, 
en  ces  deux  points  correspondants  u.  et  M,  nous  aurons 

d^S^  _  I  d\ 
d'j   ~~  '1.  ~ds' 
Nous  aurons  donc 

/  '     /did\-   ,         I    f     i'd\  ,-  , 

''''  .'....Ui '"='/....(*'"■■ 

En  substituant  de  même  îi  l'arc  B,A,  un  arc  6,7.,  qui  soit  /.  fois 
plus  grand,  nous  aurons 


.(.,(")'"^=i.( 


71;)  '''■ 


Si  (-)  est  la  durée  de  parcours  de  la  partie  a,,?.,  du  rayon,  on  aura, 
en  la  déformation  considérée,  l'inégalité  suivante,  analogue  à  l'inéga- 
lité (8G),  et  où  U,  P,  D  auront  les  même  valeurs  qu'en  l'égalité  (SG)  : 

•''-é[X.„.('^)'"--(.,(^)'"]-"^"- 

En  vertu  des  égalités  (87)  et(87 /y/*),  cette   inégalité  peut  s'écrire 

<'*«>         '-«<>:^|/'  (fy"-/'  (^)'*|-'""- 


Au  second  membre  de  cette  inégalité  (88),  toutes  les  quantités, 
sauf  X,  demeurent  invariables  lorsqu'on  fait  varier  A.  Or,  on  peut 
prendre  X  assez  grand  pour  que  l'inégalité  suivante  soit  vérifiée  : 


>> 


MLm"-L^^"^ 


I 


(52)                                    odi 

;=:adoa:  +  idoy  -i 

Ici,  les  égalités 

ri  oj:  =  A  -—  as, 
ds 

doy  =  B^^ds, 

Art +  B6-+-Cc  = 

donnent 

(89) 

ods-=o. 

PRINCIPE    d'optique    GÉOMÉTltlQVE     ÉNONCE    PAIi    FEItMAT.  4" 

Dès  lors,  on  aura 

ô-O  <o, 

et  le  rayon  lumineux  ne  tracera  pas,  entre  les  deux  points  ff.„,  a,,  un 
trajet  que  la  lumière  parcourre  en  un  temps  minimum.  C'est  le  théo- 
rème que  nous  avions  énoncé. 

Remarquons,  en  vue  d'une  proposition  que  nous  démontrerons 
tout  à  l'heure,  une  particularité  de  la  déformation  qui  vient  d'être 
imposée  au  rayon  lumineux. 

On  a,  en  général, 


d  oz  ^=  C  —r-  ds, 
as 


La  déformation  considérée  laisse  invariable  la  longueur  de  chacun 
des  éléments  du  rayon. 


APPENDICE  A  LA  SECONDE  PARTIE. 

Al'PUCATlON    DKS    THÉORÈMES    PRÉCÉDE.MS    A    QUELQUES    PROBLÈMES    DE    MÉCANIQUE. 

19.  Application  aux  hrachislockroitcs.  —  Les  théorèmes  démon- 
trés dans  la  seconde  Partie  de  ce  travail  s'appliquent  immédiatement 
à  la  détermination  des  lignes  brachistochrones  dans  une  région  de 
l'espace  où  les  forces  agissantes  admettent  une  fonction  potentielle  ii. 
Si  l'on  désigne  par  Q(,  la  valeur  de  12  au  point  de  départ  A„  de  la  tra- 
jectoire, la  vitesse  V  en  un  point  i|uelconque  est  donnée  par  la  loi  de 
la  force  vive  : 

(90)  V'-^.Q=:0„. 

i^es  surfaces  d'égale  vitesse  sont  les  surfaces  d'égal  niveau  poleu-' 


48  !'•     nillEM. 

liel:  une  seclioii  normale.  piali(|iiée  dans  une  surface  d'égal  niveau 
potentiel  est  concave  ou  convexe  dans  le  sens  où  ia  vitesse  du  mobile 
augmente,  selon  (ju'elle  est  concave  ou  convexe  dans  le  sens  où  la 
fonction  potentielle  diminue,  ou  encore  selon  (lu'elle  est  concave  ou 
convexe  dans  le  sens  où  le  champ  est  dirigé. 

Il  n'y  a  pas  de  diflicullé  à  étendre  au  problème  drs  luacliislocbrones 
le  théorème  V,  démontré  aux  n"*  16  et  17.  A  ia  vérité,  le  raisonne- 
ment donné  à  la  fin  du  n°  17  suppose  que  la  vitesse  n'est  pas  nulle  au 
point  désigné  par  i5„;  or  ce  point  pourrait  coïncider  avec  le  point  A„, 
et  ici,  la  vitesse  est  nulle  en  A^;  mais,  pour  démontrer  le  théorème  en 
question,  on  pourrait  reprendre  la  même  démonstration  à  partir  du 
point  li, ,  qni  ne  peut  se  confondre  avec  le  point  A„;  or,  on  suppose 
que  la  ligne  C  ne  touche  aucune  surface  d'égale  vitesse  ou  d'égale 
fonction  polcnlielle;  elle  ne  rencontre  donc  pas  deux  fois  la  même 
surface  d'égal  niveau  potentiel:  en  aucun  point,  la  vitesse  ne  peut 
reprendre  une  valeur  déjà  prise,  en  jiaiiiculier  la  valeur  o  [irise  au 
point  A„;  nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

TnKOHKMK  \  11.  —  l.iic  /ii:/ir  joig/iari/  ilcti.r  puiiils  d  itc  tourluiiil 
aucune  surface  cquipolciitiellc  vérijic  les  cqualions  différentielles 
lies  hracliislochrones.  Aucune  surface  lUiui polcnlielle  ne  prèscnlc. 
au  point  oii  file  csl  retn-ontréc  par  cette  ligne,  de  section  normale 
(jui  soit  convexe  dans  le  sens  où  Ir  champ  est  dirit:!'.  Dans  ces  coii- 
dilions,  la  ligne  considérée  est  rraiment,  entre  les  deiir  points 
donnés,  une  hraclustoclirone. 

L'extension  du  théorème  \  I  au  cas  actuel  ne  semble  pas  pouvoir 
être  justifiée  d'une  manière  générale,  parce  cpie  la  vitesse  V  est  imlle 
au  point  A„,  en  sorte  {|uc  la  (juanlilé  U  qui  ligure  aux  inégalités  f.SG) 
et  (88)  devrait  être  remplacée  par  o. 

liO.  Application  II  l' eijuililire  des  Jils  /le.ribles  et  ine.rlm.sihtcs. 
Conditions  d'équilibre  du  fil.  —  fja  théorie  de  ré(juili!ii"e  des  fils 
flexibles  et  inextensibles  prête  à  des  considérations  fort  semlilablcsà 
celles  que  nous  avons  appliquées  au.x  rayons  lumineux.  lndic[uons 
sommairement  ces  considérations. 

Soil  il,  cf)mme  au  numéro  pr(''C(''doiil,  la   lonction  potentielle  des 
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forces  agissanles,  et  considérons  la  quantité, 


(90  W=r: 


iîds. 


où  l'intégrale  s'étend  à  une  courbe  C  reliant  deux  points  donnés  A,,,  A,. 
La  Mécanique  nous  enseigne,  par  le  principe  des  déplacements  vir- 
tuels, qu'entre  les  deux  points  donnés  A„ ,  A,  ,  la  courbe  C  dessinera 
la  figure  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible  si  toute  déforma- 
tion infiniment  petite  de  cette  courbe,  qui  laisse  immobiles  les  extrémi- 
tés Ap,  A, ,  et  invariable  la  longueur  /  ds  de  la  courbe,  vérifie  l'équation 

(92)  (5W=:0. 

En  vertu  de  l'égalité 

d  ds  =:  ado.x  -+-  bdôy  -h  cdoz, 
cette  égalité  (92)  peut  s'écrire 

(gS)       /  (  ~s-^^  +  T7°'-'  "*"  7Ï^°"  \ds  -^  j  ^{ad ôj:'  +  bd dr  -h  cd oz)  =  o. 

Elle  ne  doit  pas  avoir  lieu  quels  que  soient  ex,  oy,oz,  mais  seule- 
ment toutes  les  fois  que  ces  quantités  vérifient  l'équation 


(î)4) 


/  0  ds  ^  I  (ad oa:  -\-  bd oy  -h  cdè:)  ^  o. 


Il  doit  donc  exister  une  constante  K  telle  qu'en  ajoutant  membre  à 
membre  l'équation  (gS)  et  l'équation  (94),  après  avoir  multiplié 
celle-ci  par  K,  on  obtienne  une  équation  vérifiée  quels  que  soient  ox, 

oy,  oz. 

Cette  équation  est 

r/dQ  OU  f)i2     \  r 

(95)  /   ( -T— 0  J" -t-  -j— ôy -I — ~dz\ds-i-  I  {Q.  +  K){adojo+  bdoY  -\-cdoz)^r:io. 

Désignons  par  z{x,y,z)  la  somme 

(96)  !Z{x,y,z)  —  Q.{x,y.z)-\-K, 

Journ.  de  Math.  (0°  série),  tome  Vil  I.  —  Fa  se.  I,  1912.  7 


5o 

p.     DtlIEM. 

et  posons 

,  ^     ^da     /de        de ,      de  \ 

[■^=''d^^{d^''-^dy''^T.'-T- 

dis 
dx 

(97) 

'        ,db     (de        de ,      de  \. 

de 

-  dy 

-de     /de        de ,      de  \ 

h  =  e  -r-  -h  {  :7-a  +  ^-  h  -h  ^r-  c  ]c  - 

i              ds       \djc          dv          oz    / 

de 
'  d=' 

Des  intégrations  par  parties  donneront  aisément  à  récjualion  (93  ") 
la  forme 

(98)  (  {fox-ir,^oy  +  li^z)ds  =  o. 

Pour  l'équilibre  du  fil,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  équation  { 98)  soit 
vérifiée  quels  que  soient  ex,  oj',  cz.  Selon  une  démonstration  sem- 
blable à  celle  qui  a  été  donnée  au  n°  14,  cela  revient  à  dire  que,  pour 
l'équilibie  du  fil,  il  faut  cl  il  suffit  que  l'on  ait,  en  chaque  point  de  ce 
fil,  les  trois  équations 

(99)  /■=«.        ^  =  0.        h  =  o. 

On  démontre,  en  outre,  ou,  mieux,  on  \dmet  qu'en  chaque  point 
du  fil,  la  tension  e{x,y,  z)  doit  être  positive  : 

(100)  e{x,y,  z)>o. 

La  comparaison  des  formules  (97)  aux  formules  (34)  et  des  équa- 
tions (99)  aux  équations  (35)  montre  que  l'on  passe  du  problème  qui 
consiste  a  déterminer  la  figure  d'un  rayon  lumineux  reliant  deux 
points  donnés  au  problème  qui  consiste  à  déterminer  la  figure  d'un  fil 
flexible  et  inextensible  reliant  ces  deux  mêmes  points,  en  substituant 

la  fonction  F  (x.y.z)  a  la  fonction  ^y- ^^  •  L'analogie  est  complé- 

^        -^    '  V  (  JT.   V,  Z)  ^  ' 

toc  par  ce  fait  que  ces  fonctions  doivent  être  toutes  deux  positives. 
Tous  les  théorèmes  établis  aux  n'"  1 1  et  12  pour  les  rayons  lumineux 
s'étendent  aux  fils  flexibles  et  inextensibles. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  rappeler  en  ce  numéro  20  est  bien 
connu. 


PRINCIPE     D  OPTIQUE    GEOMETRIQUE    ENONCE    PAR    FERMAT.  01 

21.  Stabilité  de  l' équilibre  du  fil.  Cas  où  celte  stabilité  est 
assurée.  —  Le  théorème  connu  de  La^range  et  de  Lejeune-Dirichlet 
nous  permet  de  formuler  la  proposition  suivante  : 

L'équilibre  du  fil  qui  relie  deux  points  donnés  est  assurément  stable 
si  la  ligne  qu'il  dessine  est,  parmi  toutes  les  lignes  de  même  longueur 
qu'on  peut  tracer  entre  les  mêmes  points,  une  de  celles  qui  rendent 
minimum  la  quantité  W  donnée  par  l'égalité  (91  ). 

Si,  dans  celle  grandeur  W,  on  remplace  la  fonction  iï  (ce, y,  z)  par 
la  fonction  t;(j:,  j,  ;)  que  définit  l'égalité  (96),  on  y  ajoute  simple- 
ment la  quantité 

k  /  ds, 

qui  demeure  constante  toutes  les  fois  que  la  courbe  C  se  déforme  sans 
changer  de  longueur.  La  figure  d'équilibre  du  fil  sera  donc  stable  si, 
parmi  toutes  les  lignes  de  même  longueur  reliant  les  deux  points 
A„,  A,,  elle  rend  minimun  la  quantité 

(101)  Z  =;  /   E(j;,  j,  c)rf*. 

A  fortiori,  cet  équilibre  sera  stable  si  la  figure  d'équilibre  du  fil  est 
telle  que,  parmi  toutes  les  lignes  reliant  les  deux  points  A„,  A,,  elle 
rende  minimum  la  quantité  Z. 

Il  suffît  alors  de  se  souvenir  que  l'on  passe  du  problème  du  rayon 
lumineux  au  problème  du  fil  flexible  et  inextensible  en  substituant 

la  fonction  &{^x,y,z)  à  la  fonction  -r; — — —  pour  pouvoir  aussitôt 

étendre  au  second  problème  le  théorème  V  démontré  au  n"  16. 
Quelques  remarques  préliminaires  : 
La  formule  de  correspondance 


\[u;y.z) 


nous  montre  que  s  augmente  en  tout  déplacement  où  V  dimiime,  et 
inversement.  Dire  qu'en  un  point  M  la  surface 

\ {x, y,  z)  =  const. 
qui  passe  par  ce  point  ne  présente  aucune  section  normale  qui  soit 


J2  P.     DUHEM. 

convexe  du  côté  où  V  augmente,  c'est  dire  qu'en  ce  point  la  surface 
t(a-,  r.  z)  =  corist. 

ne  présente  aucune  section  normale  qui  soit  convexe  du  côté  où  G 
diminue;  c'est  dire  aussi,  en  vertu  de  Fégalilé  (96),  que  la  surface 
d'égal  niveau  potentiel 

£2(a?,  r,  s)  :=  consi. 

ne  présente  aucune  section  normale  qui  soit  convexe  du  côté  où  O 
diminue,  cesl-à-dire  dans  le  sens  où  le  champ  est  dirigé. 

Sous  le  bénéfice  de  ces  remarques,  nous  pouvons  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Un  filjlexible  et  inextensible  en  équilibre  relie 
deux  points;  entre  ces  deux  points,  il  rencontre  une  seule  fois 
chacune  des  surfaces  d'égal  niveau  potentiel;  au  point  où  elle  est 
rencontrée  par  le  fil^  aucune  de  ces  surfaces  ne  présente  de  section 
normale  qui  soit  convexe  dans  le  sens  où  le  champ  se  dirige.  Ce  fil 
est  assurément  en  équilibre  stable. 

22.  Cas  où  l'équilibre  du  Jd  est  instable.  —  La  réciproque  du  théo- 
rème de  Lagrange  et  de  Lejeune-Dirichletn'apasété  démontrée  pour 
les  fils.  Il  n'est  pas  établi  que  l'équilibre  du  fil  soit  instable  lorsque  la 
figure  du  fil  n'est  pas,  parmi  toutes  les  lignes  de  mêmes  extrémités  et 
de  même  longueur,  telle  qu'elle  rende  W  minimum.  Pour  la  commo- 
dité du  langage,  nous  nous  exprimerons  comme  si  cette  proposition 
avait  été  démontrée;  en  d'autres  termes,  lorsque  la  figure  du  fil  ne 
sera  pas,  parmi  toutes  les  lignes  de  mêmes  extrémités  et  de  même 
longueur,  tellement  tracée  que  W  soit  minimum,  nous  conviendrons 
de  dire  que  l'équilibre  du  fil  est  instable. 

La  figure  du  fil  en  équilibre  est  déjà  telle,  nous  le  savons,  que  toute 
déformation  qui  laisse  les  extrémités  du  fil  immobile  et  vérifie  la 
condition 

(9/J)  dds  =  o, 

•Je 

vérifie  aussi  la  condition 

(92)  ôW  =  o. 
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Dès  lors,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Si  une  déformation  qui  laisse  immobiles  les  extrémités  du  fil  et  véri- 
fie les  deux  conditions 
(94)  dds  =  o, 


Xo-  ds  =  o, 


(102) 

vérifie  aussi  la  condition 

(io3)  ânV<o, 

l'équilibre  du  fil  est  instable. 

Considérons  la  quantité  Z  définie  par  Tégalité  (loi);  en  vertu  de 
l'égalité  (96),  qui  définit  la  fonction  s{x,y,  z),  et  de  l'égalité  (gi), 
qui  définit  la  fonction  W  ,  on  a 

Z  =  ^\  +  k  /^  ch 

et,  par  conséquent, 

à^7.  =  d'W  +  Kfd'ds. 

En  toute  déformation  qui  vérifie  la  condition  (102),  â^'Z  est 
identique  à  O'W;  on  peut  donc  répéter  la  proposition  précédente  en 
substituant,  dans  l'inégalité  (io3),  0^  Z  à  o-W. 

Cette  proposition,  d'ailleurs,  ne  peut  être  exacte  sans  que  la  sui- 
vante le  soit  : 

Si  une  déformation,  imposée  au  fil  à  partir  de  sa  position  d'équi- 
libre, laisse  les  extrémités  immobiles,  vérifie,  en  tout  point  du  fil,  les 
conditions 


(89) 

dds 

=  0, 

(io4) 

o'-ds 

=  0, 

et  doi 

ine  l'iné 

gai 

lité 

(io5) 

fj"- 

:{s< 

l'équi 

ilibre  du 

fil 

est 

instable 

Or 

on  a 

I     c^      •-!  -       l  d(s  ^  àis,  ^         Jte  ,   x»'"       des  ^„  d(D  ^,  dis 

(lob)     o^b>  =  i  —-oa- +  --ov -i-  --oz)      -{- -— 0- :c -i- -— 0^  Y -h  —- < 
\aj:  ôy  •'        Oz      J  ôx  dy     ■'        dz 
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D'aulio  piul,   rétîalité  (lo/î),   en  vertu  des  égalités  (53)  et  (56), 
donne 

.    ,  ».              ,  ».          P'  sin-(  p,  ds) 
(107)  o^o(io-.i--hoao-y-hc(io-z-i-- -r^ 

Les  égalités  (  106)  et  (107)  permettent  d'écrire 

(.08)     0.5=     (^-0.-   +^âj    +-.=j     +C^ 


4-      rr—  0' J-  +  -^r—  0'  r  -h  -.^  0'  3  4-  t      rt 1-  /'  —    -i-  r 


Jj*  '    t>/  "  •'    '    (J:  "  ~    '    '  \"     rfv       '  ds  ds   / 

Mais  la  première  des  égalités  (97  )  permet  aisément  d'écrire 

^     do-.c        e>f  ,,  </,>.».,        j.  », 

i-  (7  — ; h  -—  0-  ./•  ^  -7-  (  fc  a  0-  .r  )  —  /^ 0'  ^ 

(/.v  ().r  ds 

ou  bien,  puisque  les  égalités  (99)  sont  vérifiées  en  tout  point  de  la 
courbe  C,  position  d'équilibre  du  fil, 

^     do'-r        db,  ^,  d  ^„ 

f^a  — ■ h  -^r-O-.r  =:  -r((ra  o-:r). 

ds  ax  ds 

Cette  égalité  et  deux  égalités  analogues,  jointes  à  la  remarque  que 
O'x,  Ci'-y,  o'z  s'annulent  aux  deux  extrémités  du  fd,  donne  légalité 


(> 


09)      /   \i—è-x+—-o-y-r'—^o^z\ds+!^.{ado^x->rl><lo^y-^cd'y-z)\-. 


Si  l'on  use  des  égalités  (108)  et  (109)  pour  transformer  riiiégalilé 
(  io5).  on  parvient  au  théorème  suivant  : 

Si  l'on  peut  imposer  à  la  courbe  C  une  déformation  ipii  en  laisse 
les  extrémités  invariables,  qui  vérifie  en  tout  point  les  deux  condi- 
tions 
(89)  drfs  =0, 

et  qui  donne  l'inégalité 

rfd&.         <^5»         <JE»\'",         r ^  p- sin^ p,  ds)  ^ 
(-09)      Xi^'"'^^-''^^")    '"^.i''   dT <«• 

l'équilibre  du  iil  est  assurément  instable. 
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Le  premier  membre  de  l'égalité  (  109)  dépend  de  ox,  oy,  oz,  mais 
nullement  de  o'-x,  o-y,  o'-z. 

Dès  lors,  imaginons  qu'on  ait,  tout  le  long  de  la  courbe  C,  choisi 
des  valeurs  deox,  oy,  Sr  qui  vérilient  l'égalité  (89)  et  l'inégalité  (109). 
Ce  choix  laisse  entièrement  arbitraires  les  valeurs  de  c^x,  o'^y,  O'Z  en 
tout  point  de  la  courbe.  On  pourra  évidemment  choisir  ces  dernières 
valeurs  de  telle  sorte  qu'elles  s'annulent  aux  deux  extrémités  de  la 
courbe  C  et  qu'elles  vérifient,  en  tout  point  de  cette  courbe,  l'égalité 

,  -..,  .  j  ^,  ,  -,  sin-(  p.  ds) 

(110)  ado-jr  +  hdo^y  +  cdo^z— ^- -• 

ds 

11  suffira,  par  exemple,  d'opérer  de  la  manière  suivante  : 

1°  On  prend  pour  o-x'(.s)  une  fonction  assujettie  seulement  à  s'an- 
nuler aux  deux  extrémités  de  la  courbe  (1  et  à  vérifier  l'équation 

C  a  d o-jc    ,  f  n-  siii- (  p,  ds) 

Jf   <^'      ds  J|.  c  ds 

Cela  est  évidemment  possible  d'une  infinité  de  manières. 

•■2"  On  prend  pour  o-  y(s)  une  fonction  assujettie  seulement  à  s'an- 
uuler  aux  deux  extrémités  de  la  courbe  C  et  à  vérifier  l'équation 

Jr h  do'-  y    , 

Cela  est  encore  possible  d'une  infinité  de  manières. 

3"  Une  quadrature  détermine  la  fonction  ù"^  z{s)  assujettie  à  s'an- 
nuler à  l'origine  Aj,  de  cette  courbe  C  et  à  vérifier  en  tout  point 
l'égalité 

„  do-z  a  dô-.r         h  d rr y         p-  sin-(  p.  ds) 

ds  c      ds  c      ds  cds" 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  connue  de  s. 

A  l'extrémité  A,  de  la  courbe,  i'^z  aura  alors  pour  valeur 

/>'  sin-{p,  ds) 


ds 
et  selon  les  égalités  (111)  et  (1 12),  cette  valeur  est  égale  à  zéro. 


56  p.     DUHEM. 

Si  aux  valeurs  précédemment  choisies  do  or,  oy,  oz  nous  associons, 
par  ce  procédé  ou  par  tout  autre  procédé  équivalent,  un  système  de 
valeurs  de  o-v,  o' v,  O'z  qui,  en  cliaque  point  de  la  courbe  C,  vérifie 
réquation  (  I  lo),  nous  aurons  imposé  à  la  courbe  C  une  déformation 
qui  vérifiera  les  conditions  (S9)  et  (io4),  et  pour  laquelle  Tiné- 
galité  (109)  sera  exacte. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  pi'iil  imposer  à  la  conrhe  (\  une  déformalion  qui  en  laisse 
immobiles  les  e.c/re//iités,  qui  vérifie  en  tout  point  la  condition 

(89)  dds=:o, 

et  qui  donne  l'inégalité 

l'équilibre  du  /il  est  instable. 

A  la  fonction  5  (x',v,  :;)  substituons  la  fonction  V(j:,j',  r)  donnée 
par  l'égalité 


(ii.'i)                                           e(a:,y,:. 

^_ 

'-\{^..f,=) 

Nous  aurons 

i   i'd\  .         0\  .         £>^ 

^     2     /d\  ^             dV,             d^ 

V-^  '  Ôa:              dy    '          à. 

Cette  égalité  (i  i  5),  jointe  au  théorème  précédent,  permet  d'énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Si  l  on  peut  imposer  à  la  courbe  C  une  déformation  qui  en  laisse 
les  extrémités  immobiles,  qui  vérifie,  en  son  point  de  la  courbe,  les 
deux  conditions 

(89)  ods^o, 

dx  dy  ■         dz 
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et  qui  donne  l'inc<j;aUlé 

(■•7)     ( — v7t-^-lw'(^'''--''7j^"'^-;n'V  ^'■^•<°' 

Vcqailibi-e  du  Jil,  est  iiislablc. 

La  condilion  (  i  lO)  peut  encore,  en  vertu  de  l'égalité  f  i  14),  s'écrire 

(11b  bis )  -—  ox  +-—  0  (■-)--—  OG  =  o. 

(J.r  ily    ■  <)z 

Celle-ci,  à  son  tour,  en  vertu  de  l'égalité  {ç)(')),  peut  s'écrire 

,     ,.        ,  d9..         dO.^         dil. 

{i\b  1er)  -— ()x+-T— OVH —  0;  — o. 

^  ().r  ôy    •'  1): 

Ces  conditions  é(piivalentes  (1  iG),  {i  i()  hj-s)  et  (117  /i-r)  e\|)rimeut 
que  le  déplacement  ox,  oy,  oz  est,  en  chaque  point,  tangent  à  la  surface 
d'égale  tension  ou  d'égal  niveau  potentiel  qui  passe  par  ce  point. 

La  dernière  proposition  établie  va  nous  permettre  de  transformer, 
en  vue  de  l'appliquer  au  problème  du  fil  flexible  et  inextensible,  ce 
qui  a  été  démontré  au  n"  18  pour  un  rayon  de  lumière;  la  déforniation 
imposée  à  ce  rayon  de  lumière  vérifie  en  effet,  comme  nous  nous  en 
sommes  alors  assuré,  la  condition  (8()). 

Pour  faire  c^tte  transformation,  nous  considérerons  un  espace  indé- 
fini où  s'exerce  une  force  qui  dépend  d'une  fonction  potentielle 
ii(  .v,y,  z).  Nous  devrons  supposer,  en  premier  lieu,  que  celle  fonc- 
tion, si  loin  qu'on  aille  en  l'espace  considéré,  demeure  toujours  finie. 
Nous  pourrons  donc  choisir  une  constante  K  de  telle  sorte  (juc  la 
fonction 
(96)  C'(.r,y,z)  =  a{a;y,:)  +  K 

demeure  C(jmprise,  tlans  toul  res[)ace,  entre  deux  valeurs  positives;  il 
en  sera  alors  de  même  de  son  iii verse  V(x,y,  z). 

Il  nous  faudra,  en  second  lieu,  admettre  que  l'on  peut  tracer,  dans 
ce  chanq),  une  ligne  plane,  infinie  dans  les  deux  sens,  (pii  ne  reucnnlre 
[)as  deux  fois  une  même  surface  équipotentielle,  et  tpii  véiilie,  en  tout 
point,  les  é(|ualions  (f)*))  de  l'équilibi'e  des  fils. 

Lu  troisième  lieu,  nous  devrons  admiMU^'  ([u "an  [lointile  icncoiilre 
de  la  coiube  avec  une  surface  é(pii[)()tenlielle,  celle-ci  est  coupée,  [)ar 


Journ.  de    l/ath.  (6"  sciic),  loiiie  \ni.  —    l''iisc.  I,  lyia. 
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un  plan  normal  à  celui  de  la  courbe,  suivant  une  section  dont  le  rayon 
de  courbure  est  fini  et  dont  la  concavité  est  tournée  du  côté  où  ^  dimi- 
nue. C'est  dire  que  la  convexité  de  cette  courbe  est  tournée  dans  le 
sens  où  C  et  12  diminuent,  c'est-à-dire  dans  le  sens  où  le  champ  se 
dirige. 

Dès  lors,  notie  théorème  VI  .se  transformera  en  la  proposition 
suivante  : 

TnÉoiiÈME  IX.  —  En  un  espace  illimité  s'exerce  une  force  dont  la 
fonction  potentielle  demeure  limitée  même  en  un  point  qui  s'éloigne 
indéfiniment.  En  cet  espace,  est  tracée  une  courbe  plane  C,  infinie 
dans  les  deux  sens,  qui  ne  rencontre  pas  deux  fois  la  même  surface 
de  /tii-eau,  et  qui  vérifie  en  tout  point  les  conditions  d'équilibre 
d'un  fil  Jlexible,  inextensible,  de  tension  positive.  A  l'intersection 
de  la  courbe  C  avec  une  surface  d'égal  niveau  potentiel,  la  section 
de  celle-ci  par  un  plan  normal  à  la  courbe  C  est  une  ligne  de  rayon 
de  courbure  généralement  fini,  et  qui  tourne  sa  convexité  dans  le 
sens  où  le  champ  se  dirige.  Su/-  une  telle  courbe  C,  on  peut  mar- 
quer deux  points  \„,  h.  ^  assez  éloignés  l'un  de  l'autre  pour  qu'un 
fil  flexible  et  inextensible,  placé  suivant  l'arc  de  courbe  que  lermi- 
ncnl  ces  deu.c  points,  soit  en  équilibre  instable. 

Note. 

Le  [)récédent  travail  était  achevé  d'imjirinier  lorsque  nous  avons  eu 
connaissance  d'un  Mémoire  publié,  en  i8G^,  par  A.  Lévistal.  En  ce 
Mémoire,  Lévistal  démontre  ('),  par  un  élégant  emploi  de  la  surface 
aplanétique  et  pour  le  cas  d'une  seule  réflexion  ou  d'une  seule  réfrac- 
lion,  que  le  temps  de  parcours  employé  par  la  lumière  pour  alliT  d'un 
point  à  un  autre  n'est  pas  toujours  un  minimum.  Lévistal  a  rappelé 
ce  théorème  en  une  \ote  de  son  édition  des  Leçons  d'Optique  physique 
de  Yerdet  (  =  ). 

(')  A.  Lévistal,  Jiec/ierc/ies  d' Optique  géométrique.  Premier  Mémoire, 
n°  43  (A /mates  de  f/'Jcole  lYormale  super.,   i''''  série,  l.  IV,  1867,  p.  aôo-aôi). 

C)  \i.  Vkiiuet,  Leçons  d'Optique  pliysitjue.  t.  I.  iS<)().  p.  27;  l'aris  (Publié 
par  A.  Lévislal). 
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Sur  les  cquaiions  entre  trois  "variables  représeiitahles 
par  (les  nomof^rarnrues  à  points  ali^/iés; 

Par  T.-II.   GRONWALL, 

à    CIlicilRO. 


INTRODUCTION. 


Soit  donnée  une  équation 


(0 


F(,r,  r,  =)  =  o, 


OÙ  F  est  une  fonction  analytique  des  trois  variables,  et  supposons-la 
ramenée,  par  des  moyens  quelconques,  à  la  forme 


(2) 


/,(.f)     A',(')      /'■(^■) 

Aiy)    .^Af)    /'A  y) 
/A-)    h'A  =  )    f'A^) 


Désignons  par  ^,  y]  des  coordonnées  cartésiennes;  alors (2)  exprime 
qu'en  prenant,  sur  les  trois  courbes 


(3) 


/At) 

/'An' 


l'A') 


{i 


2,3). 


les  points  correspondant  à  t  =  x,  l  ^  y  et  ^  =  -  respectivement,  ces 
trois  points  se  trouvent  en  ligne  droite.  En  marquant,  sur  chacune 
des  courbes  (3),  les  points  correspondant  à  des  valeurs  rondes  de  /, 
on  obtient  trois  échelles  et  en  joignant  par  une  droite  les  points 
correspondants  à  des  valeurs  données  de  x  et  y,  par  exemple,  et  lisant 
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la  valeur  de  r  au  point  où  celle  droite  coupe  récliellc  dos  z,  on  a  une 

rcsolulion  grapliique  de  réqualion  (i). 

C'esl  là  le  principe  des  nomogrammes  à  points  alii;nés  de 
M.  d'Ocagnc,  qui  en  a  développé  une  ihêoric  égaleinenl  reniarcjuahic 
par  son  élégance  analylicpie  cl  par  son  iinpoilancc  pratique,  surtout 
pour  l'art  de  l'ingénieur  ('). 

Le  [)roblènie  fondamental  de  celte  théorie  est  évideinmont  de  recon- 
naître si  une  équation  donnée  (i)  peut  être  ramenée  à  la  forme  (2) 
ou  non.  Pour  des  classes  particulières  d'équations(i)  qui  embrassent, 
il  est  vrai,  la  plupart  des  équations  rencontrées  dans  la  pratique,  on, 
sait  encctuer  la  réduction  à  la  forme  (2);  mais  dans  le  cas  général, 
les  conditions  de  réduction  sont  restées  inconnues  jusqu'ici  (-). 

Au  paragraphe  1  du  présent  travail,  je  fais  voir  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (i)  ])uisse  se  ramener  à  la 
forme  (2)  consiste  dans  l'existence  d'une  intégrale  commune  à  deux 
équations  aux  dérivées  partielles.  Dans  le  paragraphe  2,  je  donne  les 
conditions  additionnelles  pour  qu'une  ou  plusieurs  des  échelles  soient 
rectiligncs,  cas  important  dans  la  pratique,  et  au  paragraphe  ."î,  on 
trouve  une  méthode  pour  tirer  effectivement  les  fonctions  y,,  gi,  /li  de 
l'intégrale  du  paragraphe  I  supposée  connue.  Cette  méthode  devient 
illusoire  si  deux  des  échelles  sont  rectilignes.  Nous  supposerons 
d'abord,  au  paragraphe  4,  toutes  les  trois  échelles  rectilignes;  il 
faut  traiter  ce  cas  séparément  pour  deux  raisons  :  d'une  part,  l'-écpia- 
lion  donnée  admet  alors  des  représentations  nomographiqucs  essen- 
tiellement distinctes  que  je  détermine  toutes,  et  d'autre  part,  les  for- 
mules des  paragraphes  suivants  contiennent  en  dénominateur  une 
expression  qui  s'annule  dans  le  cas  actuel.  Il  reste  alors,  comme 
échappant  à  la  méthode  du  paragraphe  3,  le  cas  de  deux  échelles  rec- 
tilignes et  la  troisième  courbe,  qui  fait  l'objet  du  paragraphe.').  y\u 
paragraphe  (>  cl  dernier,  ji;  fais  une  étude  spéciale  dos  nomogrammcs 


(')  M.  n'OcAfiNE,  Traite  de  Nomograp}iie.  l'aiis,  GauLliicr-V'illars,  1899; 
Calcul  graphique  et  Noinograpltie.  l'aris,  Doin,  1908. 

(')  Seulemenl  M.  Duporc(|  avait  oljleiiu,  sous  la  forme  d'cqualions  fonclion- 
nelles,  quelques  coiiilitidiis  suf(i-anles  (  Voir  d'Ocagne,  Traité  de  Nomographie, 
p.  /,2--.'i;h). 
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si  reniarquahlos  de  M.  Clark  où  deux  des  échelles  sont  supportées  par 
la  même  conique,  la  troisième  étant  quelconque. 

Dans  un  travail  ultérieur,  je  formerai  explicitement  l'intégrale 
commune  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  paragraphe  1,  et  je 
ferai  voir  que  le  cas  du  paragraphe  4  est  le  seul  où  l'équation  donnée 
admette  des  représentations  nomographiques  essentiellement  dis- 
tinctes. 

1.  —  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes. 


En  permutant,  s'il  y  a  lieu,  les  colonnes  dans  (2),  nous  pouvons 
faire  de  sorte  que  /;,  (a-),  li^iy),  fh{^)  ne  s'annulent  pas  identique- 
ment; en  divisant  alors  chaque  ligne  par  la  fonction  h  correspon- 
dante, nous  pouvons  supposer  /i,  =  h.,  =  //.,  =  1  et  (2)  devient 


(4) 


/.(•^■) 
Ail) 
A(=) 


r-2(7) 


Multiplions,  avec  M.  d'Ocagne,  l'équation  (4)  par  un  déterminant 


h,     />.,     [>-, 


^o; 


après  division  par  les  éléments  de  la  troisième  colonne,  il  vient 


(5) 


(6) 


fii^)  g-ii-i-) 
fAy)  Mf) 
/.{=)     ffA=) 


J^^ajr 


(/=:l,2,3). 


«3//-t-'*3,- 


On  obtient  donc  une  équation  équivalente  à(/|)  en  faisant  sur 
les//,  gi  la  transformation  hoinogra[)hique  la  plus  générale. 

Après  cette  remarque  dont  on  verra  dans  la  suite  l'imporlance,  nous 
développons  (4)  suivant  la  dernière  ligne  et  obtenons 


(7: 


,{z)^uMz)+,-, 
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où 

„_>?.(^)-n'.(.V) 

^  ^  j     _/A^)/rAy)-M.Y)ff,(-r) 

r~  /.(•^)-/»(r) 

et  l'on  a  (''vidomincnl 

i    -?'l(.2-)="/l(-r)  -+-<•, 

^  U°=(j)  =  ''/=(.r)4-''. 

D'après  (7)  et  (9),  une  transformation  liomographiquc  (G)  des 
/"/,  ^,  transforme  «  et  f  par  riiomograpliie  associée,  et  inversement, 
propriété  capitale  pour  ce  qui  va  suivre. 

Nous  allons  obtenir  d'abord  une  condition  nécessaire  pour  que 
léquation  (i)  puisse  se  ramener  à  la  forme  (4);  pour  cela,  diffé- 
rentions  la  première  équation  (9)  par  rapport  à  y,  et  la  deuxième  par 
rapport  à  x  : 

1  ()y  ôv 

(10)  {  '  ■^ 

\  ùit  <h- 

Supposons  d'abord  —  =  o  ;  alors,  d'après  (10),  —  =  o,  c'est-à-dire 
u  =  u  (x),  <'  =  c(.r  )  et  (9)  et  (7)  donnent 

ff,{z)=u(j^)/,{z)-^v(^), 
d'où,  en  faisant  .r  =  const.  =  x„,  i/(x„)  =  «„,  i'(x„)  =  <•(,, 

,V:,(^)="o/3(;)+<V 

Par  soustraction,  on  obtient 

[m(x)  —  iio]/,(y)  +  «•(■2^)  —  i'o=  o, 

\ii{.r)  —  u,]f,(z)  -+-  i-(x)  —  v„  —  o. 

Si  n  (.r)  =  //„,  i'(x)  =  (■„,  on  a  aussi  g,  (x)  =  u^f,  (x)  -+-  v„  et  (/() 
so  réduit  à  une  identité;  sinon,  on  aurait  /^(y")  = /^(z)  =  const., 
g-,  (y)  —  t^'ii^)  =  const.,  cl  (4)  se  réduirait  encore  à  une  identité.  La 
niême  remarque  s'applique  au  cas  de  j-  =  o. 


(IJ) 
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En  laissant  de  côté  ces  cas  triviaux,  (lo)  donne 

Oy 
ôv_ 

dx 

DilTércnliant  la  premioro  de  ces  équations  pai'  rapport  à  j,  et  la 
deuxième  par  rapport  à  a;,  il  vient 

;  (J-c  ùii  0'' Il  dv 

\  ôy''  Oy  ()y-  Or 

^'■'■^  \  0-v  Ou  O-ii  Oi'  _ 

\  O.i-  ôj.-  Oi-  ôx 

Nous  avons  évidemment 

0{x,y) 
en  y  substituant  l'expression  (  7)  et  observant  que 

il  vient 

L'hypothèse  '  =  o  donne  u  =  w(c)et,  d'après  (7),  v  =  i'(z); 

le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  nous  apprend  donc  que  (/|) 
se  réduit  à  une  identité.  Ce  cas  écarté,  posons 

I  d£ 

(m)     ( 

,  Ozyo-^z       ôz  Oz    O'z       /Ozyo-z 

<m         I    0\\_\<)y)    Ox-         '  Ox  Oy  OxOy'^'  \0x)   lîy' 
Ox        M   dy  "  i^Y'^^  ' 

\di)   dy 
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rc'(iuali()ii  {i  >)  donne  alors 

M  -—  +  ^ 
rf.r       a  y 

M-r-  -H  -T- 

d-x       oy 
Supposons  (juc  yp^—T  =  o;  alors  (lo)  doiiiie 
On  On  ^  .  ,    .       .  ~  , . 

et  (4)  se  réduirait  à  une  idcnlilé.  Nous  [)ouvons  donc  poser 

(>((/,  i)  Ou  Ov        Ok'   Ou  (I 


(i6 


0{x,Y)        à-^'  à  y        Ox-  Oy 
Nous  introduirons  encore  les  notations 

I  \dx^df        O-ï:'  Ox  J        ' 


(17) 


_  f  0-u  Oi-  O^i'  Jii 
~  [ày'  Or-  Oy'  Oy 
,, ,'0-nOf        O'-v   Ou  0'- a     Oi' 


^jc  Oy  Oxj       ' 


Oa-'  Oy        O.i-'-   Oy  Oj:  Oy  Ox  Ojc  Oy 

f       /t/-i'  Ou        0- u  Ov  O'-i'     Ou  0^  u     Ov 

\0y-  0,v       Oy-   O.v        "  Ox  Oy  Oy  O.c  Oy  Ox 

Les  expressions  A,  B,  C  et  D  sont  invarinnles  pour  une  transfor- 
mation lioinographicpie  quelcon(|ue  de  /<  et  e  ('),  c'est-à-diir  pour 
une  translorination  (pieiconcpie  (())  desy,  et  g,. 

Iti'prerions  inainlenaiil   r(''(|uation 

0[x,y)        -    ' 
et  suhstiluons-y  rex[)ression  (i5);  il  vient,  tous  calculs  faits, 
M'A  +  15-1-  iVPC  -  Ml)  +  Mi\  :  r  o, 


(')  M.  GoLitSAT,  Sur  un  sysicmc  d'crjualions  aux  d<'ri\'ées  partielles 
[Complus  rendus^  l.  CIV,  16  mai  1887,  p.  i36i-i363).  —  1^.  l'AïKLKvft,  Sur  les 
équations  linéaires  simultanées  aux  dérivées  partielles  {Comptes  rendus, 
l.  (IIV.  '.U  iiuii  1S87,  p.  i'ig7-i5oi). 
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OU  bien ,  coininc  A  =  B  =  o  en  vcrlu  de  (  1 2  > , 
(18)  D  =  MG-f-N. 

En  difTcrenliant  (iG)  par  rapport  à  x  et  j,  nous  obtenons 

id"- u  ()('  ()"-'.•  du  /  à- a     0^'          â'i'     ài/\  ^^  dO 

djo-  (Jy  ().t-  ûv  \di'àf  àx       dcOy  dx}'^  Ox' 

à'-  (■  ()it  (P  II  Of  /'    'l-v     Ou   _    iPii     o^  \  j,  dO_ 

i)y^  àx  ijy-   ôx  \ôx  i)y  Oy        i)x  Oy  oy )  Oy' 

et  ces  équations,  jointes  aux  deux  dernières  de  (17),  donnent 

I    ô-u  Ov  ()-(•  Ou       __  I  /',,       ^  dh\    ,j 

l  dx-  dy  dr'  dy      ^  i  \  dx J 


d- Il     dy  d-y     du        1  /'.-,        dO  \    , 


(20) 


drdy  dx       dx  dy  dx       3  \  dx  J 

iP_^du.       _d^  <]^      =  i  (  D  +  '  —\  e'> 
dy-  dx  dy^  dx  'i\         "  Oy  )     ' 

d- 1'      du  d"-  u     dy  '  /  ia       '^^  \  j\ 


\  dx  dy  dy       dx  dy  dy       3  \  ôy  I 

Résolvant  les  équations  (12)  et  (20)  par  rapport  aux  six  dérivées 
du  second  ordre  qui  y  figurent,  nous  obtenons,  en  ayant  égard  à  (16), 

dx^  a  \    Ox  J  OX 

^  ' ' '  '  dx  dy  ^  i\dy         )  dx  "^  3  \ Or         ')  Oy  ' 


d-u      ._£/,,  ^       \^\  — 
\  dy-       "  3  \    Oy  )  dy 

et  précisément  le  inêiuc  système  <V équations  pour  r. 

Formons  ensuite    les    conditions    d'intégrabilité    de    ce  système, 
savoir 

d    d- Il  __   d     d'il  0     0- Il    _   0_  iPjt . 

Oy  dx'  ~  dx  dx  dy  dy  dx  ily        dx  Oy''' 

en  remplaçant  les  dérivées  du  second  ordre  par  leurs  valeurs  tirées  - 

Journ.  de  Math.  (6«  série),  lonie  VIII.  —  Kasc.  I,  1912.  9 
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do  (21),  il  vient 

[    O.rây  à  y  (hv        \(Jjc  J  \<)y  /  ]  iJ^ 

[.,0-0       .,()C       /àO       A/ 00         r\'\<^" 

KT--4'-(|-")(^--)Jë 

|_    <Ja:dy  Oy  ojc        \(J.i-  /  \ûy  /J  dy 

Les  mémos  équations   étant  satisfaites   par  c,   et   le   délenninaiil 
fonctionnel  de  u  el  v  étant  din'érent  de  zéro,  il  s'ensuit  que  les  coef- 

licients  de  -p  et  y-  s'annulent  dans  les    équations   précédentes,  de 

sorte  que  ' 

<)jc'-  i  \<J./:  ' J  \()x        "   ' )        àx 

,    .  I  o'^j  _  ,  (iVj     AjiVj       \     OC     <m 

Formons  encore  les  conditions  d'intégrabililé  de  ce  système  savoir 

d    Ô'O        à     à'û  0     Ô-'B    __   ô    d'-Q _ 

dy  dx^        dx  dx  dy  dy  dx  dy       dx  dy'^  ' 

en  remplaçant  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs,  on  voit  (pie  0 
disparaît  entièrement  de  ces  équations  qui  deviennent 


dH]  d'D      _p/    'X:  dl) 


dx  dv  dx'  \    dv  d. 

d'C  d'D        1^/   dC         d\) 


dy-  '  dx  dy  \    Oy       "  dx 
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En  y  suhstiluant  la  valeur  de  D  donnée  par  (i8),  nous  obtenons 
d'-C  d-C        /..„         dM\dC        ^dC 


M 


d.r^- 


dx  ôv 


(24)        I     2M 


(J-C 
Oicdy    '    dy 


\  "  dx  )  dx  dy 

dx  \dx        dx'-  )  dx''-  ' 

y-         \  dy  J  dx      \  dx  J 


H-  2  M  ^—  C^  -h  2    N  -r h  M — —  1  (. 

dx  \     dx  dx       dxdy, 

2ÎV—  --^î^. 

dx        dx  dy 


Si,  par  suite,  l'équation  donnée  (i)  est  réductible  à  la  forme  (4), 
les  deux  équations  (24)  possèdent  une  intégrale  commune,  que  nous 
pouvons  évidemment  supposer  analytique.  Je  dis  que  cette  condition 
est  aussi  suffisante. 

Pour  le  démontrer,  commençons  par  transformer  les  équa- 
tions (21)  et  (22)  en  un  seul  système  linéaire.  A  cet  effet,  posons 
dans (21) 

(20)  //  ^  e-*    o)  ; 


il  vient,  en  ayant  égard  à  (22), 


(26) 


I     -,  Jw  1    /  2 


MW  1    /  2  ,.,, 


dx  J 


dx  dy 
d'-rs> 

dy 


i       ux 


I       d'u} 
~i^Ty 


-  CD  H-  —  +  -—    w, 
3  ôy       dxj 


I      d'j>        I  /a  p.,       àD 


D'autre  part,  la  substitution 

-io 
(■^-)  e    ■>    =0), 

transforme  le  système  (22)  dans  le  même  système  (26).  I.,es  condi- 
tions d'intégrabilité  de  (22)  et  (26)  sont  donc  les  mêmes,  savoir  les 
équations  (2'3). 

Supposons  ces  dernières  é(iuations  vérifiées;  comme  (2G)  permet 
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d'exprimer  loulo  dérivée  de  w  en  fonclion  linéaire  de  -7^.  — ^  el  w    il 
'  a.i:    oy 

s'ensuil,  d'après  des  théories  bien  connues,  que  toute  inté},'rale  de  (•>.(]) 
s'exprime  linéairement  à  coefficients  constants  en  trois  intégrales  parti- 
culières W,,  O)^,,  Wj, 

ro  =r  aw,   t-  pu..  H-  yoij, 

le  système  fondamental  w,,  (o,,  co,  étant  tel  (|ue  le  déterminant 


(0.8) 


A(6)i,  fi)^.  0)3)  ^ 


Ox       dy 

ôx       ôy 
Odi-i     Ou,, 


à(x,y) 


'      d.v      dy 
ne  s'annule  pas  identiquemenl.  De  (28)  et  (aO)  il  s'ensuit  que 

à.i- 
dy 


on  a  donc 

(■-^9) 

l'osons 
(3o) 


:7r)A+  -DA  =  o; 

o  6 


A('j)|.  Mj.  (.13)  ^  consl.  ^  —  3z£  o. 


d'après  (20),  (27),  (28)  et  (2()),  u,  cetO  satisfont  aux  équations  (iG), 
(21  pour  u),  (21  pour  v)  et  (22). 

Soit  (o,,  co.,  CU3  un  autre  système  fondamental  de  (2G);  on  a 


(3.) 
OÙ 


et 

(3,,) 


A((..,.  M..  ..,,):- 


.1,  ^  a,f.),  +  [3,(.),  +  y,fj)3  {(■  :r-  I  ,  ■>,  3). 


-'■^    (3.    y. 

«a         P,         73 

«1     (3i     y, 
a,     p,     y, 

«.      |îa      ya 


A  {tjl|,  (.).,,  f.lj)  :=:  —    :7^  o. 
/,       ' 
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En  posant 

(33)  «=^,  v=z^,  ^  =  -3loi;(7T,,). 

//,  r  et  6   satisfont  aux  mêmes  équations   que   tout  à   l'heure  et,  en 
vertu  de  (3i), 


(34) 


-  a,  «  -+-  fi,  ('  -+-  y, 

"  == ô —' 

«3  (/  -+-  [J3  ('  H-  y, 

-  _  a,  a  4-  (32 1'  1-  y-, 
^  Cf-iii  -h  pjl'  +  ya 


Soient  inversement  «,  4'  et  0  des  fonctions  satisfaisant  à  (16), 
(21  pour  m),  (21  pour  i>)  et  (22);  en  posant 

_îô  -le  -1(1 

(35)  (i),^(/e    ■*   ,  coj^ce    •'   ,  0)3  =  e    ^   , 

ces  expressions  satisfont  à  (26)  et  on  forment  un  système  fondamental 
car  (28)  donne 

A(W|,  CO.,,  tiJ;|)  =:  I. 

Une  solution  quelconque  u,  v  et  0  des  équations  pour  u,  v  et  0 
donne  lieu,  d'après  (35),  à  un  autre  système  fondamental  co,,  w.,,  0J3  ; 
celui-ci  étant  lié  au  premier  par  des  relations  de  la  forme  (3i),  on 
voit  que  u  et  r  se  déduisent  de  u  et  r  par  l'homographie  (34). 

Ces  points  établis,  notre  démonstration  s'achève  comme  il  suit.  Si 
les  deux  équations  (24)  possèdent  une  intégrale  commune  C,  les 
équations  (23)  en  admettent  une  paire  C,  D  liées  par  la  relation  (18). 
Il  existe  alors  un  système  fondamental  w,,  a)„,  w-j  de  (26),  et  les  for- 
mules (3o)  déterminent  un  u  et  un  v  satisfaisant  à  (16),  (21  pour  u), 
(21  pour  c),  (22),  ainsi  qu'aux  équations  (ig)  dérivées  de  (16).  De 
plus,  u  et  i>  satisfont  à  (12)  qui  sont  des  combinaisons  linéaires  des 
équations  précédentes.  Déterminons  maintenant  deux  fonctions  /, 
et/o  par  les  formules  (11);  d'après  (12),  /,  sera  fonction  de  a?  seul  et 
/.,  dey  seul. 

Puis  calculons  deux  fonctions  g',  et  go  au  moyen  de  (9);  d'après 
(11),  elles  ne  dépendront  que  de  x  el  j  respectivement.  L'é(pia- 
tion  (i5)  donne  lieu  à  un  /".,  (jui,  en  vertu  de  (18),  est  fonction  de  z 
seul;  enfin  (7)  nous  fournit  un  g.,  ne  dépendant,  d'après  (1  5)  ou  (i3), 
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que  de  z.  Comme  (7)  est  identique  à  (4),  nous  avonr,  donc  réduit 
l'équalion  donnée  (i)  à  la  forme  voulue.  _     _     _ 

En  parlant  d'un  autre  système  fondamental  w,,  Wj,  w,,  nous  au- 
rions trouvé  deux  autres  fonctions  m  cl  f  et  obtenu,  de  proche  en 
proche  et  de  la  manière  indiquée,  d'autres  fonctions  /,  g^  (i  =  1,2,  3). 
Mais,  d'après  (34),  uelï'  sont  des  transformées  homographiques  de  u 
et  de  V,  et  les  J),  ^  sont,  par  suite,  des  transformées  des/,  g,-  par 
l'homographie  (6)  associée  à  (34). 

En  résumé,  nous  avons  établi  le  théorème  fondamental  suivant  : 

La  condition  nécessaire  cl  suffisante  pour  que  l  équation  donnée{i) 
puisse  être  ramenée  à  la  forme  (4)  consiste  dans  l'existence  d'une 
intégrale  commune  C  aux  deux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (24)- 

Toutes  les  équations  (4)  appartenant  à  une  même  valeur  de  C 
s'obtiennent  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  par  une  homo- 
graphie (G),  et  inversement,  deux  équations  (4)  homographiques 
conduisent  à  la  même  valeur  de  C. 


2.  —  Conditions  pour  qu'une  ou  plusieurs  des  échelles 
soient  rectilignes. 

Le  tracé  graphique  d'un  nomograminc  se  simplifie  considérable- 
ment lorsqu'une  ou  plusieurs  des  échelles  deviennent  rectilignes, 
circonstance  qu'on  rencontre  dans  beaucoup  d'équations  fournies  par 
la  pratique. 

Nous  allons  rechercher  d'abord  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'échelle  des  x  soit  rectilignc. 

Par    une    transformation     iioniographiquo    convenable,    on    peut 

réduire  la  droite  supportant  récliclle  des  .r  à  être  l'axe  des  yj;  dans 

l'équation  (5),  on  a  donc/,  (x)  —  o.   La  première  des  équations  (()) 

donne  alors 

(h' 

-r-   =0. 

()y 
Comme -74  =;i^  o  en  vertu  de(i(j),  la  deuxième  des  équations  (-j.i) 
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donne 

et  la  deuxième  équation  (22) 

ÔG         OU 

L'équalion  (37  ),  jointe  aux  écjuations  (18)  et  (23),  forme  donc  une 
condition  nécessaire  pour  que  l'échelle  des  x  soit  rectdigne.  Je  dis 
que  celle  condition  est  aussi  suj/isanle. 

D'abord,  les  équations  (23)  et  (37)  sont  équivalentes  au  système 


(38) 


OC  ôD 

-T—  -t-  '.!  -—    =0. 

ôy  Ojc 

d-C         ^^dC 


dxày  Oy 


Soit  x\,  y  a  un  point  où  C  et  D  sont  holoinorphes;  la  seconde  de  ces 
équations  donne,  en  intégrant  par  rapport  à  j  entre  les  limites  jo  et  y, 
et  posant  C{x,  y,,)  =  Co, 

En  ayant  égard  à  (36),  les  équations  (  22)  se  réduisent  à 

J.i-'  ~~'  '6\0x  )  \ Ox        "     )        Oj:  ' 

^  =  D; 


1  expression 
(4o) 


=  r  "  {è.c,-U]\dx  +  D(/f 


forme  une  intégrale  particulière  du  système  précédent,  car  d'abord 
l'expression  sous  le  signe  intégral  est  une  difTérenliellc  exacte  en 
vertu  de  (37),  et  puis  0,  qui  satisfait  visiblement  à  la  seconde  équa- 
tion du  système,  satisfait  aussi  à  la  première  en  vertu  de  (39).  En 
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substituant  colle  valeur  de  0  dans  le  système  (21),  celui-ci  devient 

ô'ii        „  du 
""ï — r  —  ^0  ~ï    ' 
à.r-  ax 

f       (Pu  du 

'àp  '^      ')f' 

et  il  faut  trouver  un  «  et  un  ('  satisfaisant  chacun  à  ce  système,  à  (16) 
et  enfin  à  y^  =  o.  Prenons  pour  v  une  intégrale  quelconque  du 
système 


ai' 


s: 


t„  </.l 


lV'(|uation  {{(>)  donne  alors 

expression  salisfaisant  aux  deux  dernières  équations  (/ji),  dont  la  pre- 
mière donne  d'ailleurs 


j: 


(43)  ^  =  ?(.>')^'"'^" 


c.  ,;a- 


La  condition  crinlcgrabilité  de  (  '12)  t-'l  (4^))  savoir 


d-u    d-u 

d.r  dy       dy  dx 


donne  pour  drlennincr  Ç/  l'éipuilion 


(44)  —  =--(Co-C)e 


I       -  J  ((:„  +  (:),/.■  1  II,/) 


(loMl  11'  ini'ini)r('  droit  est  fonction  de  )'  seul,  connue  on  le  V(»il  en  dif- 
fércnliant  par  ra[)port  à  x'  et  utilisant  (3;)).  En  prenant  pour  ^/  une 
intégrale  [)arliculièrc  quelconque  de  (/i2)  et  (4'^))  O'i  ^  donc  liois 
fondions  f/,  c,  0  salisfaisant  à  (id),  (21  pour  «),  (21  pour  c)  et  (22), 


SUR    LES    ÉQUATIONS    ENTIIE    TliOIS    V.VIlIAnLES.  ^3 

et  d'ailleurs  ^  =  o.  Déterminant  ensuite  les  /,,  g^  (/  =  i,  2,  3)  par 

les  formules  (i  i),  (9),  (i3  )  et  (7),  on  voit  que/,  (.r)  =  o;  l'échelle 
des  .r  est,  par  suite,  rectiligne. 

En  permutant  a-  cl  y,  les  formules  du  paragraphe  1  font  voir  que 

,1.     r,       0.       C,     D.     M 
se  changent  en 

(/,     V,    —e,    D,     C,     j^, 

et  il   s'ensuit    que  la  condition  nécessaiic  et  suj/isante  pour  que 
l'échelle  des  y  soit  rectiligne  s'exprime  par  l'équation 

àC       dD 

jointe  aux  équations  (18)  et  ('-i3). 

Afin  de  trouver  enfin  la  condition  pour  que  l'échelle  des  ::  soit  rec- 
tiligne, il  convient  de  prendre  y  et  :;  pour  variables  indépendantes. 
En  faisant,  comme  d'usage, 

_  Oz_  _<l±  .  — ^  —  _i!i_  _  tJ-j 

d-r'  '        ôy  dx-  '        dx  dy  '  dy^  ' 

et  dénotant  par  ^^,  ^7- les  différentiations  par  rapport  aux   nouvelles 

variables  indépendantes,  ainsi  que  par  M^.,  N^,  0^,  C,.,  D^  les  expres- 
sions qui  remplacent  M,  N,  0,  C,  D,  savoir 

o.r  oy         Mj,    03 

oy      . 

0   ou  ov        ou  Ôt' 

of  ôz       oz  oy 

P    ^ /^'"  â''        °''''   ou  o-u     ôr  o-c    ou  \    _|j 

V  oy*  oz        ôy^  oz        "  oy  dz  ôy  oy  dz  ôy  J         ' 

^         /ô*i'  ou       ô-u  01)  o-c    ou  ô-c    ôu\      ,, 

\oz'    ov        oz'  oy  oy  oz  oz  oy  oz  oz  J 
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les  formules  élémentaires  bien  connues 

A  -  iL—'l  — 
ày  ~  dy       p  Ox 

à   \     ô 

S:        p  à.r 

donnent,  en  tenant  conijite  de  (12)  et  (1^), 


(46) 


'Mx- 

n 

N.= 

— 

e'^.= 

- 

Cx  = 

1 
P 

p- 

+ 

t 
-7  ^ 

D- 

2.Î 

-J- 

11. 

7 

D,= 

1 
P 

p 

= 

-1d 

7 

2.Ï 

/"7 

-t- 

i 

'/■' 

' 

I).= 

M 

.C,+  N.r. 

^17 

+ 

0t).r   _ 

oy 

1 
P 

[dy 

4- 

3 
P 

ôx 

ogM 

Sz 

4- 

or 

1 

(   âC 

)■ 

D'ailleurs  il  est  évident  que  les  équations  (23),  par  leur  signilica- 
tion  même  comme  conditions  nécessaires  etsuffisantes  [avec  (18)  qui, 
d'après  (46),  se  transforme  en  elle-même]  pour  que  (i)  soit  réductible 
à  la  forme  (4),  restent  invariantes  pour  le  changement  de  variables  en 
question.  Il  s'ensuit,  d'après  (45)  et  (46))  T'C  /^  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  l'échelle  des  :;  soit  rectiligne  s'exprime  par 
ré([uali()n 


(47) 


,)y 


ôx 


<r-  logM 

dxdv 


jointe,  bien  entendu,  aux  ('(juations  (iH)  et  (2'}). 

D'après  ce  (jui  précède,  les  conditions  pour  que  plusieurs  des 
échelles  soient  rectilignes  s'obtiennent  en  combinant  les  conditions 
pnm- (|iic  les  échelles  individuelles  le  soient,    i'ar  exemple,   les  é(|ua- 
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lions  (37)  et  (15)  donnent 

et  les  équations  (23)  sont  alors  identiquement  satisfaites;  il  s'ensuit 
que  (l'*^)  <^l  (18)  expriment  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  les  échelles  des  x  et  des  y  soient  rectilignes  à 
la  fois. 

Enfin  les  équations  (37),  (4-5)  et  (47)  donnent 


(49) 

OC  _0D  _  J'-logM 
Oy        Ojs         Oj:  Oy 

L'équation 

(^HogM  _ 

O-r  Oy 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
donnée  (i)  admette  une  représentation  nomographique  à  Irais 
échelles  rectilignes. 

On  peut  démontrer  directement  que  les  équations -r— = -j— =  o, 

D  =  MC  +  N  possèdent  une  intégrale  commune  lorsque  — — -. —  =  o; 

cependant  il  vaut  mieux,  en  vue  des  développements  qui  vont  suivre 
au  paragraphe  -i,  procéder  de  la  manière  suivante.  L'intégrale  de  (5o) 
est  évidemment 

cp'(^) 

cp  (a;)  et 'ji  (y)  étant  des  fonctions  arbitraires.  La  première  des  équa- 
tions (i4)  devient  alors 

0\z.  o(..:)-t-'|(j)]  ^^ 

dont  l'intégrale  générale  est  visiblement 

(5i)  9{a-)  +  'Mj) +7.{  =  )=o, 

•/(:;)    désignant    une    nouvelle    fonction     arbitraire.    Or  (5i)   peut 


7b 
s'écrire 
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9  (  .r  )         —  1      I 


de  sorle  (|ue  la  conclitioii  (>h)),  nécessaire  d'après  (/19),  esl  aussi  siif- 
fisanle. 


3.        Sur  la  détermination  de  u,  c  et  0  lorsque  C  est  connu. 

Supposons  que  les  échelles  des  .r  et  des  y  soient  courbes  toutes  les 
deu.v,  c'est-à-dire  que 


(52) 


()/  à.v  ^ 


dy        ôx 


^o. 


?s'ous  allons  voir  maintenant  coninicnt,  supposant  C  connu,  //,  v 
cl  0,  et  par  suite  les /,•  et  ^,,  s'obtiennent  par  des  dinércntiations  et 
éliminations.  La  question  revient  évidemment  à  la  recherche  d'un 
système  fondamental  w,,  Wo,  CO3  de  (26). 

La  première  équation  (26)  peut  s'écrire 


d'où 


i)j:  \  ôx        3 


'  d't^         I 


^^")  =  I^(L  '  3 


-; (-  TT  C  0)  r=  O  (  y  )  e'^>^ 

(}x        3  '    -^ 


C=3  __log    2-—  -1-  -— 
ôx         \    ôy        ôx 


Or,  d'après  (  r2  ),  la  première  des  équations  (2'3)  peut  s'écrire 

(53) 

de  sorte  que  nous  obtenons 

,,,,  ô'.>        I  „  ,     J    OC       ÔDY 

L'intégrale  générale  de  (54)  esl 
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OU,  en  verlu  de  (53), 


OC       dD\- 

''  ày  '^  dx) 


['M..^,<r./(.f.S)-], 


OU  bien,  en  appliquant  encore  une  fois  (53), 

V  ây  '^  ôx) 
La  deuxième  équation  (2G)  s'écrit  aussi 

et  en  y  substituant  (54)  et  (55),  il  vient,  après  quelques  réductions, 

'}(j)  =  3?'(y)- 

Nous  obtenons,  par  suite,  de  (55) 

(56)    co  = ' .i3.'(K)4-.(^)r.,i^log(.f  4-^)+d|J. 

Vdy'^  O.r) 

En  substituant  cette  expression  dans  la  dernière  équation  (26), 
nous  obtenons  pour  ^(j)  une  équation  différentielle  linéaire  et  homo- 
gène du  troisième  ordre 

H(9;  .r,  r)  =  o, 

dont  les  coeflicicnls  dépendent,  a  priori,  de  x  cl  y.  Or  à  un  système 
fondamental  w,,  w.,  w,  de  (26)  correspondent,  dans  (5G),  trois  fonc- 
tions 9,(7),  92(7),  ?3(7)  linéairement  indépendantes  satisfaisant 
à  H  =  o  ;  il  s'ensuit  que,  dans  celle  dernière  équation,  les  rapports  des 
coefficients  sont  indépendants  de  r.  On  obtient  donc  une  équation 
H  (9;  Xi,  y)  =  o  équivalente  à  11(9;  ^'O')  —  ">  ^"  faisant,  dans  la 
dernière  équation  (26),  a;  =  a-,  =  consl.  et  y  substituant  l'expression 

(56)  pour  oj,  après  y  avoir  posé  x  =  Xi.  Mais  en  faisant  w  (ar,-,  y)  =  o, 
c'est-à-dire,  d'après  (56), 

(57)  3^'(/)-90)['4los(^f +^)-'5]..^,.-o, 
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la  dernière  cqualloii  (2G)  avec  a- =  a:,  esl  satisfaite,  et  par  suite, 
réquation  H  (^;  a;,-,j)  =  o  ou  son  équivalente  H(o;.r,j')=o. 
Comme  la  deuxième  équation  (23)  peut  s'écrire 


(58 


D  =  -^lo.'( 


'JC 


on  voit  qu'une  intégrale  particulière  de  (ïy)  est  donnée  par  l'expression 

(59)  ?.{}')  = -, r~> 


âC 
.Oy 


et,  en  vertu  de  (5G),  (07)  et  (5()),  les  expressions 

t 

(  Go)  0),  :=  


Oy        O.r  ).r-.y,  \  Oy        "  d-r  /.,=.,,  \"  dy  dx  ) 


(         0  ,    [  OC      oy)\     ,, 
\    0  ,    (  oc      â\y\      .^ 


('■=',2,3) 


sont  des  intégrales  particulières  du  système  (26). 

l'eul-on  déterminer,  dans  (Go),  les  constantes  a;,,.x\,X3  de  sorte 
queo),,  Wo,  CO3  forment  un  système  fondamental?  Pour  cela,  il  faut 
et  il  suffit  que  A(oj,,  Wj,  CO3)  :^  o.  En  se  reportant  à  (28),  il  esl  clair 
que 

A(w,,  W2,  W3)  =  — A(p^i),,  pw,,  pwa), 

1 

quelle  que  soit  la  fonction  p,  et   on   faisant  p  =  yij^-\-  -^  )   ,  (;îG) 


nous  donne 


A(fj)|,0)2,&)3)  : 


'ày 


O.i 


OC      £D 

Ov       Ox 


3^;.(,-)4-9-(i)|2^io4^^  +  ^)  +  r3j: 


?/(j) 


oc     Oïl 

Oy       Ox 


,    J-     J'  ,      /'    oc       0\)\      OU 
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OU,  en  rcdiiisanl  le  déterminant, 


79 


A(t,),,  (02,0)3)  =  — 9 


?■(/)     ?s(7)     ?.-,  (r) 
?i(7)    ?2(j)    9'Ay) 

?"i(y)    ?'^(,r)   93 (j) 


En  posant  0,0')  =  e'''-'^',  on  trouve 
(61)         A(u,,  C02,  uj)  =  — 9  e'!'.W+'!'.(r)+'{',(r) 
et.  d'après  (37), 


i;'(7)  +  [f,(r)]'- 


Choisissons  d'abord  x\  et  a;^  de  sorte  que 


(62) 


'V^i.r)    '^'Ar) 


4';(j)-'f,(,r)?^o- 


ce  qui  est  toujours  possible,  car  autrement  2-ploc;(  1-^ — 1-  y-  )  4-  U 
serait  indépendant  de  ce,  c'est-à-dire 

à   r     <)  .      f    oc       ÔD\       ^"1 


l;r-  +  -y-  =  O, 


contrairement  à  l'hypothèse  (32).  Avec  ces  valeurs  de  x^  et  x.,, 
supposons  que  l'expression  (61)  s'annule  quel  que  soit  a^j  ;  en  écrivant  x 
au  lieu  de  a-,,  et  '\i3(^x,y)  au  lieu  de  '^^{y),  on  aurait  donc 


f.(r) 


^'2.(j; 


'^'l(j)  +  ^'.(j)'  l'ioo  +  f.ij: 


OU,  en  développant  et  tenant  compte  de  (G2), 


,03,  ^!±(iil.[l^l^]'-,„-, 


ày 


Hy)- 
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DilTérentions  cette  équation  par  rapport  à  x\  comme  nous  avons 


il  vient 


à.r        dy  3  \"  dy       dx 


-f- 


Difï'érentions  encore  une  fois  par  rapport  à  .r;   en    tenant  compte 
de  (23),  nous  obtenons 

()  r„/   OC       àUXl         ÛD  /   àC       ()Y)\         ,_/   ôC       dD\ 

=  -3=c(7)C(^.^-H  — 

et  en  éliminant  x(y)  à  l'aide  de  (0/|),  il  vient  enfin 
ôC         dT)\  (   t>C       dVi\ 

contrairement  à  riiypothèse  (5?.). 

Par  suite,  si  les  échelles  des  x  et  des  y  sont  courbes,  on  peut  choisir 
les  constantes  x,,  x.,,  x-^  de  façon  qu'en  calculant  w,,  w^,  0)3  par  la 
formule  (Go),  ces  fonctions  forment  un  système  fondamental  de  (2G); 
les  formules  du  paragraphe  I  donnent  alors  les/,,  gi  par  des  différen- 
tiations  et  éliminations. 

Si,  par  exemple,  l'échelle  des  x  était  rectiligne,  celles  des  j' et  des  z 
courbes,  on  j)rendraity  et  ;  pour  variables  indépendantes;  la  méthode 
que  nous  venons  de  donner  s'ap[)lique  donc  toutes  les  fois  (pic  l'une 
des  échelles  au  plus  est  rectiligne.  Le  cas  de  deux  échelles  rectilignes 
et  la  troisième  courbe  sera  traité  au  paragraphe.);  nous  y  verrons  que 
les/,,  gi  s'obtiennent  encore  sans  quadratures,  par  des  différentiations 
et  éliminations.  INous  tournerons  maintenant  notre  attention  sur  le  cas 
où  l'équation  donnée  admet  une  représentation  noinograj)hi(pic  à  trois 
échelles  rccliliirnes. 
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4.  —  Le  cas  de  -— — ; —  =:o. 
ux  oy 

Dans  ce  cas,  en  calculant  M  d'après  Téqualion  donnée  (i),  on  oblienl 
une  expression  de  la  forme 

(65)  M=r»!(.i-)|3{  r). 
En  posant,  pour  arriver  à  Téquation  (5i), 

(66)  .^(.^)=:yj^,         4>(,r)  =  -J>(,r)^/j. 

et  prenant  9  et  ■]/  pour   nouvelles  varialiles   indépendantes,  l'équa- 
tion (i)  se  réduit  à  une  équation  entre  s  +  '|  et  z,  dont  on  tire 

?+'!=  —  '/(-)• 
Pour  obtenir  l'équation 

(5i)  'j(.r)  +  '|(7)4-7.(c)=o. 

il  faut  donc,  en  dehors  des  éliminations  usuelles,  les  deux  ipiadra- 
tures  (6()). 

Par  un  changement  de  variables  (5i)  se  réduit  à  la  forme 

(67)  j?  +  r-t- ;  =  0. 

Nous  en  avons  déjà  rencontré,  à  la  tin  du  paragraphe  2,  une  repré- 
sentation nomograpbique;  nous  verrons  qu'il  en  existe  d'autres  essen- 
tiellement différentes. 
L'équation  ((J7)  donne 

M  =  —  I ,        N  =  o  ; 
par  suite,  d'après  (18), 

(68)  ■     D=— C, 


et  introduisant  cette  valeur  de  l)  dans  les  équations  (u'î),  il  vient 
(69) 


f)y\<).c        3   "  /  â.c\d.r        1 


\       à  [OC        I  ,,,\  d  ,  ôC        I      \ 
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Four  trouver  toutes  les  représentations  nonioj,nii|)liiqucs  0)0(67), 
il  faut  intégrer  complètement  ce  système  (Cip).  On  trouve  iinniédiate- 
menl  deux  intégrales  premières,  savoir 


(7") 


OC       1  .^,  ,    ,        ,      . 

h -C-=      6'J/(.r-i- 21), 

(/va 


de  sorte  que  ce  système  est  équivalent  au  système  ((i;)).  Ka  coïKliliiui 
d'intégrabilité 

donne,  en  tenant  compte  de  (70), 
.(71)       ,     [■|(.^•  +  2J)  — 9(2.r  -j-  r)]C  =  9'(2.c4-;-)  -i-<{>'(.r-+-2/). 

Dans  ce  (|ui  suit,  il  convient  de  distinguer  les  quatre  cas  suivants: 

].  o'=:|'=o; 

II.  ©'=0,         ']''^o; 

III.  o'^o,         di';=o; 

IV.  o'jz£o,  lJ;'jcO. 

Cas-  I  :  ç,'  =  'jr'  =  o.   —   On  a  ç>  =  const.  =  c, ,  '1  =  consl.  =  t\,  et 
pour  C  ^^i^  o,  (71)  donne  c,  ^  c,,  tandis  que  pour  C  =  o,  (70)  donne 

c,^  c.2^  o.  On  a  donc  toujours  c,  =  c.,  =  —  :^c;  l'équation   (71)  se 
réduit  à  une  identité,  et  (70)  devient 


d'où 


et 

(72)  C  =  y{x—j).  y'{x-y)  =:  ]-[y{j;  —  y)y^'>.c. 


,)C 
Or 

I 

•C 

--t-  2C. 

OC 

=- 

-( 

2 

2 

oc 

O.v 

-+- 

OC 
Oy- 

0 

SI  11  ij:s   éocations  enthe  tiiois   vMti\nLES.  83 

Il  faut  maihlcnnnl  sulxliviser  notre  cas  de  la  manière  suivante  : 
la  :  c  =io;  ip:c>o;  Iy:c-<o. 

Cas  la  :  r  =  o.  —  Les  équations  (72)  deviennent 

(73)  C3=-/.(.r-j),  Z'=^-//- 
Subdivisons  encore  ce  cas  en  deux  : 

la  I  :  y  :=  o  el  laa  :  /  5=:  o. 

Cas  la  I  :  y  =  G.  —  Les  équations  (7 3)  donnent  alors 

(74)  C  =  o 

et  ((J8),  D  =  o;  le  système  (^2)  admet  l'intégrale  particulière 

'5-0, 

et  avec  ce  choix  de  0,  les  équations  (iG)  et  (22)  ont  pour  intégrales 
particulières 

En  calculant  lesy,  et  g^  par  les  formules  (1  1),  (9),  (i5)  et  (7),  nous 
trouvons  l'équation 


;75) 


=  -{.r  +Y  -h  :)—-o. 


Nous  dirons,  pour  abréger,  que  deux  noniogranimes  appar- 
tiennent à  la  même  famille  quand  leurs  équations  de  définition  (/i) 
et  (5)  sont  liées  par  l'homographie  (Gj;  à  deux  nomogrammes  d'une 
famille  correspond  donc  la  même  valeur  de  C  et  inversement 
(théorème  fondamental  du  paragraphe  1),  et  nous  appellerons  para- 
mètres de  la  famiile  les  constantes  arbitraires  entrant  dans  l'expres- 
sion de  C.  Nous  dirons  encore  que  toutes  les  équations  obtenues  en 
faisant  varier  les  paramètres  forment  une  classe. 

L'équation  (75)  fait  voir  que  le  cas  lai  embrasse  une  famille  de 
nomogrammes  à  trois  échelles  rectilignes  et  concourantes,  el  n'ayant 
pas  de  paramètre.  Cette  famille  a  été  découverte  depuis  longtemps 
par  M.  d'Ocagne. 


8.' 
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Cas  \%i:/  7^  <>.  —  La  dcuxirmo  l'iiualioii  (7^)  donne  alors  en  l'inlé- 
granl 

=  -{X ))  -f-  COI) st. 


I  I    / V 

7.      2 


où,  bien  enlendu,  c'est  la  différence  x^  —  j„  (jui  esl  la  constante  arl)i- 
trairc;  la  première  écjuation  (73)  nous  montre  alors  que 

(76) 


.)•  —  y«  - 


Cette  expression  fait  voir  que  les  échelles  des  x  et  des  y  sont  courbes; 
la  méthode  du  paragraphe  3  fournit  l'équation  nomographique  corres- 
pondante, et  nous  pouvons  nous  borner,  par  suite,  à  écrire  cette  équa- 
tion et  vérifier  qu'elle  donne  bien  la  valeur  (76)  pour  C. 

Désignons,  ici  et  dans  la  suite  du  paragraphe  présent,  par  r„  la 
constante  déterminée  par  la  condition 


(77)  ■"■" 

l'éiiualion  en  question  s'écrit 


v„-l--„=o; 


(78) 


(<"- 


y—y«      (.'■-/")' 


(.r  — ■/■„  —  / -yo)(-r -H  y  +  z)  __ 


Nous  en  tirons  successivement,  à  l'aide  de  (8),  (i())  et  (17), 


y  —  jo 


e«C: 


l 

/-■  — 

■''0 

Hy- 

-.r«)' 

X  — 

-  X 

.-y 

-,yo 

( 

r  — 

J- 

y  (y- 
1 

-y  or 

(•'■---?•«)"(.)•  -Jo)' 


d'où  l'e\|)ression  (7<J)  pour  (J. 
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D'après  (78),  le  cas  17.2  donne  lieu  à  une  classe  de  nomogrammcs 
où  les  échelles  des  x  et  des  y  sont  supportées  par  la  même  coni({ue, 
Féchelle  des  :r  étant  rectiligne  et  tangente  à  cette  conique.  Les  familles 
contiennent  un  paramètre,  savoir  a-,,—  y„.  Ces  nomogrammes  ont  été 
découverts  par  M.  Clark  (').  Vient  ensuite  le 

Cas  ip  :  c  >  0.  —  En  faisant  c  =  «■,  où  nous  pouvons  supposer  par 
exemple  a  >  o,  les  équations  (72)  donnent 


(79) 


C  =  —  la  colff  (: 


y»), 


et  l'équation  noniograpliique  devient 

(80) 


co\.a{x  —  Xo)  col^rt(x  —  x^)  I 
colaiy — j'o)  c(iC-a{y — y„)  i 
cola(  ;  —  ;„)  —  i  i 

i\na\x  — ■  a-Q  —  y  —  .)'o)  sin(7(;i'  -i   y  -f-  z) 


sin-rt(.r  • —  x„)  siii-rt  (  r  — Vo)  sinrt(  c  —  z^) 


dont  nous  tirons 


u  ^      co\.a{x  —  Xn)  -+-  co\.a{y  — i'q), 
('  =r  —  cola(.r  —  .Tij)  cota(/  — _i'o), 
0_  a-  s'\na{x  —  ^g  —  Y  —  ya) 


îG=- 


sin^«(.-r  —  x^)  sin^f/(/  —  y^) 

2  a'  cos  a  (  ^  —  .2'o  —  y  —  y,,  ) 
siii'(7(^  —  x„)  siir'rt()-  — y„) 


et,  par  suite,  l'expression  (79)  pour  C. 

L'équation  (80)  fait  voir  que  le  cas  l[ï  donne  lieu  à  une  classe  de 
nomogrammes  aux  échelles  des  x  et  des  y^  supportées  par  la  même 
conique,  l'échelle  des  jetant  rectiligne  et  ne  coupant  pas  ladite  conique. 
Il  y  a  deux  paramètres,  x„ — y^  et  a.  Ces  nomogrammes,  dans  le  cas 
pailiculier  «  =  i ,  sont  également  dus  à  M.  Clark. 


C)  Théorie  générale  des  abaques  d'alignement  de  tout  ordre  {Revue  de 
Mécanique,  1907).  —  Voir  aussi  :  R.  Sorkau,  Nouveaux  types  d'abaques,  elc. 
{Mémoires  et  comptes  rendus  de  la  Société  des  Ingénieurs  civils  de  France, 
1906).  —  d'Ocagne,  Calcul  graphii/ue  et  /Voniographii',  p.  aSô  et  suiv. 
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Cas  Ir  :  c  <  o.  —  Il  faiil  subdiviser  ce  cas  en  deux  : 


'  7  '  •  -  X"  •+-  2  e  =  o 


I  y  2  :  -  y-  -H  a  c  p^  o. 


Cas\-(  I  :  --/-  +  2c  =  o.  —  l'>n  désignant  par  a  une  conslanle  réelle 
et  difrérenle  de  zéro,  on  aura  alors 
(8i)  C  =  «. 

Le  syslènie  (22)  admet  l'inlégrale  particulière  définie  par 

les  é(iuations  (  iG)  et  (21)  seront  satisfaites  en  faisant 

et  les  formules  (i  i),  (9),  (i5)  cl  (7)  nous  donnent  l'érpiation 


(82) 


e-"y 


g-ay(^ga{x+y+-.)_  ^^ 


Par  suite,  le  cas  lyi  donne  lieu  à  une  classe  de  nomogrammes 
à  trois  échelles  rectilignes  non  concourantes,  classe  renfermant  un 
paramètre  a.  Pour  a  =  ±  i,  ces  nomogrammes  ont  été  découverts  par 
M.  d'Ocagne,  qui  a  d'ailleurs  remarqué  que  les  deux  familles  «  =  i 
et  a  =  -  I  sont  dinérentes  homograpiii(jueinent,  circonstance  mise 
immédiatement  en  évidence  par  noire  théorie  générale. 

Cas\-^2:  -y-  -\-  ic  ^o.  —  Faisons  c  =  —  a\a  >  o,  et  introduisons 
les  fonctions  hyperboliques 

sli  J-  rz:  —  /  sinj.r, 
dix  =:  COSj'j", 

col  11  .r  =:       /' col(.^, 
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La  comparaison  du  cas  1(51  nous  donne  immédialement 

(83)  C  =  —  2a  colU a{.r  —  .r„—   v  —  J'o  )■ 

colll(7(.^■ —  uCa)     colli-a(.f  —  ./■„)      I 
(8.1  )  collin(y— jo)     coi1k«(j— y„)      i 

—  collin(5  —  :■(,)  '  I 

sha(.r  —  j:„  —  y  —  >'o)  slirt(.r  -+-  y  +  ^) 

sli*rt(.z' —  .rj  )  slr'M(  V —  y„)s\io{z  —  ;„) 

D'après  (84),  le  cas  h[i  donne  lieu  à  une  classe  de  noniogrammes 
renfermant  deux  paramètres,  x^ — y„  et  a.  Les  échelles  des  x  et  des  jy 
sont  supportées  par  la  même  conique,  laquelle  est  coupée  en  deux 
points  par  réchelle  recliligne  des  :;.  Pour  a  =  i,  ces  nomogrammes 
ont  été  découverts  par  M.  Clark. 

Il  faut  envisager  maintenant  le 


Cas  II  :  cp' =  o,  '^  ^  <>.  —  Comme  '^  =  consl.  =^  c,  l'équation  (71) 
donne 

■^(X  -H  2j)  —  c' 

or,  d'après  (Gy),  x  -h  2y  :=  y  —  ;,  de  sorte  que 

Eu  prenant^  et  :•  pour  variables  indépendantes,  les  formules  (4^) 
font  voir  que  C^  =  C,  de  sorte  que  nous  n'avons  qu'à  répéter,  avec  les 
nouvelles  variables  indépendantes,  la  discussion  du  cas  I.  Les  cas  lai 
et  lyi  ne  nous  donnent  rien  de  nouveau,  tandis  que  les  autres  cas 
conduisent  aux  classes  suivantes  de  nomogrammes  coniques  : 


(85) 


(86) 


—  .'■"     (.''—J")' 


(---^«)^ 

■  cola(x  —  ,-£■,)) 

cola(f-yo) 
colrt(3  —  ;J 


G=r 


)+2(j— J„) 


col'a(j— j„) 
col'rt(;:  —  -"o) 


88 
el 


(87) 
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C  =:  9. (7  col a{.r  ■ —  .r„  +  ■?./  —  >'o), 

colhfl(.r  —  .ro)  1  < 

colIu/(j —  Yo)     colU-a{y — y»)      '      =  o, 
C(>llia(:;  —  -^u)     cfilli-a(3  —  s»)      ' 
C  =  2  a  coth  rt(.r  —  Xa  -h  ■.'■y  —  ,)o  ) 


(,'(i.s  III  :  0'=^  o,  .j;'  =  o.  —  Un  raisonnenienl  analogue  au  pi-t'-cédciil 
fait  voir  (jifcn  prenanl  i;  el  x  comme  variables  indépendantes 

C  =  C,  =  7.(;  — ^O; 
nous  obtenons  les  nouveaux  nomogrammes  coni(jiies 


(88) 


(89) 


(yo) 


•r— j-„      (.v  —  .t\)- 


y  -  7" 


:  o,  G 


-  X  —  xo  +  y  —jo 


(=---„)■■ 

(:oU/(j;  —  a-,,)      col-rt(.i'  —  x„)      1 
-  colrt  (  y  —  /o)  —  '  ' 

cola{z  —  ;„)       col-«(;  —  z^)      1 
G  =  2«  cotrt(2.r  —  .'',1  +  y  —  yo)y 
c()l\in{.v  —  j-„)     colli'«(,/'  —  .r„)      1 
—  "nUfi(y  —  yJ  I  I 

rolli<((; — ;„)       colIi-«(;  —  z„)       i 
G  =:  :>«  collirt(2.r  —  .^o  +  J  ^/o) 


Vient  cnlin  le 

Cas  IV  :  (^' ^  o,  '-P't^  0.   —  Posant  pour  le  moment  2.v  -h y  =  A, 
x  ■+-  ■2y  —  [j.,  l'équalion  (71)  donne 


{<)>) 


G 


,  _  o'O.)  +  |'(p.) 


et,  en  substituant  cette  expression  dans  Icsécpialions  (^o\  nous  obte- 


(g'-î) 
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[■];(pO-?(À)][2?''(>-)  +  'f'(F-)]+7[9'H'.)-'yHF)]=-6?(>.)['MF)-?('')]', 


En  soustrayant  et  divisant  par  ^i  u.)  —  o(a),  nous  en  tirons 

o"{i)-Y{p-)  =  (^VrO)-'V{F-)l 

et  par  conséquent,  A  et  u.  étant  des  variables  indépendantes 

^"  Q.)  —  &'f{l)  =  cons\.  —  —  ^-  g,, 
.y'(^)-6.J;Mi^)  =  -^é'2- 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  i':^'Çl.)^  la  seconde 
par  2];'(;j. )  et  intégrant,  il  vient 


(93) 


g',  et  g'j  étant  de  nouvelles  constantes,  et  substituant  les  expres- 
sions (93)  dans  l'une  ([uelconque  des  équations  (92),  celle-ci  se 
réduit  à 

(94)  g'z  =  g3- 

Introduisant  la  fonction  elliptique  pu  de  Weierstrass,  nous  voyons 
que  les  intégrales  générales  des  équations  (93)  deviennent,  en  ayant 
égard  à  (9I), 

l(i^)  =p.(iJ-—F-o;g,-g3)- 

où  "a„  et  |x„  sont  des  constantes  arbitraires.  Kn  faisant  A„  =  2a;„  +  _)'o, 
u.„  =  Xa+  2.yf,,  nous  obtenons  de  (91) 

,    -,     r       ,p'(.r  —  .ro+a,)'—  >o;g't,  ^'3)  +  ,p'(2.r  — Xq-h  X— jo;^s,g'3) 
(9.))     G  =  — ^ == r /  T' 

p{T  -  x„H-  27  -  r„  ;  i'a,  g^)  —  J'I-î-r  —  -^^o  +  j  —  jo;  i's,  g%) 

expression  renferniaiit  ipiatre  constantes  arbitraires  -x'oi^o)  g^i  p's- 

Jourii.  de  Math.  ( 'i'  séiie),  lome  VlII.   —  Kasc.  I,   191a.  I- 
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lui  ver  lu  (le  (')-),  l'expression  précédenle  s'écrit  aussi 

Q  _  .P'(j  —  Jo  — "  —  :■»)  —  }>'(=  —  -'o  — -r  —  -^o)^ 
.P(/— /o—  =  —  -»)  —  p('-  -  --0  — ■'■  — -r„) 

et  en  ap[ilii]ii;inl  la  foruuile  hicn  connue 

r   jj  u  —  p'i' 


(96) 
il  vient 


■'•    T"'-P 


■  (»  -H  r)  —  —  Il  —  —  1', 


c.-,[| 


(97)    C—— •?    -{■r  —  x„—r—v„)-^  —  {y—j\ 


■:o)+'^(--=o--■^■—^'''^\ 


ou,  par  une  nouvelle  application  de  (<)<>), 

p'  (  X  —  ./■„  )  +  p'  (  J  — Vo)         ^'(.r  —  .>-n)+,p'(j  — ^0) 


(98)       c 


j-i(.c  — ^„)  — ji(,v— j„)         J'(j'  — r,,)  — ,p(--  — ^o) 
,p'(---c„)-t-,|/(.r^.r„) 


formules  symétriques  en  i',  J',  :r. 

Iv'équaliou  nomographique  correspondant  à  cette  valeur  de  C  est 


(99) 


,]>(.»•  — .(■„)      jy(,r_a-„)      I 

]'(.>■—.,'•<.)    J''(7-/o)     • 

p(z-:„)      p'(:.-z.„)       , 


En  effet,  cette  équation  est  d'abord  équivalente  à  (()7),  en  vertu  de 
la  formule  bien  connue 


r(«  —  !■)  ï(r  —  II')  a'{ir—  h)  :?(«  -f-  c  +  n') 


,1'"      J'  "       ' 

jur     ,,.',,•      I 

en  second  lieu,  nous  véi'ifierons  de  la  manière  suivante  (pielle  conduit 
à  la  valeur  (98)  de  C.  Les  équations  (  S  )  et  (9)  donnent 

(,00)       „  .. ,p'(.^-..,.)-p'(.r-..-o) 

p{-r  —  x„)  —  p{y—y„) 
=  2  ~  {a;  —  x„  +  y  —  y,)  —  2  ^  {.V  —  X,)  —  9.  ^  (y  —  y„  ) 

=  - -■<  [I  (•'•  - -To)  +  ^  (  r  -  .v„)  +  ^  ( 3  -  5„)  I , 
c  =  p'{x-  .r„ )  —  „p(.T  —  .r„ )  =  p'{y—y<,)  —  "p{y  —  yo): 
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d'où 


(lOl) 


(102) 


(.o3) 


Ou  ôti 


àv  du     , 


dr 


du 


à  y 


,l'(-^-.'-o), 


e'*=4[,p{.-r  — -«■«)- j>(,r—j>,)llji( y -ro)-J' 

x|.|.(c-^o)-J) 


d'u 
d.v-- 


■•'[]''(■«■-•'■«)+ J''{-  —  -o)] 


.p'(--- 


d-'v  d'à     ,  ^ 


_  ,p'(g  —  Jq 


d.f-' 


et  enlin 

(•o4) 


dx-' 

dHi 

dx  dy 

d-v 


d'u 


P(5-=« 


du 


-{-p'{x  —  x„)  du 


—  p(x--xj    ôx 
-^-  p'{x  —  a-,i)  di> 


p{x  —  x„)    dx 


,      )     P('ï'  — •'■■0)  —  x-P'(■^~•^''')• 


dx  dr 
De  (i<)3)  et  (loi)  nous  obtenons 

p'(3  —  Zo) -h  p' (x  —  x^)fdu  dv        du  dv\ 

~~        p{z  —  z,)—p{x  —  x,)\àxàY        dy  dx)' 

__  p'(j  — So)+p'(-r  — J?o) 
~         P(=  — =0)  — P(-r--^o)  ' 

ainsi  que  de  (  io4)  et  i^ioi) 

,     n^        l   d- u     di'  d-f     du' 

(106) 


dx  dy  dx       dx  dy  d. 
=:  2 


d^u     du  ^    ,  ,  ,  , 


dx  dy  dx 


du  du     . ^  ) 


•^-P'(=-^o) 


2  p'  (  J-  —  J',,  ) 


p(j  — yo)  — p(=  — =0)       j'(.î'  — ^0)  — p(.>--jo) 

p'(j— .n)  +  p'(j  — "J  _^  p'(/— yo)  — .p'(-  "  ^0) 
p(/— ;'o)  —  p(  =  — ~o)         p(r— .Vo)  — p(-  — -0) 

p'{x  —  Xa)  +  p'(  )•  -Jo)  _  p'(.z:  — ^J  — p'(  )•—  Vq) 
p(:r— a-o)  — p(j  — 7„)  P(^  — «■0)  — P(V  — Jo) 

p'(.r— 7o)+p'(^—  -0)        p'(j;  — Xo)  +  p'(.v  — jo)^ 

P{7— /o)— P(3—  -0)  P(-»  — ■J?0)-P(.,V  —  /o)    ' 
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car  réqiiatioa  (<)c)  )  peut  s'écrire 

,!>'(/ —  .>'o)  —  .P'(^  —  ^..)  _  .p'(.r  — -r,,)  — ,|)'(.)'  — /o). 

\P'.''— Jo) 


r(.>'— .'•..)  — ,1' 


:,."> 


,(.r-. 


Kn  faisant  la  somme  des  expressions  (loï)  et  (io6)  nous  obtenons 
donc,  en  vertu  de  (17),  la  valeur  (98)  de  C. 

Nous  voyons  que  le  cas  IV  donne  lieu  à  une  classe  de  nomo- 
grammes  à  quatre  paramètres  Xg,  y^,  g..,  g,,  où  les  trois  échelles  sont 
supportées  par  la  même  cubique  de  genre  i,  transformée  liomo- 
graphique  de  la  courbe 


Les  cas  particuliers  où  la  fonction  elliptique  pu  dégénère  inéritent 
d'èlre  mentionné?.  Ils  sont  caractérisés  par  la  relation 


ce  qui  conduit  à  distinguer  trois  cas. 

Supposant  d'abord  g..  >  o,  ,i':,  >  o,  on  aura 

4   ,  8    , 

O  27 


(•07) 


P"  = 

a-           a- 

siii-(7//         3 

)  devient 

1 

cos«(.r  —  .Cf,) 

siiiV/(,/-  —  ,r„) 

siii^«(.r  —  j-d) 

1 

cosa(j'— jo) 

Sill'rt(j—  Vo) 

sin'«(j  — Jo) 

1 

cosa(=  —  ;„) 

ii,r-(i(z  —  :,) 


iir(7(  ; 


--0) 


L'équation  (107)  définit  une  classe  de  nomogrammesaux  Ir 
mètres  a,  Xg,y^,  dont  les  trois  échelles  sont  supportées  par 
cubique  de  genre  o,  hoMiograpiiitpie  de  "^ 

et  ayant,  par  conséquent,  un  point  isolé. 


OIS  para- 
la  même 
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Supposant,  on  second  lieu,  ifn  >  o,  ,i,'3<C  "?  on  aura 


S"3 


r«', 


8      . 
: a'' 

27 


(«>o), 
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et  IV-quation  (99)  devient 


(.08) 


I  cli«(^  —  j-„) 

sU-a(.f  —  j'o)  sli'(7(x  —  .r„) 

1  cllrt(  j  —  Vo) 

slr-(7(  V— )■„)  Sll3«(/— Jo) 

I  cha{z  —  z.„) 


^\i-a  {: 


:„)       sh'a{z-Zo) 


L'équation  (108)  définit  une  classe  de  nomogrammes  aux  trois  para- 
mètres a,  Xg.yo,  dont  les  trois  échelles  sont  supportées  par  la  même 
cubique  de  genre  o,  hoinographique  de 

et  ayant,  par  conséquent,  un  point  double  à  tangentes  distinctes.  Sup- 
posant enfin  g.,  =  g^  =  o,  on  aura 


pu  = 


et  l'équation  (99)  devient 


('09) 


(a- -./■„)'      (-r-.r.r 


iy-y.r    {r-Y,r 


(z-z,r    (:-z.,r 


Cette  équation  définit  une  classe  de  nomogrammes  au\  deux  para- 
mètres Xg,  y„,  dont  les  trois  échelles  sont  supportées  par  la  même 
cubique  de  genre  o,  homographique  de 


et  ayant,  par  conséquent,  un  point  double  à  tangentes  confondues. 

Les  nomogrammes (107),  (108),  pouro  =  1 ,  et  (109)  ontétédécou- 
verts  par  M.  Clark  (loc.  cit.). 
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5.  —  Le  cas  de  deux  échelles  rectilignes, 
la  troisième  étant  courbe. 

Par  un  choix  convenable  des  variables  indépendantes,  nous 
pouvons  supposer  ([uo  les  échelles  rectilignes  soient  celles  des  x  et 
des  V. 

Comme  nous  l'avons  vn  au  j)aragrapl)e  1,  la  condilion  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'il  en  soil  ainsi  s'ex[)rime  par  les  équations 

ÔY  ^  Ox    "  °" 

ICn  substituant  la  valeur  de  D  dans  la  dernière  équation,  il  vient 

..  ÔC       ÔW  ,,      (AN 

M  ^  +  -r-  L  +  -—  =  o 

ou 

dx  ~  ùx  M  d-x 

Or  nous  avons,  on  vertu  de  -—  =  o, 

Oy 

ûh:  _      0  /t;iog\[^      I  Ji\\_     ti-iogM         û    1  os 

~~  ôx ÛY  ~      dy\     àx       '       Màx)^        àx dy     '       <)yMâx' 
d'où 

à  Y  M  àx 


(uo)  C  =  - 


Jxày 


expression  dont  le  dénominateur  ne  s'annule  pas  identiquiMnenl,  car 
dans  ce  cas,  l'échelle  des  :;  serait  aussi  recliilj^rie  en  \erlu  du  para- 
graphe 1. 

Pour  que  les  échelles  des  x  el  des  y  soient  rcelilignes,  celle  des  z 
élaiil  eoiirbe,  il  faut  et  il  suffit  donc  que  l'expression  (i  lo)  satis- 
fasse aux  équations 
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Cette  condition  a  ('lé  obtenue  d'une  manière  toute  difTérentc  par 
M.  Massau  ('). 

Pour  remonter  de  l'expression  (i  lo)  aux /,,  ^,,  M.  Massau  donne 
des  formules  qui  exigent  quatre  quadratures  et,  depuis,  M.  I.ecoriui  a 
donné  d'autres  formules  n'en  renfermant  que  trois  ('  ). 

Je  ferai  voir  maintenant  comment  les  /",  ^i;,  s'obtiennent  sans  aucune 
quadrature. 

Par  une  transformation  liomograpbique  convenable,  nous  pouvons 
faire  coïncider  les  écliellcs  des  x  et  des  j  avec  les  axes  des  \  et  des  •/] 
respectivement,  de  sorte  que  g,  (x)  =/,  (j)  =  o.  L'équation  (4) 
devient  alors 

(112)  O       i,',(r)     I 

/3(^-)     é-3(:)     1 
ou  bien 

(113)  /3à''2-|-/lA'3— /là'2=  o- 

Nous  en  tirons  successivement 

ùz  ^      (,y3-A'.)/;^ 
dx  fiS-i-^  g'J\' 

dy 


("4) 

et 

(m5) 


.M  = 


d\ozU 


/.i  «3  —  O  3  ( /a         2/, 


^jogM  ^     .y;/3-/.;(g-3-2o-.) 


Nous  obtenons  ensuite 

0'-  log M  _  /;  ff,  [g,f,  +  g, (A -  2/. )]  (./Va-;  -  A'3/; ) 


f)x  dy 
ou  bien,  en  vertu  de  (  r  i3), 
JMooM 


(Agi 


■y'     /•,  V' 
)  3.' 1  / 


(,i6) 


ô.v  dy 


f     .y      f    n'    (   f"    a'    tr"    /"■   '\ 

{Agi  +  g'.Af 


('  )    Voir  o'Or.Ar.NE,  TraiLé  de  Nomographie^  p.  !\2î-'\?.-. 
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Les  équations  (i  1/4)  el  (i  iG)  donnenl 


or,  d'après  (i  i3), 


\d.vl  dr      

dx  ôy 


3 -,.-.)' (/.-/.)  f,. 


Si  —  gi=^- 


de  sorte  que 


J3 /l  ~ 


[dx) 


dzVdz^ 

O.Y  _       A  Il 


(^■-losM 


y  1  y  30  3      o  3.1 3 


dxdy 
et,  do  la  même  manière,  on  obtient 


(118) 


dx\dy)^ 
<>-losM 

c'a'  £)/ 


.130  3 


02^303  O  3j  3 


Pour  abréger,  nous  désignerons  par  les  notations  (<l>(.r,  )-,  :))j; 
et  (<I>(x, j',  s))^.  ce  qu'on  obtient  en  éliminant  de  $(./•,>',  s),  les 
variables  ce  ely  respectivement  à  l'aide  de  l'équation  donnée  (i). 

Cela  posé,  les  équations  (117)  et  (118)  nous  apprennent  que 


(■'9) 


\dxj   dy 
(J-logM 
àx  dy 

dx\àyj 

dMogM 

àx  dy 


'(.Oz.(-). 


=  'M/)z^(-): 


où,  bien  entendu,  0,  '1,  /,  ety^  s'obtiennent,  de  l'équation  donnée, 
par  des  difl'érentiations  et  éliminations.  La  comparaison  de  (117), 
(11  iS)  ct(iir))  donne 


/;  =  9/f. 


(..o) 


SI  n'a 


J  30  3       n  sJ  3 


f    o' 

y  30  3  

/  '  „'  _  „»  f  ——/.'• 

/ses  P  3.1  3 
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Remarquons,  en  passant,  que  la  décomposition  en  facteurs  la  plus 
générale  des  membres  gauches  dans  (119)   s'obtient  en  remplaçant 

?  =  -?'         7.1  =  '■'17.,, 

lj>  =:  — 'i,  7'—   C,-/,. 

C,  '  '.--'. 

c,  et  C2  étant  deux  constantes  quelconques.  Or,  d'après  (120),  cela 
reviendrait  à  remplacer  /,,  g.,,  /,,  g-,  par  c,J\,  c,  g.^,  c,  fj,  c,  g^  res- 
pectivement, homographie  laissant  (i  12)  invariante. 
De  Téqualion  (i  iB")  on  lire 

et  eu  substituant  dans  la  première  des  équations  (ii4) 
En  employant  les  formules 

»  3         gï  —  -•       '  /:l         ./  1  —  — -       ' 

y  1  02 


M  :-  ^'  ^  "^ 


la  dernière  équation  (1  l 'i)  donne 

doù  Ton  tire,  en   employant   la  valeur  de  -^  que  nous  venons  de 
donner, 

0^      U'3     /3 //.i.^3-A';(/3-/.) /.  '  /1     ./■; 

ou 

(^'^-        /;a'3-a':,(./3-/,  )  .A  "^  /i      /,  ' 

Or  la  première  équation  (120)  doiim- 

/.     ■•^'      /;     /.     ? 

Journ.  de  Math.   (6'  série),  tome  VIII.  —  Kasc.  I,  1913.  IJ 
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de  sorte  que  l'équation  précédente  devient 


ou  bien 

(121) 


/a  "*"  Si  /i 


9'    ,    /^logM\       '/>       /3^3-^,/i 
9        l,     dr     /,. 

et  l'on  trouve  d'une  manière  entièrement  analogue 
(122)  ^1^ = -^ ^ 

Dans  la  formule  (121),  le  membre  droit  est  la  somme  d'une  fonc- 
tion de  X  et  d'une  fonction  de  ;;  (121)  détermine  par  suite  y  à  une 
constante  addilive  près,  et  la  même  remarque  s'applique  à  la  déter- 
mination de  —  par  (122).  Soient  /,,  g.;,  e^J\,g2  deux  solutions  des 
équations  (121)  (122);  on  aura 

II  I    1 

et  Ton  passe,  par  conséquent,  d'une  solution  à  l'autre  en  applicpiant 
à  l'équation  (112)  la  transformation  homograpliique 

l'^n  définitive,  nous  avons  obtenu  la  méthode  suivante  pour  calculer 
les  fi,  gi  :  Effectuons,  d'une  manière  quelconque,  la  décomposition 
(i  19),  puis  prenons  pour/',  et  g.,  des  solutions  quelconcjues  de  (121) 
et  (122),  faisonsy^  =  g^  =  o  et  calculons  enfin  y.,  et  :;.,  par  les  for- 
mules (i;"))  et  (7). 

6.  —  Les  nomogrammes  coniques  de  Clark. 

Dans  ces  nomogrammes  deux  des  échelles  sont  supportées  par  la 
même  conique,  la  troisième  étant  quelcon(iue;  en  choisissant  conve- 
nablement les  variables  indépendantes,  on  peut  faire  en  sorte  que  les 
échelles  des  X  et  des  y  soient  situées  sur  la  même  conique.  Par  une 
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homographie   convcnal)le,  nous   pouvons   translormor  cette  conique 
en  la  parabole 

et  l'équation  (4)  prend  alors  la  forme 

/,{x)     J'iix)      I 


(123) 


My)    n(y)    ' 


Nous  recherchons  d'abord  une  condition  nécessaire  pour  que 
l'équation  donnée  (i)  puisse  être  ramenée  à  la  forme  (i23)  et  ferons 
voir  ensuite  que  celte  condition  est  aussi  suffisante. 

En  partant  de  (i23),  les  formules  du  paragraphe  1  nous  donnent 
successivement  » 

I"  =/i  -1-/2, 
«'  =  -/,/., 

(>24)  {     _  /;        2/; 

7-2  fi  Jl 


d'où  nous  tirons  immédiatement  la  relation 
()C      ÔD  2/;/; 


(I2Ô) 

En    substituant 
deviennent 

(126) 


dy 


àx 


(A- A) 


l?^o- 


-p  =  y-  dans     les     équations     (23),     celles-ci 


d--i:   _^.  OC 

dx  dy    *      dy 

à'-C    „jjf>G 


Éliminant  enfin  D  à  l'aide  de  (18),  nous  aurons 


(1271 


dn:  _^.dc 

dx  dy         ' dy 
dy'  dy 
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La  première  de  ces  l'-qualions  donne 

,    „,  àC  dC       dM,,       0^ 

(128)  __  —  M-— -t- -— C+ — -, 
oy  (J.v        ()x  Ox 

la  denxième 

(129)  =  c M  ---<--—  C  +  ^- 
dxày  \      Ox        de  dx 

et  la  troisième,  en  y  substituant  la  valeur  (i  28)  de  ^, 

,,    J-C         dM  dC       dM  dC         d'-U  ,.         d'-N 


dx  dy        dy  dx        dx  dy       âxdv  dx  dy 

=  (MC+N)(Mi;^-^-fc-H^V 
\      dx        dx  dx  ] 

OU  en  remplaçant         '    et  -r-  par  leurs  valeurs  (i'->9)    et  (i'-i<S)  et 
réduisant,  en  tenant  compte  de  la  relation  (i4)  entre  M  et  N, 
d-Vi         I   d^\  dW  ,^,       d"-^    _  _L  !^  ^  — 


^  dx  dy        M   ôx    dy  dx  dy        M    dy  dx 

laquelle  équation  donne 


(i3o)  G  =  - 


dy  M  dx 
dx  dy 


Dans  cette  expression,  le  dénominateur  ne  s'annule  pas  identique- 
ment, sinon  nous  aurions  le  cas  du  paragraphe  4,  et  l'échelle  des  z 
serait  rectiligne. 

D'après  le  calcul  cpie  nous  venons  de  faire,  il  faul^  pour  que  l'équa- 
tion donnée  (^i)  soi/  irductible  à  la  forz/ic  (ii'd),  que  l'expression 
(i3o)  de  C  satisfasse  aux  équations 

(i3i) 

dn:   ^^dc 

\  dxd)  dy 

Je  dis  (|U(!  cette  condi/io/i.  est  aussi  suffisante. 

l'ourle  démontrer,  il  faut  trouver  deux  fonctions /,  (^•)  et /.,  (r) 
satisfaisant  aux  deux  dernières  é(juations  (12/1);  la  méthode  du  para- 
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graphe  3  conduit  ici  au  but.  Mais  la  formule  finale  étant  d'une  sim- 
plicité inattendue,  il  vaut  mieux  la  démontrer  directement. 

Désignons  par  jd  une  constante  telle  que  ^  ^  o  pourj'=y„  ('), 
et  écrivons  pour  abréger 

La  dernière  équation  (i3i)  donne,  en  intégrant  par  rapport  à  v. 


OC  _  /dC  - 

().r        \  dx  , 

Considérons  maintenant  la  fonction 


;i33)  ^(.,,^)=v^ 


nous  avons 


6)-C  \         ft)C\    \iàC\  _àC~\ 
dx  Co — C  (C(, —  Cy 


ou,  en  vertu  de  (lii)  et  (i32), 


ou  enfin 
(>34) 


'  dx        ~~2\dy); 


Cette  équation  donne  évidemment 
dx  dy 


,,.„,.,,  ...  .  àC      OU 

(  '  )  Le  choix  (le  la  constante  >,,  e^t  possible;  car  si  -; —  =:— r—  =  o,  nous  serions 
■^  '^  dy       dx 

dans  le  cas   du  paragraphe  '6  où   les  échelles  des  x  et  des  y  sont  reclilignes, 

[)uisque  l'ex])ression  (i3o)  pour  G  coïncide  avec  l'expression   (iio)  valable  dans 

le  cas  indiqué. 
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Par  suile,  en  posant 

(i35)  /.(•^) -/=(.'')  =  -è;3iy' 

celte  équation  détermine/,  cl/.,  à  la  même  constante  additivc  près, 
et  je  dis  que  les  fonctions  f^  e//,  ainsi  déterminées  peuvent  figurer 
dans  une  équation  (i23)  équivalente  à  F  équation  donnée  (i).  Pour 
le  démontrer,  il  faut  faire  voir  d'abord  quelles  satisfont  à  (124).  Les 
équations  (i35),(i34)et(i!ii)  donnent 

d'où 

/;  ,    2,/-; 


d'autre  part,  (i35)  donne 


Co-t-  (C  — C„)  =  C; 


dC\  àC 
Or. 


Air)-        -^''■' 


et  comme  -r-r  =  D  -r-  d'après  la  dernière  équation  (12G)  qui  est  une 
ày  i)y 

conséquence  de  (i3o)  et  (i3i), 


</y     "•"'-''^  C„— C 

de  sorte  que 

/l  -  -i^  -     D  +    '^    )  _  -^  =  D. 

Les  équations  (la'i)  sont  donc  satisfaites  et,  par  suite,  les  équations 
(8),  (10),  (12),  (18),  (21),  (22)  et  (23).  Les  formules  (9)  donnent 

A'.(^)=/f(-r), 

et  la  réduction  de  l'équation  donnée  à  la  forme  (i23)  s'achève  en 
déterminant/^  (z)  et  g-^  (z)  par  les  formules  (i5)  et  (7). 
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La   loi  des  courhiifcs  des  profils  sape 'fi  ciels  eo/ij  tiques 
dans  les  iiiuaveinents  à  un  seul  pai-aniètre ; 

Par  g.   KOEIVIGS, 

Professeur   île   IMéoanique   physique   et   expérimentale 

à  la  Sorbonne, 

Examinateur  ilaclmission  à  l'Ecole  Polylcclini(|ue. 


Au  Tome  XXXV  du  Recueil  des  Savants  étrangers  a  paru  récem- 
ment mon  Mémoire  sur  les  courbes  conjuguées  dans  le  mouvement 
relatif  le  plus  général  de  deux  corps  solides^  où  j'ai  étudié  les 
couples  formés  de  deux  courbes  qui,  solidaires  chacune  de  l'un  des 
corps,  restent  tangentes  entre  elles  au  cours  de  leur  mouvement 
relatif. 

Entre  autres  questions  concernant  ces  courbes,  j'ai  été  amené  à 
rechercher  les  lois  de  correspondance  qui  relient  les  éléments  de 
courbure  de  deux  courbes  conjuguées  (  '  ). 

Deux  cas  particuliers  de  ce  problème  avaient  antérieurement 
occupé  les  géomètres  :  ce  sont  ceux  qui  se  réalisent  lorsque  les  deux 
corps  solides  glissent  l'un  sur  l'autre,  soit  suivant  deux  plans  super- 
posés, soit  suivant  deux  sphères  concentriques  solidaires  chacune  de 
l'un  d'eux,  ce  dernier  cas  pouvant  se  caractériser  en  disant  que  les 
deux  corps  ont  un  point  fixe  en  commun. 

En  limitant  Fétude  des  circonstances  du  mouvement  à  ce  qui  se 
passe  dans  une  face  plane  ou  spliérique  glissante  (suivant  le  cas),  on 
tombe  sur  le  mouvement  d'une  figure  plane  ou  sphérique  sur  son  plan 

(')  I3aiis  ce  qui  suit,  les  renvois  à  ce  Ménioite  seront  repiéscnlos  par  CC. 
(Srtf.  Élr.,  t.  WXV). 
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OU  sur  su  spluTc.  Toute  courhe  solidaire  de  celle  ligure  possède  alors 
naturellement  une  enveloppe  sur  le  plan  ou  sur  la  sphère  que  l'on 
regarde  comme  fixes.  De  là  naît  la  double  théorie  des  profils 
conjui^uès  cuirilignes  plans  ou  sphéricjues,  qui  ren)onte  à  l'^uler  et 
(jui  n'a  pas,  depuis  ce  grand  géomètre,  cessé  d'occuper  les  savants. 

Le  problème  que  j'ai  traité  au  Tome  XXW  des  Scnanfs  ctrangcrs 
constitue  une  première  généralisation  de  ces  théories,  aujourd'hui 
classiques,  puiscpie  j'en  ai  étendu  la  jiorlée  au  cas  d'un  mouvement 
quelconque. 

Je  ne  reviendrai  pas  ici  sur  les  résultats  obtenus  dans  mon  travail, 
mais  j'aurai  fréquemment  à  les  utiliser  et  à  renvoyer  à  la  lecture  de 
ce  Mémoire. 

L'étude  que  j'y  ai  enlieprise  a,  en  eflet,  des  attaches  très  élroites 
avec  celle  que  j'entreprends  ici,  malgré  que  l'objet  en  soit  très  dif- 
férent. 

On  peut  remanjuer  d'abord  que  les  profils  conjugués  spbéricpies  ou 
plans  dont  on  vient  déparier  sont  les  lignes  de  courbure  des  profils 
coniques  ou  cylindriques  qui  se  rencontrent  dans  la  réalisation  pra- 
tique du  guidage  de  ces  deux  cas  particuliers  de  mouvement. 

En  fait,  les  courbures  de  ces  profils  plans  ou  sphériques  ne  sont  rien 
autre  que  les  courbures  principales  des  profils  superficiels  cylindriques 
ou  coniques  précédents.  De  là  résulte  qu'une  autre  extension  de  la 
théorie  des  courbures  des  profils  conjugués  plans  ou  sphériques  se  pré- 
sente sous  la  forme  d'une  théorie  des  relations  entre  les  courbures  des 
profils  conjugués  superficiels  au  cours  d'un  mouvement  quelconque. 

Si  l'on  considère  en  effet  deux  corps  S  et  S'  à  l'état  de  mouvement 
relatif,  toute  surface  (F)  solidaire  de  S,  enveloppe  dans  S'  un  certain 
profil  conjugué  (F')  auquel  elle  est  à  tout  instant  circonscrite  suivant 
une  courbe  variable  (c).  (]elte  surface  (F')  est  parfaitement  définie 
dès  (jue  l'on  connaît  la  surface  (F)  et  le  mouvement  de  S  par  rajjport 
à  S'.  On  sait  du  reste  que  la  relation  entre  les  surfaces  (F),  (F')  réalise 
une  transformation  de  contact.  Dès  lors,  les  éléments  de  courbure 
de  (F)  étant  connus,  ainsi  que  les  éléments  du  mouvemcnl,  les  élé- 
ments de  courbure  de  (F')  doivent  pouvoir  être  construits. 

C'est  celte  dépendance  entre  les  courbures  de  (F)  et  de  (F)  que 
je  me  suis  pro[)Osé  ici  de  tlécouvrir. 
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Un  des  premiers  éléments  qui  concourent  à  la  solution  du  problème 
consiste  en  une  certaine  corrélation  homograpliique  qui  existe  sur  la 
normale  commune  MN  en  un  point  de  contact  M  des  profils  conju- 
gués  (F),  (P). 

On  sait  qu'une  corrélation  homograpliique  n'est  autre  qu'une  cor- 
respondance homograpliique  entre  les  points  d'une  droite  et  les  plans 
menés  par  cette  droite,  comme  on  en  rencontre  à  propos  de  la  distri- 
bution des  plans  tangents  aux  divers  points  d'une  génératrice  recti- 
ligne  d'une  surface  réglée.  Les  corrélations  homographiques  jouent 
un  rôle  important  dans  la  géométrie  des  systèmes  de  droites  ainsi  que 
je  l'ai  mis  en  évidence  moi-même  dans  ma  Thèse  inaugurale,  en  1882, 
Sur  les  Propi-iéfés  injînilésimales  de  l'espace  réglée  travail  cité  au 
cours  du  présent  Mémoire. 

Par  exemple,  si  l'on  prend  deux  corrélations  homographiques  sur 
une  même  droite  et  si  l'on  considère  les  homologues  M,  M'  d'un 
même  plan  variable  II  dans  les  deux  corrélations,  il  peut  arriver 
que  M,  M'  qui,  en  général  se  correspondent  homographiquement,  se 
correspondent  imolulivemcnt.  On  dit,  dans  ce  cas,  que  les  corréla- 
tions sont  en  involution. 

Il  se  trouve  qu'étant  donnés  un  complexe  linéaire  et  une  droite  x 
de  ce  complexe,  la  correspondance  entre  un  plan  II  mené  par  x  et  son 
pôle  définit  une  corrélation  L,  appelée  la  corrélation  normale  du 
complexe. 

Si  l'on  considère,  d'autre  part,  une  surface  réglée  engendrée  par 
des  droites  de  ce  complexe  et  contenant  la  droite  .r,  cette  surface 
elle-même  définit,  en  vertu  de  sa  distribution  des  plans  tangents  aux 
divers  points  de  x,  une  nouvelle  corrélation  homographique  H.  C'est 
une  proposition  remarquable,  dont  j'ai  développé  les  conséquences 
dans  mon  Mémoire  précité  de  1882,  que  ces  deux  corrélations  LetH 
définies  sur  .c,  l'une  par  le  complexe,  l'autre  par  la  surface,  .sont  en 
involution. 

On  peut  appliquer  cette  remarque  à  la  surface  réglée  (S)  engendrée 
par  la  normale  MN  aux  surfaces  (F),  (F')  aux  divers  points  M  de 
leur  courbe  de  contact  actuelle  (c),  car  cette  surface  est  constituée 
par  des  droites  appartenant  au  complexe  linéaire  4^,  lieu  des  droites 
qui  sont  normales  aux  trajectoires  de  leurs  points;  par  conséquent, 

Journ.  de  Matli.  (G*  série),  tome  VlII.  —  l'asc.  II,  1912.  I4 
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la  corr(Malioii  II  des  plans  tangents  de  (Z)  aux  divers  points  de  la 
normale  MN  est  en  involution  avec  la  conviation  normale  L  du  com- 
plexe ^  sur  cette  droite  MN. 

Si  Ton  appelle  (C,,n,),  (Co,  IL)  les  centres  de  courbure  et  plans 
principaux  de  la  surface  (F),  il  se  trouve  que  (Co,  II,)  et  (C,,II,) 
I  roinanjuer  l'interversion  des  indices]  sont  des  couples  de  la  corré- 
lation II;  comme  celle-ci  est  d'autre  part  en  involution,  comme  on  Ta 
dit,  avec  la  corrélation  L,  elle  rsf  par  ces  (rois  conditions  plcincnienl 
dèlermincc. 

J'ai  ici  introduit  la  considération  de  la  corrélation  G,  dite  reclan- 
gulaiie  avec  H  qui  se  déduit  de  II  par  une  rotation  de  90"  autour  de  la 
droite  qui  sert  de  support.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  corréla- 
tion G  se  trouve  parfaitement  déterminée  et  les  couples  principaux 
eux-mêmes  ((^|,  TI,),  (C^,  IT.)  (sans  interversion  d'indices)  lui  appar- 
tiennent. 

Maintenant  les  corrélations  G,  H  auraient  tout  aussi  liien  pu  être 
définies  au  moyen  de  la  surface  (F')  et  il  en  résulte  que  les  roupies 
principaux  {C\,  II',),  (G!,,  II!,)  de  la  surface  (F')  appartiennent 
à  cette  corrélation  G. 

Résultat  remarquable,  car  il  ramène  la  recherche  des  éléments  de 
courbure  de  (F')  à  celle  du  dièdre  droit  formé  par  les  plans  princi- 
paux n', ,  II!,  et  réduit  à  une  seule  inconnue  un  problème  qui  en  com- 
portait trois  dans  le  principe. 

Reste  à  résoudre  ce  dernier  point  où  se  trouvent  concentrés  tout 
l'intérêt  et  toutes  les  difficultés  du  problème. 

Lorsque,  dans  le  cas  des  profils  plans,  on  veut  grouper  en  une  formule 
simple  les  propriétés  des  courbures  des  profils  conjugués,  on  consi- 
dère, comme  il  est  bien  connu,  toutes  les  courbes  planes  actuellement 
normales  à  une  droite  donnée,  issue  du  centre  instantané,  et  l'on 
étudie  la  correspondance  existant  entre  h;  centre  de  courbure  d'une 
telle  courbe  et  le  centre  de  courbure  de  son  profil  conjugué.  On 
tombe,  on  le  sait,  sur  une  homographie  singulière  dontle  point  double 
unique  est  le  (  entre  instantané  lui-même. 

Ici  aussi,  il  faut  savoir  grouper  convenablement  les  surfaces  pour 
arriver  à  une  loi  de  correspondance  simple.  Seulement,  pour  y  par- 
venir, il  ni'  suffiiait  pas  de  groujier  en  un  ensemble  toutes  les  surfaces 
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normales  à  une  même  droite  donnée  a,  quelconque  d'ailleurs,  prise 
dans  le  complexe  4^  Il  faut  caractériser  plus  étroitement  l'ensemble, 
en  utilisant  précisément  les  corrélations  H  et  (J  au  sujet  desquelles  un 
résultat  si  important  a  déjà  été  acquis. 

Je  considère  donc,  parmi  toutes  les  surfaces  (V )  normales  à  la 
droite  «,  toutes  celles  qui  admcllcnl  une  même  corrélation  G  sur  celte 
normale. 

Une  telle  corrélation  est  d'ailleurs  définie  (à  cause  de  la  propriété 
d'involution  de  sa  rectangulaire  H  avec  la  corrélation  normale  L  du 
complexe  j^)  par  son  point  central  A  et  son  plan  central  Q,  que  l'on 
peut  se  donner  tous  deux  a  priori,  de  même  cjue  dans  le  cas  du  mou- 
vement plan  on  peut  se  donner  a  priori  la  normale  issue  du  centre 
instantané.  Les  surfaces  (F)  qui  admettent  la  corrélation  G  sont  celles 
(la  condition  est  nécessaire  et  suffisante)  dont  les  couples  principaux 
(C,,  n,),  (Cj,  n^)  appartiennent  à  G.  Alors,  en  vertu  du  théorème  déjà 
acquis,  le  profil  (F')  conjugué  de  (F)  admet  aussi  la  corrélation  G. 
Le  choix  de  la  normale  a  et  de  la  corrélation  G  sur  elle  se  trouve 
synthétisé  par  le  trièdre  trirectangle  ©„  dont  a  est  une  arête,  A  l'origine  ; 
les  deux  autres  axes  a,,  a,  sont  :  le  premier  la  normale  à  a  en  A  dans 
le  plan  central  Q.,  le  second  la  normale  en  A  au  plan  il.  Ce  trièdre  est 
arbitraire  sauf  cependant  que  son  arête  a  appartient  au  complexe  J^. 
Son  choix  est  équivalent  à  celui  de  la  normale  a  et  de  la  corrélation  G. 
Le  paramètre  de  distribution  /.  de  cette  dernière  est  une  fonction  très 
simple  des  éléments  de  ce  trièdre. 

Ceci  posé,  si  l'on  prend  toutes  les  surfaces  (F),  (F')  conjuguées  qui 
appartiennent  à  la  corrélation  G,  il  s'agit  de  savoir  comment  se 
correspondent  les  dièdres  rectangles  principaux  (11,,  IL)  et  (H',,  U.,) 
de  ces  surfaces. 

Pour  y  parvenir,  je  remarque  qu'il  est  permis  de  substituer  à  (F), 
(F')  des  surfaces  parallèles  sans  rien  changer  aux  éléments  des  cour- 
bures et  je  prends  alors  les  surfaces  parallèles  à  (F),  (F'),  savoir  : 
(Fp),  (F„),qui  font  acluellement  leur  contact  au  point  A.  Ces  surfaces 
possèdent  des  propriétés  remarquables  : 

i"  Elles  ont  même  courbure  totale  en  A,  qui  est  égale  à  —  — , • 

2"  L'axe  a.,  du  trièdre  0,,  est  tout  à  la  fois  la  tangente  en  A  à  leur 
courbe  de  contact  et  une  taiigtMilo  asymptotiquc  commune. 
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Les  secondes  tangentes  asymplotiques  AD,  AD'  de  ces  surfaces 
en  A  sont  variables  cl  leur  détcrini nation  est  équivalente  à  celle  des 
dièdres  des  plans  principaux  (Ilullo),  (H,,  IÇ)  car  ces  plans  his- 
sectent  respectivement  les  angles  de  a.,  avec  AD  et  avec  AD'. 

Or  la  correspondance  entre  AD  et  AD'  est  une  Iionio^irip/iie  sin- 
gulière à  rayons  doubles  coïncidents. 

Le  rayon  double  unique  AW  est  le  conjugué  barni()ni(iue  de  a.,  par 
rapport  à  deux  tangentes  particulières  AV,  AU  contenues  dans  le  pian 
tangent  coinnuin;  AV  est  la  direction  de  la  vitesse  d'entraînenient 
de  A  et  AU  est  la  caractéristique  du  plan  tangent.  Si  Ion  appelle  y, 
'Y  les  angles  de  AD  et  AD'  avec  AW  (rayon  double),  riioniograpliie 
est  définie  par  une  équation  d'une  forme  déjà  courante  dans  d'autres 
questions  de  cinémali([ue,  notamment  dans  le  mouvement  autour  d'un 
point  fixe,  à  savoir  : 

col J/'  —  COllj/  =:  —  'I  . 

OÙ  ^F  est  une  fonction  des  cléments  du  trièdre  0„. 

Mais  la  considération  des  surfaces  (1%),  (F'„)  ne  sert  en  réalité  qu'à 
amener  celle  de  ces  faisceaux  homographiques  remarquables  engendrés 
par  AD  et  AD'. 

En  fait,  si  dans  le  plan  tangent  on  construit  un  cercle  de  centre  1 
tangent  en  A  à  l'axe  a,  du  trièdre  ©o,  les  diamètres  lA,  lA'  de  ce  cercle, 
parallèles  à  AD  et  à  AD'  donnent,  en  joignant  leurs  extré/nités  au 
point  A,  les  angles  droits  qui  sont  les  traces  précisémenl  des  plans 
(n,,  IIj),  (II,,  n!,)  respectivement.  Une  construction  simple  fournit 
ensuite  les  centres  C,,  (-o,  C,,  C!,  comme  bomologues  de  ces  plans 
dans  la  corrélation  G. 

On  voit  par  là  que  la  construction  cH'cclive  des  éléments  de  cour- 
bure de  (F')  est  un  problème  désormais  complètement  résolu. 

J'ai  indiqué,  dans  un  Cbapitrc  spécial,  comment  on  peut  cons- 
truire W  lorsque  le  trièdre  0„  est  connu  [et  il  l'est  lorsque  (F)  est 
donné];  pour  cela  j'ai  utilisé  une  méthode  déjà  suivie  par  moi  dans 
le  Mémoire  Sur  les  courbes  conjuguées,  inséré  au  Tome  XXXV  des 
Savants  étrangers. 

Au  cours  de  ce  derniei-  Mémoiie,  j'avais  dénioniré  l'existence  de 
certains  profils  remarquables  présentant  la  singularité  d'être  oscula- 
teurs  à  leurs  profils  conjugués  tout  du  long  de  la  courbe  de  contact. 
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L'élude  présente  m'a  permis  d'aborder  le  problème  réciproque  cl 
de  montrer  que  ces  surfaces,  qui  vérifient  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  sont  les  seules  qui  possèdent  cette  pro- 
priété. 

Cela  ne  veut  pas  dire  qu'un  profil  (F)  ne  puisse  accide nielle iiu' ni 
être  osculateur  à  son  profil  conjugué.  Mais  il  y  a  entre  ce  cas  et  celui 
de  l'osculation  continuelle  une  différence  profonde  que  uion  travail 
actuel  met  pleinement  eu  lumière. 

Les  recherches  présentes  ont  été  l'objet  de  deu\  Notes  que  j'ai  pré- 
sentées à  l'Académie  des  Sciences  le  2()  mai  et  le  20  novembre  191 1  et 
qui  sont  insérées  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  ces  jours. 

Je  me  suis  borné  ici  à  exposer  la  théorie  générale.  Je  me  propose 
d'en  faire  l'application  à  des  cas  particuliers  dans  un  Mémoire 
prochain,  où  je  donnerai  en  outre  une  forme  plus  explicite  aux  résul- 
tats qui  précèdent. 

CHAPITRE  I. 

RAPPEL    DE    QUELQUES    NOTIONS    GÉNÉRALES    SLR    LES    CORRÉLATIONS    IIOMOGRAPIIIQUES 
SLR    UNE    DROITE. 

1.  Eléments  i/iél/'i/pies  d'une  eorréUtlioii  honiogidpliique.  —Je 
crois  devoir  rappeler  d'abord  un  certain  nombre  de  propriétés  des  corré- 
lations homographiques  sur  une  droite  dont  la  connaissance  est  depuis 
longtemps  ac([uise,  mais  dont  il  convient  de  mettre  certaines  circons- 
tances en  relief,  à  cause  du  rcMe  important  qu'elles  vont  jouer  dans  la 
question  actuelle. 

Si,  à  tout  point  M  d'une  droite  x  on  fait  correspondre  homographi- 
quement,  ou  projectivenient,  un  plan  II  mené  par  la  droite,  cette 
correspondance  constitue  une  corrélalion  liomo graphique  sur  la 
droite  x. 

Au  point  à  l'infini  sur  la  droite  x'  correspond  un  plan  appelé  le 
plan  asymplote.  Le  plan  mené  par  la  droite  normalement  au  plan 
asymptote  s'appelle  le  plan  cenlral;  le  point  qui  est  homologue  au 
plan  central  s'appelle  le  point  cenlral. 

Soient  A  le  point  cenliai,  12  le  plan  central,  .M  un  point  de  la  droite,  et 
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appelons  /•  le  iioiiiiMc  (jui  mesure  le  veclcur  AM  sur  un  axe  défini  de 
la  droite  x.  Soit  éyalcmenl  II  le  plan  homologue  du  point  M  et 
0  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  12  dans  le  sens  direct  autour  de  l'axe 
pour  l'appliquer  sur  le  plan  II. 

D'après  la  correspondance  liomog'raplii(pie  qui  relie  M  cl  II  il  doit 
exister  entre  /•  et  tangO  une  relation  bilinéaire 

(i)  ar  langO  +  br  +  c  t;ingO  -+-/—  o, 

où  a,  h,  r,  /"désignent  des  constantes.  Mais  d'après  l'hypothèse  laite 
sur  le  choix  des  origines  pour  les  quantités  r  et  0,  savoir  A  et  12,  si  11 
coïncide  avec  12,  M  doit  coïncider  avec  A,  en  sorte  que  /•  et  tangO 
doivent  s'annuler  ensemble.  De  là  déjà  la  consécpience 

/=o. 

Mais  de  plus,  quand  M  va  à  l'infini,  /•  =  ce,  II  doit  être  rectangulaire 
avec  12,  soit  0  =  -  ou  tangO  =  =c; 

-  et  cot  0  s'annidenl  ensemble,  d'où  a  =  o. 
/•  ' 

lui  divisant  alors  par  —  f>  Técpiation  (i)  où  Ton  fait  a  =  o,  f=  o 

cl  posant 


-i-^-' 

l'éijualion  (i)  s'écrit 

(2) 

r  —  k  la  11  g  0. 

La  quantité  />',  évideiiiiiicnl  lioiiiogène  à  une  ligne,  s'ap[)elle  le 
paranir.lfc  de  dislrihutiun. 

On  peut  donner  de  ce  paramètre  une  autre  délinition. 

Si  l'on  prend  deux  plans  rectangulaires  il,  H'  passant  par  Taxe  .r;  si 
M,  M'  sont  leurs  points  homologues,  0,  0'  1rs  angles  de  11,  11'  avec  le 
plan  12;  /•,  /■'  les  mesures  des  vecteurs  AM,  AM',  on  a 

/•  r= /,  tan {,'(),  /'  —  /,■  tang(/', 

d'où 

/•/■'=:  /.-  laiigO  \.ans,0' , 
mais  comme  0'=^  0  +  -  à  cause  de  l'orlhogonalilé  tics  |)lans  II,  H,  il 
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on  résulte  que 

et  il  vient 

(3)  /•/■'  =  -/,'. 

Donc  si  deux  plans  fectangulairi's  II,  H'  pivolml  aaloiir  d'un 
axv  X,  leurs  points  homologues  M,  M'  dans  une  cot-rélation  Itomo- 
grapliique  définie  a  priori  sur  .x-,  décrivent  une  involulion  sur  la 
droite  x. 

La  relation  (3)  montre  que  les  points  doubles  de  cette  involutioii 
sont  donnés  par  la  formule 

r--=-k\ 

Les    points    doubles   D,  D'   sont   donc   imaginaires  et  situés  à   une 
dislance  du  point  central  A,  de  part  et  d'autre,  égale  à 


Ces  points  D,  D'  sont  les  homologues  des  deux  plans  isotropes  menés 
par  la  droite  x. 

2.  Corrélations  singulières.  —  Parmi  l'ensemble  de  corrélations 
liomographiques  que  l'on  peut  concevoir  sur  une  droite,  il  en  est  de 
singulières. 

Prenons  une  corrélation  liomograpbique  quelconque  définie  par 
l'équation 

ar  langS  -^r  br  -\-  c  tangÔ  -\-  f  ^  o, 

dans  l'hypothèse  d'un  choix  quelconque  d'origines,  tant  pour  la  (pinn- 
tité  /■  que  pour  l'angle  0.  On  peut  mettre  cette  relation  sous  la 
forme 

{ar  +  c)  (rt  langO  +  6)  +  «/—  bc  =  o. 
Si  la  quantité 

(  /l  )  af  —  bc  :rzo 

est  nulle,  la  relation  qui  sert  de  définition  à  la  corrélation  se  décom- 
pose en  deux, 

iir  +  c  ^  o         nu  bien         a  lang  (y  -|-  /;  =  o, 


I  12 
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II 

y  :' 

1    aloi's   un    point 

s'uiillllii'V    /•  : 

tan" 

0  = 

h 

Cl  un  /</f///  siii'j;iiliiT 


Pour  que  le  syslcmc  consliuié  par  un  point  M  de  la  droite  ./■  et  un 
plan  II  mené  par  celte  droite  appartienne  à  la  corrélation,  il  faut  cl  il 
suffil,  oit  hirii  que  M  coïncide  (wec  le  point  singulier,  ou  hiru  que  11 
coïncide  inec  le  plan  singulier. 

5.  Corrélations  en  involution.  —  Etant  données  sur  une  droite 
deux  corrélations  liornographicpies  H  et  H',  on  peut  considérer  les 
points  M  et  M'  (pii  sont  homolojiues  d'un  même  plan  II,  le  premier 
dans  H,  le  second  dans  H'.  Ces  points  M  et  M' décrivent  sur  la  droite  x 
deux  divisions  homographiques. 

Lorsque  cette  homographie  csluiu' invulution,  les  corrélations  II,  H' 
sont  dites  en  involution. 

On  pourrait  parvenir  à  la  même  notion  par  une  voie  ([ui  se  présente 
comme  dualistiquement  réciprotpie  de  la  première. 

On  a  appelé  M,  M'  les  points  homologues  du  plan  II  dans  H  et  H' 
respectivement.  Soit  II,  le  plan  homologue  de  iM  dans  il';  les  plans  H, 
n,,  lorsque  M  varie,  engendrent  autour  de  x  deux  faisceaux  homo- 
graphiques. Il  s'agit  de  montrer  (pie  l'homographie  de  ces  faisceaux 
est  involutive,  c'est-à-dire  symétri(]ue,  en  même  temps  que  celle  des 
points  M  et  M'. 

Or,  en  effet,  dans  le  cas  de  rinvolulion  supposée  entre  les  points  M 
et  M',  si  un  mèmc])lan  11  est  homologue  de  M  dans  H  et  de  M' dans  H', 
récipro(]ueineiil  le  même  plan  11,  esl  homologue  de  M  dans  H' et  de  M' 
dans  II. 

De  là  résulte  aussitôt  que,  dans  l'homographie  entre  l(>s  plans  11, 11,, 
II  est  l'homologue  de  11,  aussi  hien  (jue  11,  esl  l'homologue  de  II. 
Il  y  a  bien  symétrie. 

C'est  du  reste  ce  (|ue  donne  le  calcul.  Si  en  cll'et 

a  r  tangû  -t-  />  /•  +  c  laiigÔ  -1-/  =  o, 
a' r'  tangO'+  ///-'-H  c'  langG'  -1-/'=:  o 

sont  les  équations  des  deux  corrélations  homographicpies,  l'élimination 
de  tang  0,   entre  ces  deux    é(piations  où   l'on    fait  0'  =  0,   doiuierq 
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réquation  entre  /•  et  r'  de  riiomographie  qui  relie  M  et  M',  soil 

(5)  (ah' —  ba')  rr' -\-  {af —  bc')r  -(-  {cb'  —  J'a')r'  +  cf — /c' =  o, 

et  en  faisant  an  contraire  r'  =  r  et  éliminant  /•.  on  aura 

(6)  {ac' — crt')  langS  taiigO' 

-+-  {af  —  cb')  tang9  +  {bc'  —fa')  tang^'H-  bf  —  b'f=o. 

Or  l'équation 

(7)  ,  af — bc' — cb' -i- fa' ^^  o 

exprime  que  chacune  de  ces  correspondances  est  involutive  (  '  ). 

On  peut  se  rendre  compte  que  la  condition  d'involution  d'une 
corrélation  avec  une  autre  qui  est  singulière  se  traduit  par  ce  fait  que 
le  point  et  le  plan  singuliers  de  la  corrélation  singulière  doivent 
être  deux  éléments  correspondants  de  la  corrélation  donnée  non 
singulière. 

En  effet,  soient  la  corrélation  non  singulière 

ar  lang5  -\-  br  -\-  c  tang9  +/=  o 
et  la  corrélation  singulière 

(/■  —  /■„)  (langS  —  tangOo)  ^  ''t'i'ig^  —  '■  ''iiig^o —  ''o  tang^  -+■  /■„  tang9o^  o. 

On  a  ici 

a'^i,  b' ^^ — lang^d,  c' ^ — ^o.  /' ^ /"o  langO^; 

d'où,  pour  la  condition  d'involution, 

O  :=  af  —  bc' —  cb' -i-  fa'  :=  ai\  tang5|j-t-  6/-o  +  c  tang{;o-!-/=  o, 

(')  On  peut  remarquer  que  le  premier  membre  de  celle  relalion  est  la  forme 
polaire  Je  la  forme  quailratique 

af—l>c 

dont  IV'vanouissenienl  exprime  la  singularité  de  l'honiograpliie. 

J'ai  développé  ces  considérations  et  diverses  autres  propriétés  des  corrélations 
homograpliiques  dans  mon  Mémoire  sur  les  Propriétés  inftnilésinialcs  de 
l'espace  réglé,  inséré  en  1882  aux  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  A'ormale 
supérieure,  et  plus  tard,  en  1887,  dans  mon  travail  Sur  la  Géométrie  réglée  et 
ses  applications,  inséré  aux  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

Journ.  de  Math.  (0-  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1912.  I-' 
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ce  qui  exprime  bien  que  le  point  singulier,  pour  lequel  r  =  /•(,,  et  le  plan 
singulier,  pour  lequel  0  =  0(,,  sont  deux  élomcnls  homologues  de  la 
corrélation  donnée. 

Si  deux  corrélations  sont  singulières,  leur  involulion  s'exprime  par 
la  coïncidence  de  leurs  points  singuliers  on  bien  par  la  coïncidence  de 
leurs  plans  singuliers. 

•i.  CoiuUtioiis  (lui  (Ij'Jinisscid  une  corrclalion  hoino graphique. 
—  La  condition,  pour  une  homographie,  d'être  en  involulion  avec  une 
autre,  singulière  ou  non,  se  traduisant  par  une  équation  linéaire 
en  a,  h,  c,  f,  il  en  résulte  cpie  la  condition  d'être  en  involulion  avec 
trois  corrélations  homographi(pies  données  définit  complètement  une 
corrélation  homographique. 

Par  exemple,  une  corrélation  homographique  est  définie  par  la 
condition  d'admettre  deux  couples  donnés  d'éléments  et  d'être  de 
plus  en  involulion  avec  une  corrélation  homographique  donnée. 

C'est  ainsi  que  si  l'on  se  donne  sur  une  droite  le  point  central  A 
d'une  corrélation  H  et  son  plan  central  i2,  avec  la  condition  que  II 
soit  en  involulion  avec  une  corrélation  donnée,  H  est,  par  là  même, 
pleinement  déterminée,  lin  eilel,  non  seulement  H  doit  admettre  le 
couple  d'éléments  correspondants  A  et  O,  mais  aussi  le  couple  d'élé- 
ments constitué  par  le  plan  normal  à  £2  et  le  point  à  l'infini  sur  la 
droite. 

iî.  (yorréla/ions  honiographiques  recldiigulaires.  —  Une  corré- 
lation liomographicpic  H  étant  donnée  sur  une  droite  x,  appelons  M 
el  II  un  point  el  son  homologue  dans  H.  Le  plan  H,  rectangulaire 
avec  H  el  passant  par  ./;  correspond  homographiquement  à  M  dans  une 
nouvelle  corrélation  G,  dont  on  peut  dire  (prclle  résulte  de  H  par  une 
rotation  de  90°  autour  de  x.  De  celle  coirélalion  (1  nous  dirons 
qu'elle  est  rerl angulaire  avec  H. 

Il  esl  claii'  (pu'  Il  déiive  de  G  coniint'  (i  dérive  di;  Il  el  ([ue  II  esl 
aussi  bien  rectangulaire  avec  G. 

Lorsijue  l'on  passe  d'une  corrélation  à  sa  reclangulaire,  le  [toinl 
central  reste  le  même,  les  plans  centraux  et  asynq)toles  s'échangentet 
le  paramètre  de  distribution  ne  change  pas. 
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().  Corrélation  créée  sur  loule  gêné  rai  l'ice  (V  una  surface  réglée 
par  la  distribulion  des  plans  tangents.  —  Il  nous  reste  à  rappeler 
deux  circonstances  géométriques  où  interviennent  les  corrélations 
homographiques  et  les  considérations  qui  s'y  rapportent. 

En  premier  lieu,  si  x  est  une  génératrice  rectilignc  d'une  surface 
réglée,  la  correspondance  existant  entre  un  point  de  .1:  et  le  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point  donne  naissance  à  une  corrélation 
homographique. 

Soit  x'  la  génératrice  de  la  surface  infiniment  voisine  de./;.  Tout 
plan  n  mené  par  x  coupe  x'  en  un  point  P  qui  est  infiniment  voisin 
d'un  point  M  de  x,  lequel  correspond  au  plan  II  suivant  la  loi  d'une 
corrélation  homographique.  Le  point  M  est  le  point  où  le  plan  H 
touche  la  surface. 

Si  deux  surfaces  réglées  ont  deux  génératrices  consécutives  en 
commun,  il  suit  de  ce  qui  précède  que  la  corrélation  homographique 
qui  relie  M  et  II  sera  la  même  dans  les  deux  surfaces  qui,  ayant  dès 
lors  même  plan  tangent  en  chacun  des  points  de  x,  se  raccordent 
suivant  cette  droite. 

7.  Corrélation  normale  d'un  complexe.  —  Tout  com{)lexe  de 
droites  définit  sur  chacune  de  ses  droites  une  corrélation  homogra- 
phique que,  dans  mon  Mémoire  Sur  les  Propriétés  injinilésimales 
de  l'espace  réglé  {Annales  scientifiques  de  l' Ecole  Normale  supé- 
rieure, 1882),  j'ai  appelée  la  cori-élalion  normale. 

Si  l'on  envisage  une  droite  x  d'un  complexe,  tout  plan  II  ineué 
par  .X'  contient  une  courbe  plane  enveloppe  des  droites  du  complexe 
contenues  dans  ce  plan.  Cette  courbe  enveloppe  touche  en  particulier 
la  droite  x  en  un  point  M,  qui  correspond  homographicpiement  au 
plan  H.  Telle  est  la  corrélation  normale  que  le  complexe  définit  sur 
la  droite  x. 

On  peut  concevoir  un  peu  difTéremment  cette  corrélation  homogra- 
phique. En  effet,  si  l'on  considère  les  droites  du  complexe  issues 
de  M,  elles  forment  un  cône  qui  contient  naturellement  la  droite  u;. 
Ee  |)lan  tangent  à  ce  cône  suivant  ./•  est  précisément  le  plan  II.  De  la 
sorle,  la  corrélation  normale  peut  être  considérée  à  un  s(>cond  point 
de  vue  qui  est  placé  dualistiquement  à  l'égard  du  premier. 
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Dans  le  cas  particulier  d'un  complexe  linéaire,  le  plan  II  est  le  polaire 
du  point  M  et  la  corrélation  normale  est  alors  celle  qui  relie,  sur 
toute  droite  du  complexe,  un  point  de  cette  droite  et  son  plan  polaire. 
Un  tliéorème  fondamental,  dont  j'ai  développé  les  principales  consé- 
quences dans  mon  Mémoire  \n'iicii(t  Sur  les  Propriétt-s  infinitcsiniales 
de  l'espace  règ/é,  établit  une  relation  essciilielle  entre  la  corrélation 
normaled'un  complexe  et  celle  qui  résulte  de  la  distribution  des  plans 
tangents  pour  toute  surface  réglée  engendrée  par  les  droites  de  ce 
complexe. 

Voici  ce  théorème  : 

Si  X  est  une  génératrice  r-cctilig/te  (l  une  sur/ace  réglée  engendrée 
par  les  droites  d'un  complexe,  la  corrélation  qui  naît  sur  la 
droite  x  de  la  distribution  des  plans  tangents  à  la  surface  est  en 
involution  avec  la  corrélation  normale  rjue  le  complexe  définit  sur 
la  même  droite. 

Pour  la  démonstration  et  les  consé(|uenccs  de  ce  théorème,  je  ne 
puis  que  renvoyer  à  mon  Mémoire  précité  de  1882. 


CHAPITHi:  II. 

COUltftl.AIlONS    IIOMOGHAPIIUJI  i:S    suit    la    KdltMALE. 

8.  Courbe  de  contact  de  deux  profils  superficiels  conjugués.  — 
Après  avoir,  dans  ce  premier  Chapitre  préliminaire,  rappelé  les  notions 
essentielles  qui  concernent  les  corrélations  homographiques  sur  une 
droite,  il  nous  est  actuellement  possible  d'entrer  dans  le  vif  du  pro- 
blème spécial  qui  nous  occupe  ici. 

Deux  corps  solides  S  et  S'  sont  à  l'état  de  mouvement  relatif.  Toute 
surface  (F)  solidaire  de  S  possède  dans  S'  une  enveloppe  (F')  appelée 
son  profil  superficiel  conjugué. 

A  chacjue  instant  ces  deux  profds  superficiels  sont  circonscrits  l'un 
à  l'autre  suivant  une  courbe  de  contact  (c). 

La  piopi'iété  caractéristique  de  cette  ligne  consiste  en  cecjue,  rvi/ous 
les  points  de  la  ligne  (c),  la  vitesse  d' entrai  ne  me  ni  est  tangente  à  la 
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surface  (F)  [ou  à  la  surface  (F'),  puisque  (F)  et  (F')  y  admcllenl  le 
même  plan  tangent]. 

Celte  propriété  équivaut  à  dire  (jue,  en  tous  i<'s  [loirils  de  la 
courbe  (c),  la  normale  à  la  surface  (F)  [et  (F')|  est  une  de  celles  qui 
sont  aclue.llemcnt  normales  aux  trajectoires  de  leurs  points  et  dont 
l'ensemble  constitue  le  complexe  linéaire  J^  attaché  au  mouvement 
hélicoïdal  tangent. 

De  la  sorte,  les  normales  à  la  surface  (F)  [et  (F')|  en  tous  les  points 
de  la  courbe  (c)  forment  une  surface  réglée  (S)  contenue  tout  entière 
dans  le  complexe  linéaire  4^,  c'est-à-dire  dont  toutes  les  droites  appar- 
tiennent à  ce  complexe. 

9.  Eléments  géométriques  portés  par  la  normale.  —  Prenons  sur 
la  courbe  (c)  un  point  particulier  M;  soit  a  la  normale  au  point  M  aux 
surfaces  (F)  et  (F'). 

Sur  cette  normale  a  se  trouvent  les  éléments  de  courbure  de  la 
surface  (F)  et  ceux  de  la  surface  (F'),  savoir  : 

Les  plans  principaux  H,  et  11.^  de  (F),  ainsi  que  les  centres  de  cour- 
bure correspondants  C,  et  C.>;  les  plans  principaux  II',  et  H!,  de  (F') 
ainsi  que  les  centres  de  courbure  correspondants  C,  et  C!,. 

Il  y  a  en  outre  un  autre  élément  particulièrement  important;  c'est 
la  corrélation  homographique  II  qui  naît  de  la  distribution  des  plans 
tangents  à  la  surface  (2)  en  tous  les  points  de  a. 

A  celte  corrélation  H  nous  associerons  du  reste  sa  corrélation 
rectangulaire  G. 

Le  complexe  linéaire  j^définit,  sur  la  droite  a  qui  lui  appartient,  une 
corrélation  normale  L.  D'après  le  théorème  énoncé  plus  haut,  la 
corrélation  H  doit  être  en  invohition  avec  cette  corrélation  nor- 
male L. 

On  verra,  dans  un  instant,  comment  se  coordonnent  sur  la  iioirualc  a 
les  divers  éléments  que  nous  venons  d'y  reconnaître. 

10.  Con<^ruencc  des  normales.  —  Il  est  une  remarque  essentielle 
et  qui  domine  celte  théorie  :  c'est  que,  si  l'on  substitue  à  (F)  un  profil 
parallèle  (F,  ),  le  profil  conjugué  nouveau  (F'j  est,  lui  aussi,  parallèle 
au  profil  conjugue  ancien  (F). 
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De  celte  substilulioii,  toutefois,  il  ne  résulte  aucune  iiiodificalion 
pour  chacun  des  éléments  ci-dessus  introduits. 

Cela  lient  à  ce  que  toutes  les  surfaces  parallèles  à  (V)  ont  /a  même 
congrueiice  de  normales. 

Nous  sommes  dès  lors  amenés  à  j)résenter  les  éléments  ci-dessus 
introduits  en  nous  plaçant  au  point  de  vue  des  congruences. 

Les  éléments  H,,  11^,,  C.^,  Co  constituent  les  éléments  focaux  de  la 
congruence  des  normales  (pii  sont  relatifs  à  la  norinale  a  de  la  sur- 
face (F). 

Imaginons  cpic  dans  le  plan  IL  et  jiar  le  point  (_],  on  mène  une  droite 
arbitraire  .x',,  puis,  par  le  point  C»,  dans  le  plan  II,  une  droite  x.^.  La 
congruence  linéaire  qui  admettrait  x,  et  x^  comme  directrices  est  tan- 
gente à  la  congruence  des  normales  en  la  droite  c/,  ce  (pii  signifie 
(ju'unc  droite  a' de  la  congruence  des  normales  infiniment  voisine  de  a 
peut  être  regardée,  au  second  ordre  jirès,  comme  appartenant  à  la 
congruence  linéaii'C  tangente,  c'est-à-dire  comme  une  sécante  des 
droites  x,  et  x.,. 

11.  Déleriin/iuliuii.  d<-  la  furrrUiùutt  IL  —  Appliquons  ceci 
à  l'hypotlièse  où  a  serait  la  génératrice  de  la  surface  (i))  infiniment 
voisine  de  la  droite  a. 

Les  droites  a,  a!  n'appartiennent  pas  seulement  à  la  congruence  des 
normales,  elles  appartiennent  aussi  au  complexe  linéaire  j^  ,  comme  il 
a  été  déjà  dit  et  cela  d'après  la  définition  même  de  (il). 

Puisque  a  coupe  les  deux  droites  x^  et  x.,  et  (juc  a'  elle-même  peut 
être  regardée  comme  coupant  ces  deux  droites,  les  droites  j;',',  j!|, 
conjuguées  de  Xj,  x^  dans  le  complexe  j^coupcnt  elles  aussi  a  et  a! . 

On  doit  de  plus  remanpier  ([ue  si  l'on  appelle  C",  G°  les  pcMes  des 
plans  II,  et  IL,  dans  le  conqjlexe,  ces  points  sont  respectivement  ceux 
où  la  droite  a  est  coupée  par  les  droites  a'"  et  x\\  de  même  si  l'on 
appelle  H"  et  II"  les  [)lans  polaires  de  (^.|,  C^  dans  le  complexe  r  ,  ces 
plans  passent  par  a  et  contiennent,  le  premier  H"  la  droite  .c",  le 
second  II"  la  droite  x\.  En  effet,  la  droite  x,  étant  issue  du  point  C, 
dans  le  plan  IL,  sa  conjuguée  x\  doit  être  contctuie  dans  le  plan  11"  et 
passer  au  point  C",  tandis  que  x.^  étant  issue  du  point('..j  dans  le  plan  II, , 
sa  conjuguée  x\  doit  être  issue  du  point  C"  dans  le  plan  11!!. 
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En  résumé,  des  points  C,,  C^,  C!|,  C"  de  a  sont  respectivement 
issues  les  droites  .r,,  .x-o,  x-",  .x-",  qui  coupent  la  droite  d  infiniment 
voisine  de  a  sur  (S);  ces  quatre  droites  sont  respectivement  tanf^entes 
en  ces  quatre  points  à  cette  surface.  En  conséquence,  les  plans  Oo,  IT,, 
II',',  II!,  menés  par  a  et  par  ces  quatre  droites  respectivement,  sont  les 
quatre  plans  tangents  à  (II)  aux  quatre  points  considérés.  Dès  lors, 
puisqu'on  a  appelé  H  la  corrélation  homographique  qui  donne  la 
distribution  des  plans  tangents  à  la  surface  (2)  aux  divers  points  de  sa 
génératrice  a,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  quatre  roupies  d'éléments 

(C„IL)(C,.^,)(C^^5)(c^Il^) 

appartiennent  à  la  corrélation  H. 

On  aurait  pu  parvenir  autrement  à  ce  résultat  en  utilisant  le  théorème 
du  Chapitre  1,  d'après  lequel  les  corrélations  H  et  L  doivent  être  en 
involution. 

Il  est  clair  d'abord  que  puisque  x^,  x^  sont  des  sécantes  de  a,  a'  ce 
sont  des  tangentes  en  C,,  Cj  à  la  surface  (i)  et,  par  suite,  11^,  est  le 
plan  tangent  en  C,,  II,  le  plan  tangent  en  Cj,  en  sorte  qu'on  reconnaît 
tout  de  suite  que  (Ci.IIo),  (Co,  H,)  sont  deux  couples  d'éléments 
appartenant  à  H. 

Maintenant,  puisque  L  et  H  sont  en  involution,  les  homologues 
dans  L  des  éléments  d'un  couple  de  H  sont  de  nouveau  les  éléments 
d'un  couple  de  H,  ce  qui  fait  que  (C°,  H"),  (C,,  II")  sont  deux  autres 
couples  de  H. 

Ainsi  la  connaissance  de  deux  couples  de  H  suffit  pour  en  faire  con- 
naître deux  autres  et  donner  par  là  la  détermination  complète  de  H. 

Ce  fait  est  très  important  puisqu'///J('/7«e/  de  déduire  H  de  la  con- 
naissance des  éléments  de  courbure  de  (F)  et  de  celle  du  complexe 
linéaire  j^  ,  attaché  au  mouvement  hélicoïdal  tangent. 

12.  Construction  de  la  tangente  à  la  courbe  de  contact.  —  Une 
première  application  de  ce  résultat  est  celle  qu'on  en  peut  faire  à  la 
construction  de  la  tangente  au  point  M  de  la  courbe  de  contact  (r). 

La  tangente  à  cette  courbe  est  en  effet  dans  le  plan  langent  en  M 
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à  la  surface  (S),  c'cst-à-diro  dans   le  plan  homologue  de  M  dans  la 
corrélalion  H;  de  plus,  elle  est  normale  à  a.  Donc  : 

La  tangente  à  la  courbe  de  contact  (c)  au  point  M  où  (F)  touche 
son  enveloppe  (V')est  la  perpendiculaire  élevée  à  la  normale  a  dans 
le  plan  homologue  du  point  M  dans  la.  corrélation  H. 

Si  l'on  substitue  à  (F)  les  diverses  surfaces  parallèles,  le  point  M 
décrit  la  droite  a  tandis  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  de  contact 
décrit  le  paraboloïde  liyperbolique  de  raccordement  de  la  surface  (S) 
le  long-  de  a,  paraboloïde  dont  un  plan  directeur  est  précisément 
normal  à  a,  tandis  que  le  second  est  parallèle  au  plan  asymptote  de  la 
corrélation  H. 

13.  Rôle  de  H  et  de  G  dans  la  détermination  des  éléments  de 
courbure  de  {¥').  —  Mais  l'application  la  plus  importante,  celle  qui 
tient  le  plus  étroitement  à  la  question  que  nous  voulons  solutionner 
ici,  c'est  celle  qui  concerne  le  rôle  de  la  corrélation  H  dans  la  déter- 
mination (les  éléments  de  courbure  du  profd  conjugué  (F'). 

11  est  clair  que  nous  aurions  pu  parvenir  à  définir  H  en  partant  de  la 
surface  (F')  au  lieu  de  la  surface  (F)  et  reconnaître  tout  d'abord  que 
la  corrélation  H  admet  aussi  les  éléments  correspondants 

(c;,n;)(a,ir,), 

en  sorte  que  la  corrélation  H  se  trouve  déjà  assujettir  les  éléments  de 
courbure  de  la  surface  (F'). 

L'introduction  de  la  corrélation  G,  rectangulaire  avec  II,  et  dont  la 
détermination  est  équivalente  à  celle  de  H,  permet  de  mettre  sous  une 
forme  plus  compréhensive  les  résultats. 

Puisque  FI,,  ITj  sont  rectangulaires,  ainsi  que  11',  et  11^;  puisque, 
d'auti-e  part,  les  cou[)les  d'éléments 

(C„ii,)(C,ii,)(c;,ji;)(c;,ri',) 

appartieniienl  à  il,  i>n  pcul  conclure  aussitôt  ce  théorème  fonda- 
mental : 

La  corrélalion   G,   rectangulaire  avec  la  corrélalion  II,  admet 
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comme  couples  d'éléments  homologues 

(C,.n,)(a,ii,)(c;,n',)(c;,n;). 

ccsl-à-dirc  que  tout  centre  de  coui-bure  principal  tant  de  {¥')  que 
de  ÇP )  admet  pour  homologue  dans  G  son  plan  de  section  prin- 
cipale correspondant. 

Ce  résultai  d'un  énoncé  si  simple  constitue  un  pas  imj)ottant  vers  la 
solution  complète  de  notre  problème,  puisqu'il  nous  suffira  désormais 
de  connaître  le  dièdre  rectangulaire  des  plans  principaux  II,,  11!, 
de  (F')  pour  être  à  même  de  construire  aussitôt  les  centres  de 
courbure  C, ,  C',  correspondants,  attendu  que  ceux-ci  ne  sont  autres 
que  les  homologues  des  faces  de  ce  dièdre  dans  la  corrélation  G, 
corrélation  que  nous  savons  construire  dès  que  nous  aurons  H,  laquelle, 
à  son  tour,  est  pleinement  définie  par  la  condition  d'admettre  les 
couples  (C|,  Ilo),  (Co,  11,)  formés  des  éléments  de  courbure  de  (F), 
et  d'être  eu  involution  avec  la  corrélation  normale  du  complexe 
linéaire  .'^attaché  au  mouvement  hélicoïdal  tangent. 

Ainsi,  parle  moyen  de  ce  théorème,  notre  problème  qui  comportait 
trois  inconnues,  savoir  le  dièdre  11,11',  et  les  points  C,,  C,  n'en  com- 
porte plus  qu'une  qui  est  la  variable  de  position  du  dièdre  rectangle 
des  plans  principaux. 

14.  Sur  le  choix  du  groupement  des  surfaces  en  vue  de  la  for- 
mulation d'une  loi  des  courbures.  —  Lorsque,  dans  la  cinématique  du 
mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  on  veut  arriver  à  formuler 
la  loi  des  courbures  à  laquelle  Euler,  Savary,  Bobillier  ont  attaché 
leurs  noms,  on  sait  qu'on  groupe  ensemble  toutes  les  courbes  qui,  à  un 
instant  donné,  sont  normales  à  une  même  droite  a  issue  du  centre 
instantané  1.  On  prend  comme  élément  variable  le  centre  de  cour- 
bure C  de  l'une  de  ces  courbes  et  l'on  cherche  comment  lui  correspond 
le  centre  de  courbure  C'  de  la  courbe  conjuguée.  On  sait  comment  on 
arrive  là  constater  que  C  et  C'  se  correspondent  homographiquement 
sur  la  droite  a,  avec  cette  circonstance  spéciale  que  les  deux  points 
doubles  de  cette  homographie  coïncident  entre  eux  et  avec  le  centre 
instantané  I,  par  lequel  doit  |)asser,  ainsi  qu'on  l'a  dit,  la  nor- 
male a. 

Jourii.  de  Math.  (6"  série),  tome  VMI.   —  Fasc.  Il,  içii.>.  ''J 
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C'est  un  procédé  analogue  qu'il  conviendra  de  suivre  ici.  Mais  on 
conçoit  que,  si  l'on  se  bornait  à  grouper  toutes  les  surfaces  (F)  qui 
sont  à  un  moment  donné  normales  à  une  même  droite  a  du  complexe  -i^, 
la  loi  de  correspondance  'afTecterait  une  forme  singulièrement  com- 
plexe puisqu'il  y  subsisterait  d'arbitraires  les  trois  paramètres  de  posi- 
tion sur  a  des  éléments  de  courbure  de  (F),  auxquels  il  faudrait  faire 
correspondre  les  trois  paramètres  analogues  pour  (F).  Mais  le 
tbèorème  précédent  suggère  une  voie  à  suivre  beaucoup  plus  simple 
et  qui,  en  fait,  conduit  à  des  résultats  beaucoup  plus  maniables. 

En  conséquence,  afin  d'obtenir  une  coordination  meilleure  des 
résultats,  nous  grouperons  ensemble  les  diverses  surfaces  (F)  qui, 
non  seulement  seront  normales  à  une  même  droite  a  du  complexe  ^^ 
mais  encore  qui  donneront  lieu  sur  cette  droite  à  la  même  corrélation  H 
et,  par  suite,  à  la  même  corrélation  G.  Nous  dirons  de  ces  surfaces 
cju'elles  adnicllcnl  la  même  corrélation  G. 

Dans  ces  conditions,  les  surfaces  (F)  conjuguées  des  (F)  sont 
elles  aussi  normales  à  a  et  y  admettent  également  la  corrélation  G. 

Dès  lors,  la  correspondance  entre  les  cléments  de  coiirlnire 
des  (F)  et  des  (F')  se  réduira  à  celle  qui  relie  les  dièdres  rectangles 
de  leurs  plans  principaux. 

Faisonsdu  reste  bien  remarquer  (|ue,  pour  qu'une  surface  (F) puisse 
être  réputée  afi?m(?///-e  la  corrélation  G,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
les  couples  (C,,!!,),  (C^,  Ilj),  formés  de  ses  éléments  principaux, 
appartiennent  à  la  corrélation  G. 

S'il  en  est  en  effet  ainsi,  la  corrélation  rectangulaire  admet  les  couples 
(C,,  IL),  (Co,  n,)  et  si,  comme  on  doit  le  supposer,  elle  est  en  involu- 
tion  avec  la  corrélation  L  du  complexe,  elle  n'est  autre  que  la  corréla- 
tion appelée  II  dans  les  numéros  précédents  et  qui  définit  la  distribu- 
tion des  plans  tangents  à  la  surface  (S)  le  long  de  la  droite  a. 

Ainsi,  de  même  que  dans  la  cinématique  du  plan  on  se  donne  a  priori 
la  normale  a,  laquelle  doit  être  issue  du  centre  instantané  de  rota- 
tion I,  de  même  ici  nous  nous  donnerons  a  priori  la  corréla,lion  G 
sur  une  droite  a  du  complexe  ^. 

Mais  cette  corrélation  n'est  pas  arbitraire.  Sa  rectangulaire  H 
r/o/7,  en  effet,  être  en  involufion  a^'cc  la  corrélation  normale  L  du 
complexe  .(^et,  par  suite,  elle  se  trouve  elle-même  en  involulion  avec 
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la  corrélation  L„  rectangulaire  avec  L.  Tel  est  rassiijeltissement  de  la 
corrélation  G.  A  part  cela,  elle  est  quelconque. 

Le  meilleur  moyen  de  nous  donner  G,  c'est  de  nous  donner  d'abord 
la  droite  a,  choisie  arbitrairement  dans  le  complexe  r  ,  puis  le  point 
central  A  et  le  plan  central  ù.  La  condition  d'être  en  involution 
avec  L„  achève  de  définir  G,  c'est-à-dire  son  paramètre  do  dislribn- 
lion  X. 

15.  Calcul  (lu  parauiclic  de  G.  Tricdre  central.  —  Nous  allons 
du  reste  chercher  à  déterminer  la  valeur  de  ce  paramètre.  Je  considère 
à  cet  elTet  le  trièdre  trirectangle  0„  dont  A  (point  central  de  (î)  est  le 
sommet,  a  une  première  arête,  une  seconde  arête  a,  étant  la  normale 
élevée  en  A  à  a  dans  le  plan  O,  et  enfin  la  troisième  arête  a.,  étant  la 
normale  en  A  au  plan  central  i2. 

Ce  trièdre  0„,  lié  au  complexe  j^  par  son  arête  a,  est,  à  cela  près, 
arbitraire  et,  lui  connu,  la  corrélation  G  est  pleinement  déterminée. 
Nous  l'appellerons  le  trièdre  central  de  la  corrélation  G  en  raison 
de  ses  relations  avec  les  éléments  centraux  de  cette  corrélation. 

Considérons  le  trièdre  0,  solidaire  du  corps  S  et  coïncidant  actuel- 
lement avec  0^|  :  nous  appellerons  axes  a,  a,,  «a  du  trièdre  0  les  axes 
de  ce  trièdre  qui  coïncident  actuellement  avec  les  axes  de  même  nom 
du  trièdre  0,,;  enfin  P  sera  le  point  du  corps  S  qui  coïncide  actuelle- 
lement  avec  le  point  A;  P  est  ainsi  l'origine  du  trièdre  0. 

Dans  le  mouvement  de  S  par  rapport  à  S' le  point  P  possède  une 
vitesse  dont  les  projections  sur  les  axes  du  trièdre  0  seront  repré- 
sentées par 

respectivement.  On  peut  remarquer  que  m,  projection  sur  l'axe  a  du 
trièdre  0,  est  actuellement  nulle,  mais  sa   dérivée   par  rapport  au 

(lu  ,  ,  ...  , ,  .  , 

temps,  u  ^  —,  ne  1  est  point,  ainsi  (jue  nous   aurons  [occasion  de 
l'expliquer  plus  loin. 

Mous  représenterons  aussi  par  w,  w,,  co^  les  projections  sur  les  axes 
a,  a,,  a.,  du  trièdre  0  de  la  vitesse  angulaire  représentée  à  la  manière 
ordinaire  par  un  vecteur.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  désigne  par 
X,  .\,,  X^  les  coordonnées  d'un  point  M  du  corps  S  par  rappoit  aux 
axes  a,  a,,  «jdu  trièdre 0,  la  vitesse  d'enlrainenient  de  M  aura  comme 
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projections  sur  les  a\rs  o,  a,,  (t., 

!u  -+-  fjJiX,  —  w, X,, 
«1  +  &).X  —  f.)  Xj. 
11.,-i-  w  X|  —  ri),X. 

Le  plan  polaire  du  point  M  dans  le  complexe  J^qui  est^  comme  on 
sait,  le  plan  normal  en  M  à  la  vitesse  de  M  aura,  comme  équation,  les 
coordonnées  courantes  étant  Y.  Y,,  \.>, 

1       ((/  -4- W1X5— (.ijX,)  (Y  —X  ) 

(9)  '   -t-(»,+  (o,X  -w  X,)(Y,-X,) 

(  -1-  ((/j+  (,j  X,  — W|X  )  (Y,—  X.>)  =  o. 

Si,  en  particulier,  ce  point  M  est  sur  la  droite  a  on  a 

X,  =  X,  =  o* 
et  il  vient 

//  (  Y  —  X  )  4-  (  «,  -I-  f.K, X  )  Y,  -(-  (  «2  —  f.>,  X  ) \i  —  o, 

et  comme  11  =  o,  cela  se  réduit  à 

(10)  (  (/,  +  W5X)Y,  4-  («;—  6),X)Y,=  o, 

équation  du  plan  II,  polaire  du  point  M(o,  o,  X).  On  voit  (pie  lanj^O, 
où  0  est  l'angle  du  plan  O  avec  le  plan  Q,,  est  égal  à  la  valeur  de  Y,  :  \  , , 
en  sorte  que  l'équation  de  la  corrélation  L  s'écrit 

(11)  («,-+-  wj/')  4-  («2 —  O)]/")  tango  =  o, 

en  mettant  /•  au  lien  de  X. 

D'un  autre  côté,  puisque  le  plan  ù  [ou  (a,  a,)]  est  le  plan  central 
delà  corrélation  G,  celui  de  II  est  le  plan  (a,  a,)  obtenu  en  faisant 

tourner  le  plan  ii  de-  autour  de  et.  En  conservant  A  et  il  pour  origines, 

et  ■/.  élaul  toujours  le  paramètre  de  distriijulion  de  G,  égal  à  c('lui  de  II, 
l'éciualion  de  la  corrélation  II  s'écrira 


(la)  /--xlai.gl^O- ^j  =  o 

ou 

(i3)  /■  laiigO -)- X  r=  o. 


LOI    DES    COURBUIiES    DES    PIÎOFILS    SLPEItFICIELS    CONJUGUES.         12  > 

En  e.vprimant  rinvolution  des  corrélations  H  et  L  au   moyen  de 
l'équation  déjà  trouvée  au  Cliapitie  I, 

(  1 4  )  cif  —  lie'  —  cb'  -+-  fa'  :=  o, 

où  Ton  doit  faire  ici, 


a  =  —  '.), 


h  =  f.)...          c  —  II,. 

/■  -  ", 

b'  =  0,            c'=  o. 

/'=>'■, 

—  tOiX  +  //,  m  0, 

on  trouve 

d'où 

(.5)  x  =  i^. 

Cl), 

En  conséquence,  le  paramètre  de  distribution  de  la  corrélation  (}, 
lorsqu'on  se  donne  son  point  central  et  son  plan  central,  est  égal 
au  rapport  des  projections,  sur  l'axe  a,  du  trièdre  central,  de  la 
vitesse  du  point  central  considéré  comme  appartenant  au  corps  S 
et  du  vecteur  représentatif  de  la  vitesse  angulaire  dans  le  mouve- 
ment de  S  par  rapport  à  S'. 


CHAPITRE  III. 

connusPONDAN'CK  entre  les  dièdres  droits  principaux 

DES    l'KOFILS    SUPERFICIELS    CONJUGUÉS. 


1(>.  Introduction  d'un  couple  particulier  de  surfaces  conju- 
guées. —  Conformément  à  la  méthode  indiquée  au  n"  14,  nous 
allons  nous  occuper  de  la  correspondance  existant  entre  les  dièdres 
droits  principaux  de  deux  profils  conjugués  (F),  (F')  admettant  la 
même  corrélation  G  sur  la  normale  commune  a,  celle-ci  prise  dans  le 
complexe  linéaire  >^. 

Nous  devrons,  dans  cette  recherche,  utiliser  la  remarque  déjà 
faite  qu'on  peut  sans  inconvénient  substituer  aux  profils  considérés 
des  surfaces  qui  leur  soient  parallèles.  Il  n'en  résulte  aucune  modifica- 
tion pour  les  éléments  de  courbure.  Nous  verrons  cependant  (ju'on  peut 
y  puiser  des  moyens  de  simplifications.  Il  est,  du  reste,  à  peine  besoin 
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de  faire  remarquer  que  deux  surfaces  parallèles  apparliennenl  en 
même  temps  à  une  corrélation  Ci  donnée,  puisqu'elles  ont  les  mêmes 
éléments  de  courbure. 

Parmi  les  surfaces  parallèles  à  la  surface  (F),  nous  prendrons,  en 
particulier,  celle  qui  fait  vctuelleme.nt  son  contact  avec  sa  conjuguée 
au  point  central  A  de  la  corrélation  G.  Nous  appellerons  (Fo)  celle 
surface  cl  (F|,)  sa  conjuguée. 

Ces  surfaces  présentent,  comme  on  va  le  voir,  des  aiTections  toutes 
spéciales  : 

En  premier  lieu,  si  l'on  appelle(Co)  leur  courbe  de  contact  actuelle, 
la  tangente  en  A  à  celte  courbe  de  contact  est,  d'après  le  n"  12, 
la  normale  élevée  en  A  à  la  droite  a  dans  le  plan  central  de  H;  c'est 
donc  la  droite  a,.  Ainsi  : 

La  tangente  en  A  à  la  courbe  de  contact  {c^  )  des  surfaces  (F  d),  (  F^  ) 
rjui  font  aciurllement  leur  contact  au  point  central  A  est  l'axe  a.,  du 
trièdre  central  de  la  corrélation  G. 

17.  Courbure  totale  des  surfaces  (F„)  e/(F^).  —  Une  autre  pro- 
priété des  surfaces  (F;,),  (F^)  a  trait  à  leur  courbure  totale  ou 
point  A. 

■  Les  vecteurs  AC,,  AC.,  AC,,  AC^  portés  par  la  normale  a  sont  les 
propi'es  rayons  de  courbure  de  ces  surfaces.  Nous  désignerons  par  /•, , 
/■„,  /■', ,  /'l  les  nombres  qui  les  mesurent,  et  par  0,,  O^,  0',,  0!,  les  angles 
qae  font  avec  le  plan  central  £2  les  plans  principaux  correspondants 
II,,  n^,  n',,  n^  de  ces  surfaces. 

Puisque  (C,,n,),  (Co,  IL.),  ((^,,11,),  (C,,  H^)  sont  des  couples 
d'éléments  liomologues  de  la  corrélation  G,  nous  devrons  avoir 

\  /•',  =z  •/ taiigO',,         /'j^rxlangS',, 
sans  oublier  (pie  les  dièdres  11,,  \\„  et  II,,  II',  étant  rectangles,  on  a 

(y,=  ô, -+-^,        0;  =  O', +  2, 
d'où 

langîJ,  langî/j  =  lang5',  taiig6j:= —  i. 
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Dès  lors  on  tire  des  formules  (i(J)  celles-ci, 
ou  encore 

r  I       1 

'  /■,  r.,         /■,  i\  x- 

Donc  : 

Les  profils  conjugars  (F;,),  (l'i, )  qui  fonl  actuellement  leur 
contact  au  point  centrai  X  de  la  corrélation  G  qu'ils  admettent,  ont 
leurs  courbures  totales  en  ce  point  égales,  négatives  et  égales  en 
valeur  absolue  à  l'inverse  du  carré  du  paramètre  de  distribution  /. 
de  la  corrélation  G. 

18.  Les  tangentes  asyntplotiques  des  surfaces  i^V„)el  (Fô)*  — 
Puisque  les  surfaces  (F^)  cl  (F^)  ont  au  point  A  chacune  une  courbure 
totale  négative,  leurs  courbures  principales  en  ce  point  sont  opposées 
et  leurs  tangentes  asyinptotiques  y  sont  réelles. 

Nous  allons  constater  que  cette  remarque  peut  être  précisée  et  com- 
plétée de  la  manière  la  plus  élégante  et  la  plus  simple. 

Reprenons  en  elTet  la  considération  du  trièdre  0  solidaire  du  corps  S, 
et  qui  coïncide  actuellement  avec  le  trièdre  central  ©„.  Ce  trièdre  © 
nous  a  déjà  servi  au  n"  ViS. 

Rapportée  à  ce  trièdre  0,  la  surface  (Fo),  qui  passe  au  point  A  et  y 
admet  l'axe  a  du  trièdre  0  pour  normale,  aura  une  équation  de  la 
forme  suivante  en  coordonnées  rectangulaires  X,  X,,  X^, 

(i8)  X  =  -i(U\=+>SX,X,-hTX5)-i- *. 

où  l'étoile  indique  des  termes  en  X,,  X^  d'ordre  3,  4»  etc. 

Si  l'on  prend  de  même  un  trièdre  0'  solidaire  du  corps  S',  coïnci- 
dant actuellement  avec  le  trièdre  0,,,  l'équation  de  la  surface  (F^) 
rapportée  à  ce  trièdre  0'  sera 

(19)  X  =  ^cK'-v,=  -t-3S'x',x;  +  T'x;=)  +  *. 

Si  l'on  désigne  par  P,  Q  les  dérivées  partielles  y^>  -r-- >  ces  déri- 
vées P,  Q  s'annulent  au  point  A,  tandis  que  R,  S,  T  sont  les  valeurs 
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.,,..,  •   ,,        ,  j       j       <)-\       J'X       <)=X    4, 

en  A  des  dérivées  parliclles  du  second  ordre  -rr-,  — ^ — --,  -r—-  bem- 
1  (;\;    J.\,c/\,    d\i 

blablement,  pour  la  surface  (Fô),  les  dérivées  partielles   l^  =  ^  ' 

Q'  =  -T^r  sont  nulles  en  A,  tandis  que  K',  S',  T'  sont  les  valeurs  en  ce 

..,',.,  ,.  ,,      d'-X'       d'X'       d'X' 

point  des  dérivées  partielles  -rr^r^'  ..,,  ,..-,  >  -t^Ts" 
'  '  d\\-    (^X,dXj    oX/ 

Ceci  posé,  d'après  les  résultats  les  plus  classiques,  les  éléments  de 

courbure  de  la  surface  (F„)  au  point  A  sont  fournis  par  le  système 

d'é(|iiatioiis 

H  cos5 -t- S  sin  0        S  ces  5 -I- T  si  II  5        i 
(20)  —rj, = 


cosSi  sin9  r 

OÙ  r  représente  l'une  des  quantités  déjà  appelées  ;•,,  r.^  et  0  l'un  des 
angles  correspondants  0,,  Oj. 

Mais  puisque  les  couples  ((-,,  II, ),(C2,  H,)  véririentlesrelations(iG), 
qui  expriment  qu'ils  appartiennent  à  la  corrélation  G,  on  peut 
adjoindre  aux  é({uations  (20)  la  suivante 

(21)  /•  — /lan^'ô, 

qui  doit  s'accorder  avec  elle.<. 

En  tirant  alors  /•  de  celte  équation  (21  )  pour  en  porlcM-  la  valeur 
dans  les  équations  (20)  on  trouve 

;  S(lang*0  — i)  +  (R  — T)lang5  =  o, 

(22)  I  I 

S   lanir"; hIUani;5=ro. 

Ces  deux  équations  du  second  degré  en  langO  doivent  aduiellre  les 
mêmes  racines  langO,,  langO^;  puis(jue  le  coeflicient  de  tang-0  est  le 
même  dans  les  deux,  on  a  donc 

(23)  S=^ 
et 

(2.',)  T  =  o. 

lui  opérant  de  même  pour  la  surface  (F,,)  on  trouverait 

(25)  S'=^ 

(7,6)  T'=o. 
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Or,  si  l'on  se  reporte  aux  équations  (18)  et  (19),  on  reconnaît  que 
le  faisceau  des  tangentes  asymptotiques  est  représenté  pour  chacune  de 
ces  surfaces  par  les  équations  respectives 

(27)  RX?  +  2SX,X2-+-ÏX^  — o, 

(  28)  W'X]  -+-  ■>  S'X,  X,  -f-  T' X^  =  o. 

Les  conditions  T  =  o,  T'  =  o  expriment  donc  ce  fait  remarquable 

(pie  la  droite 

X,  =  o, 

c'est-à-dire  l'axe  a.,  du  IrièdreQo,  est  une  tangente  asymptotique  com- 
mune. 

De  là  ce  théorème  : 

Les  profils  conjugués  (Fn),  (V^)  qui  admrllent  la  corrélation  G 
rt  font  ACTUELLEMENT  Icw  coulact  au  point  central  A  de  celte  corré- 
lation admettent  en  ce  point  une  tangente  asymptotique  commune, 
à  savoir  :  l'axe  a.,  du  trièdre  central,  axe  qui  a  déjà  été  reconnu 
tangent  en  A.  à  la  courbe  de  contact  (C(,). 

On  peut  ajouter  que,  d'après  les  équations  (20),  les  rayons  princi- 
paux r, ,  r,  sont  donnes  par  l'équation 


qui,  en  vertu  des  équations  (23),  (2/1),  se  réduit  à 

'        '^        ' 
(29)  -7 7  =  0, 

tandis  qu'on  aurait  pour  la  surface  (F,,)  l'équation 

(.9')  l,-%-L=o. 

On  voit  ainsi  (pie  les  relations 

S  =  S'=- 

X 

ne  sont  qu'une  nouvelle  vérification  des  équations  déjà  démontrées 

plus  haut 

[  I  I 

/•,  /••>       /■',  / .,  /. ' 

Journ.  de  Malli.  (O*  série),  lome  VIII.  —  Fasc.  Il,  1912.  ^7 
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Faisons  encore  remarquer  (juc,  on  l'espèce,  les  coefficients  R,  IV,  les 
seuls  par  Icstjuels  se  différenlienl  les  propriétés  du  second  ordre 
des  surfaces  (Fo))  (^ô)i  représentent  respectivement  les  courbures 
moyennes  des  deux  surfaces,  car  des  écpialions  (aç)),  (29')  on  peut 
conclure 

(3o)  R=--— -4-— ,  H'=  —  4-4-- 

'1  '■■;  '1  '■» 

lî).  /^//t'  des  secondes  tangentes  asyinptotifjues  des  sitr- 
faces  (l\),  (F|,).  —  Puisqu'il  ap[)arail  qiielcs  propriétés  infinitési- 
males des  surfaces  (Fj),  (F|,)  ne  se  difTérenlient  que  par  les  valeurs 
des  coefficients  R,  R',  dans  les  équations  (18),  (19)  de  ces  surfaces 
qui,  grâce  aux  équations  (2'3),  (2/)),  (25),  (26)  prennent  la  forme 


X  =  -(HXJ    +r\,x,  )  +  *, 

on  peut  conclure  qu'une  correspondance  entre  les  éléments  du  second 
ordre  de  ces  surfaces  se  traduit  par  une  correspondance  analytique 
entre  les  quantités  R  et  R'. 

Du  reste,  cette  forme  donnée  à  notre  problème  est  en  entière 
harmonie  avec  la  méthode  que  nous  nous  étions  proposée  aa début  de 
ce  Chapitre. 

Soient  en  effet  AD,  AD'  les  secondes  tangentes  asymptotiques  de 
ces  surfaces  (F„),  (F„)  au  point  A;  soient  0,  o'  les  angles  qu'elles  font 
avec  l'axe  «,  du  trièdre  central;  d'après  les  équations  (27),  (28),  où 
Toi)  fait 

T=:T'=:0,  S  =  S'=i, 

z 

les  angles  ç»,  o'  sont  liés  à  lî,  l\   par  les  relations 

IH  -)-  —  langij)  =r  o, 
IV  -+-  -  laiig»'  =  o, 
en  sorte  (pie  la  correspondance  entre  U  et  II'  revient  géométrique- 
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ment  à  une  correspondance  entre  les  secondes  tangentes  asympto- 
liqucs  AD,  AD'. 

Comme,  du  reste,  les  plans  principaux  II,,  IL  bissectenl  l'angle 
de  l'axe  a.^  et  de  la  droite  AD,  et  que,  de  même,  les  plans  princi- 
paux n', ,  11^  bissectenl  l'angle  de  a.,  et  de  la  droite  AD',  on  voit  que 
la  correspondance  entre  R  et  R'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre 
les  tangentes  AD,  AD',  réalisera  sous  une  forme  éminemment  simple 
la  correspondance  entre  les  dièdres  droits  formés  par  les  plans  princi- 
paux. 

20.  Reclierclic  direcle  des  éléments  de  courbure.  —  Pour  établir 
la  correspondance  cherchée,  nous  allons  procéder  à  une  recherche 
directe  des  éléments  de  courbure  de  la  surface  (F|,)  cl,  poun  com- 
mencer, f/'^ne  surface  (F')  quelconque^  nous  réservant  d'exprimer,  au 
moment  voulu,  que  le  contact  se  faisant  au  point  A,  les  profils  sont  les 
surfaces  appelées  (F„),  (F^)  aux  numéros  précédents. 

Nous  prendrons  encore  le  trièdre  0  solidaire  du  corps  S  qui  a  été 
déjà  à  deux  reprises  utilisé. 

Soit  M  (X,  X,,  Xo)  un  point  de  la  surface  (F);  en  conservant  les  nota- 
tions P,  Q  pour  les  dérivées  partielles  -t^-'  t^  {voir  n°  18),  les  équa- 
tions de  la  normale  en  M  à  la  surface  (F)  seront 

^■^■'^  /   Y,-(-QY=:X,+  QX; 

nous  appelons,  comme  on  voit,  Y,  Y,,  Y,  les  coordonnées  rectangu- 
laires courantes  d'un  point  de  la  normale. 

Si  le  point  M  se  trouve  sur  la  courbe  actuelle  (c)  de  contact  de  (F) 
avec  son  profil  conjugué,  cette  normale  MN  est  aussi  normale  à  la 
surface  conjuguée  (F').  C'est  ce  qu'on  exprimera  en  écrivant  qu'au 
point  M  la  vitesse  d'entraînement,  dont  les  formules  (8),  n"  15, 
donnent  les  projections,  est  située  dans  le  plan  langent;  de  là  l'étpia- 
tion  essenlielle. 

{ 33  )     —  (  «  H-  01,  \,  —  0),  X,  )  +  l'{  "i  -t-  t-'î  -^  —  w^! )  +  Q ( "2  +  &> Xi  —  t-'i  X)  =  o. 

On  sait,  du  reste,  cpio  la  valeur  actuelle  de  «est  nulle,  puisque  l'axe  (^/ 
du  trièdre  0  est  aclwUeiucnl  une  droile  normale  à  la  trajectoire  de 
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chacun  de  ses  points,  c'csl-à-dirc   une   tirollc  du   complexe   '^ .  La 

, ,  .    ,       ,       il  II  -11  •  1-1 

dérivée  //  =  -77110  serait  nulle  (jue  si  celte  droite  demeurait  encore 

normale  à  la  trajectoire  de  chacun  de  ses  points  à  l'époque  suivante. 
Dans  ce  cas,  elle  appartiendrait  non  seulement  au  complexe  .'^,  mais 
aussi  au  complexe  linéaire  infiniment  voisin.  Ce  sci'ait  donc  une  de 
ces  droites  quej'ai  appelées  nor/nalcs  sla/ion/iairesdans  mon  Mémoire 
des  Savants  étrangers  (  '). 

Nous  aurons  occasion  de  revenir  sur  ce  point. 

A  chaque  instant,  l'équation  (33)  délinit  sur  (F)  la  courbe  (f), 
et,  du  fait  que  M  est  sur  cette  courbe,  MN  n'est  pas  seulement  nor- 
male à  (F),  elle  est  aussi  normale  en  M  à  (F'). 

Nous  allons  chercher  à  déplacer  MN  dans  le  corps  S',  de  manière 
que  cette  droite  engendre  un  élément  de  surface  développable;  nous 
aurons  ainsi  les  éléments  de  courbure  de  (F'). 

11  nous  faudra  trouver  sur  MN  un  point  C'  mobile  avec  MN  qui  ail, 
DANS  S',  une  vitesse  dirigée  suivant  la  droite  MN  elle-même. 

Soient  Y,  Y,,  Y,  les  coordonnées  de  ce  point  C,  par  rapport  au 
trièdre0;ces  coordonnées  vérifient  tout  d'abord  les  équations  (32) 
de  la  normale  MN.  (".ommc  les  projections  de  la  vitesse  du  point  C, 
da/is  un  mouvement  par  rapport  à  S',  projections  faites  sur  les  axes 
du  trièdre  0,  ont  pour  valeurs 

(/ -I- w,  lo  — (,).2  1 1  H T-;         «,4-w.,Y — 0)1, H ;— ,         «j-f- f,)\  ,  —  f,),Y -t- — -^, 

Ctt  '  (Il  (il 

on  exprimera  que  cette  vitesse  est  dirigée  suivant  la  normale  MN  en 
écrivant 

-,        ,,       rfY,  ..  ^.      (/Y, 

?/ +  t.j,^,— 0),\,        d\  -fil  -  '  '  (tl 


—  I  (Il  ^  i>  ~  g 

ou  encore 

u  I  +  W2  1  —  r.)    1  o  H j-  4-  1*  (  «  +  r,)|  \  ,  —  (,),  \  ,  +  _  |  —  o, 

V  V         '^^^        r^(  V  N-         (t^\ 

11^  4-  ',)  Y  I  —  '.),  \    H -—    F  Q     II  -I-  fO,  1  ,  —  0),  1  ,  4-  -T-      —  o. 

(Il  \  '  dl  I 

C)  ce.  (5ac.  Élr.,  I.  XXXV).  |,.  36. 
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On  peut  transformer  aisément  ces  équa-tions,  car  en  dilTérentiant  les 
équations  (3i)  de  la  normale  nous  aurons 

dt  ^   (/t  (h         dl^     -^    V     h 

eu  sorte  (juc  les  équations  (34)  dcvicnneuL 

1  «,-t-t,)jY  —0,  Y,+  p(„4-,,,,v,_w.  Y,)— Y^  -^-  -^(X,  +  l»\)  =3o, 

(35)  , 

I  «,  -h  0)  Y,  -  M,  V  -t-  n  (  //  4-  f..,  Y,  _  0,,  Y,  )  -  Y  !^  +  ^  (X.,  +  QX)  =  o. 

Enfin,  il  ne  faut  pas  oublier  qu'au  cours  du  mouvement,  le  point  M 
ne  doit  pas  cesser  d'être  situé  sur  la  courbe  de  contact  (c)  des  sur- 
faces (F),  (F'),  sans  cela  MN  cesserait  d'être  normale  à  la  fois  à  (F) 
et  à  (F  ).  L'équation  (33),  qui  exprime  celle  condilion,  doit  donc  être 
toujours  vérifiée. 

Nous  ferons  même,  au  sujet  de  cette  équation,  une  remarcjue  impor- 
tante. Si  à  cbaque  époque  l  du  mouvement  il  y  a  sur  la  surface  (F) 
une  courbe  (c)  de  contact  avec  sa  conjuguée  (F'),  inversement,  la 
surface  (F)  étant  balayée  par  cette  courbe  (c)  au  cours  du  mouve- 
ment, tout  point  M  de  cette  surface  (F)  devient,  à  une  certaine 
époque  ;,  un  point  de  contact  de  (F)  avec  son  profil  conjugué.  A  cet 
égard,  l  peut  être  considéré  comme  une  fonction  du  point  M  ou  de  ses 
coordonnées.  C'est  [)i'écisément  l'éipiatioii  (33)  cpii  définit  ainsi  /  vn 
fonction  de  X,,  X^. 

Les  dérivées  partielles  de  t  en  X,  et  Xj  s'obtiendront  donc  en  appli- 
quant la  méthode  ordinaire  des  fonctions  implicites.  11  nous  sera  utile 
de  faire  ici  ce  calcul. 

Désignons  par  <l>,  [lour  abréger,  le  premier  membre  de  FécpiH- 
tion  (33), 

(36)  <\>—  —  {u-\-  w,\2  — o),X,)  -+-  P(//,  +WjX  — oXj)  -h  Q(('5+  wX,  —  '.),X). 
11    viendra,   en    convenant    d'ap[teler   H,   S,   T  les    dérivées  par- 


l34  G.    KŒNIGS. 

.  „     <;=x     fPX     ,)'X 

I    0\ , 

I  +  R(//,+  cojX  —  f.)X,)  +  S((/2+  wX,—  f.),X), 

I  -t-  S(h,  +  0)2 X  —  'jjXj)  +  T(//2+  uX,  —  0),  X), 

I  (Jil> 

I  -j^   =— (h'-+-(.)',Xj— WjX|) 

1  +  I'(m',  4-  oo',X  —  (,)'X;)  +  n(H'3  +  o'X,  —  m',  X); 

on  a  ch'-si^^m'"  par  ;/',  w', ,  ii.,,  w'.  co, ,  wl  les  dérivées  de  //,  //,,  »,,  co, 
Cl),,  oj.  par  rapport  au  temps  /. 
On  aura  d'après  cela 

Notons  encore  que  si  l'on  adjoint  au  système  des  équations  (35) 
l'équation  obtenue  en  difîérentiant  totalement  l'équation  (33)  on 
obtiendra  l'équation 

(39) 


'21.   Introduction  des  simplifications  tenant  au  choix  actuel  des 

axes.  —  Introduisons  actuellement  les  hypothèses  simplifiantes 
d'après  lesquelles  l'axe  a  du  Irièdre  est  précisément  la  normale  com- 
mune aux  surfaces  conjuguées  (F),  (F'),  sans  supposer  toutefois 
encore  qu'il  s'agisse  des  surfaces  (F„),  (F|,)  (jui  font  leur  contact 
au  |)()inl  A.  Souvenons-nous  aussi  que,  dans  ce  qui  va  suivre,  il  ne 
peut  plus  s'agir  que  des  valeurs  actuelles  des  quantités  en  jeu.  11 
faudra  faire 

X,^ro.  X.j=0,  I*  =  O,  ()  =:- O,  «  =  O. 

Les  é(|uations  de  la  normale  donnent  d'abord,  é(]ualion  (3iî), 
l>'é(jnation  (33)  se  réduit  à  une  identité,  u  étant  acluellentcnt  iml. 
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Les  équations  (35),  en  y  remplaçant  '— -,  -^  par  leurs  valeurs 


deviennent 
(40 


(Il  dt  dt  dt 


<^/<  f/<  /  dl 


^  ,     d$     6)«I>    (J<1»     1,  ,  ,    . 

quant  a  y^>  -r^ .  -r-  elles  se  réduisent  a 

——  =      w,H-  R((/,H-  'jj^X)  -h  S(«j  —  'j),X)  =  Z,, 

(42)  '^  -^  =—  co,-H  S(m,-+-  w.X)  +T((/o—  &),  X)  =  Ï2, 

m        _    , 

Nous    appellerons,    pour   abréger.    H,,  S,  ces    valeurs    actuelles 

de  -T^ ,  -j^,  en  sorte  que  les  valeurs  actuelles  de  -r^,  -y^  ,  d  après  les 

formules  (38),  seront  données  par  les  équations  suivantes,  qui  nous 
seront  très  utiles  plus  loin, 

[  u'—  —- 


(43) 


L'équation  (39)  enfin  deviendra 

(44)  ^,__  +  ^,___„'=o. 

Si  nous  considérons  la  vitesse  du  point  M  sur  la  surface  (F')  dans  le 
corps  S',  ses  projections,  données  i)ar  les  formules  générales 

d\, 

II.  -+-  (,uX  — (■)  A,  H , 

dt 

Hj  +  W    A  ,  —  &),  A    H —  , 

Il    -J- r.liAo  — W.  Xi+   -r— , 
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se  rôdiiiront  ici  à 


(45) 


II,  -h  0).  X  -T-  — — 
(U 


La  troisième  projection  est  d'ailleurs  nulle,  car  la  droite  o.  est  nor- 
male à  la  surface  (F')-  Nous  avons,  comme  on  voit,  désigné  par  r,,  p, 
les  projections  de  cette  vitesse  sur  les  axes  a,,  a.,.  Ce  sont  ces  projec- 
tions que  nous  introduisons  dans  les  formules  au  lieu  de  ^',  — r-'- 
1  dl       dl 

Avec  ces  notations,  les  équations  ( /|i),  (44)  se  laissent  écrire 

I  ,.,-(V-X)(l",.',  +  Sc,-Z,)=no, 
(46)  '   ,.,^__(Y_X)(S..,+  Tr,-Z:,)rro, 

en  posant  encore 

('17)  Z  =  Z|{«,  +  r.).,X)  -HZi((K  — (,),X)  +  "'• 

Le  plan  II'  (jui  passe  par  a  et  par  la  vitesse  du  point  M  [dans  son 
mouvement  sur  (F')]  est  un  plan  principal  de  la  surface  (F'),  tandis 
que  Y  —  X,  qui  mesure  le  vecteur  MC,  n'est  autre  que  le  rayon  de 
courbure  correspondant  que  je  désignerai  par  p'  : 

(48)  Y-X  =  p'. 

Ij'angle  <pio  fait  le  |ilan  juincipal  H'  avec  le  plan  ii  étant  désigné 
par  0'  on  aura 

(  l'i  =  m  co&O', 

(49)  .    ,/ 
I    1',=  m  SI  11  0\ 

OÙ  m  est  précisément  la  grandeur  même  de  la  vitesse  de  M. 

Introduisons  ces  expressions  de  c,,  v.,  dans  les  formules  (4('))  elles 
deviennenl 

cosO'  —  p'  (  It  rosG'+  S  sinO'  —  ^^]  —  o, 

(50)  '    sin  0'-- p' (  S  cosO' 4- Tsin{/'— —  )  =  o, 
ï,  cf>s  ^'  +  Z,  si  n  0' =  o. 
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l*ar  rclimination  de  —  au  moyen  de  la  dernière  de  ces  énnalions, 
es  deux  premières  deviennent 

l  cos6'  —  p'    R  cosO'  +  S  sinû' —  ^  (S,  cos{;'-t-  Zj  siii  0'  )     =r  o, 

I  sinO'—  p'    S  cos(5'H-Tsin6'—  =^  (S,  cos'/ -H  Z,  sin()')     =  o. 


(■-■) 


Telles  sont  les  deux  équations  dont  le  système  définit  les  éléments 
de  courbure  de  (F'). 

22.  Remarque  sur  le  cas  des  surjaces  continuemenl  oscula- 
trices.  —  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  pourrons  examiner  d'ores  et 
déjà  les  circonstances  d'un  fait  important,  celui  où  les  surfaces  (F) 
(F')  seraient  osculatrices  au  point  M,  c'est-à-dire  auraient  les  mêmes 
éléments  de  courbure. 

Les  éléments  de  courbure  p,  0  de  la  surface  (F)  seraient  évidem- 
ment fournis  par  le  système  d'équations 

\  oos9  —  p(H  cos6  -1-  S  sinO)  -=  o, 
^^'^'  (  sinô  — p(S  cos5  +  Tsin9)  =  o. 

Si  l'on  rapproche  ces  équations  des  deux  premières  équations  (5o) 
qui  fournissent  p'  et  0',  on  voit  qu'on  ne  pourra  avoir  p'  =  p,  0'  =  0 
qu'à  la  condition  d'avoir 

Or  ici  une  distinction  essentielle  s'impose,  selon  que  celte  circons- 
tance devra  se  présenter  accidentellement  ou  bien  conlinuement  j)en- 
dant  tout  le  cours  du  mouvement. 

Si  cette  circonstance  a  lieu  pendant  tout  le  cours  du  mouvement, 
l'époque  ton  un  point  X,,  Xj  de  la  surface  (F)  est  sur  la  courbe  de 
contact  Se  (F)  avec  son  profil  conjugué  est  une  fonction  parfaite- 
ment déterminée  des  coordonnées  de  ce  point  admettant  des  dérivées 

partielles  -r^-;  y^  non  constamment  nulles. 

Dès  lors,  les  formules  (/|3) 

,   dt        „  ,  dt        „ 

"dx;^-^"      "dx;  =  ^=' 

Jourii.  de  Math.  ( '>  série),  lome  VIII.  —  Kasc.  II,  1912.  j}^ 
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donncronl,  comme  conséquence  de  ï,  =  <  ,  H^  =  o, 

Il  r3-  II, 

en  sorlc  que,  dans  ce  cas,  la  normale  a  à  la  surface  (F)  esL  une  iioi'iiialc 
stalionnaire. 

Dans  mon  Mémoire  des  Savants  étrangers  sur  Les  courbes  conju- 
guées (')  j'ai  considéré  les  surfaces  solidaires  du  corps  S  possédant  la 
propriété  que  les  normales  de  la  surface  qui,  à  un  instant  donné  /, 
font  partie  du  complexe  ^el  sont  ainsi,  déjà,  des  normales  aux  trajec- 
toires de  leurs  points,  soient,  par  surcroît,  des  normales  stalionnaires. 
J'ai  prouvé  que  ces  surfaces,  qui  vérifient  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  possèdent  la  propriété  d'être  constamment 
osculatrices  à  leur  ])rolil  conjui;ué  tout  du  long  de  la  courbe  de 
contact. 

On  voit  i|nr  le  résultat  précédent  est  la  réciproque  de  ce  théo- 
rème : 

Les  seules  surfaces  solidaii'es  d'un  corps  sol/de  en  mouvement 
par  rapport  à  un  autre,  qui.  ont  constamment  un  contact  du.  second 
ordre  avec  leur  profil  conjugue  en  tous  les  points  de  la  courbe  de 
contact,  sont  les  surf  aces  dont  les  normales  sont,  chacune  à  une  cer- 
taine époque,  des  normales  slationnaires  (  -). 

Ces  surfaces  remanjuables  peuvent  se  définir  ainsi.  Si  l'ou  consi- 
dère un  point  P  du  corps  S,  la  direction  de  sa  vitesse  d'entraînement 
dans  son  mouvement  par  rapport  au  corps  S'  décrit,  dans  le  corps  S 
lui-même,  un  cône  de  .sommet  P  parfaitement  déterminé,  Fp.  Les 
surfaces  en  question  peuvent  être  définies  par  la  condition  d'être  tan- 
gentes en  cliacun  de  leurs  points  P  au  cône  F,,  qui  a  ce  point  pour 
sommet.  Cela  équivaui,  on  le  sait,  à  une  écjuation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  pour  ces  surfaces,  ainsi  du  reste  tjue  je  l'ai 
déjà  indiipié  plus  haut. 

2.".  ('Irconstnnccs  spéciales  de  l'osculalion  accidentelle.    —  Mais 

(')  C.  G.  {Sav.  Élr.,  t.  XXXV,  p.  i85  el  suivanles). 

(-)  J'ai  énoncé  ce  lliéorème  réciproque  dans  une  Noie  aux  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences,  20  novembre  191 1 . 
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lorsque  l'osculation  entre  les  surfaces  (F)  (F')  n'est  plus  une  circons- 
tance continuelle  de  leur  contact,  il  n'y  a  plus  de  difficulté  à  adniellre 

que  -j^,  -^  deviennent  accidenteUcrncnl  nulles  en  sorte  que,  dans  ce 

cas,  la  conclusion  u  =  o  ne  s'impose  plus. 

Il  pourra  donc  se  faire  que  deux  profils, conjugués  (.F)  (F')  soient 
accidentelleinent  osculateurs,  c'est-à-dire  aient  mêmes  éléments  de 
courbure,  et  cela  à  un  instant  donné  et  en  un  point  donné,  sans  que, 
pour  cela,  on  puisse  en  conclure  que  la  normale  en  M  est  une  normale 
stationnaire. 

Il  se  présente  cependant  ici  un  fait  spécial  (|ue  nous  ne  saurions 
passer  sous  silence-. 

Si  les  éléments  de  courbure  sont  les  mêmes  pour  les  surfaces 
(F),  (F'),  il  résulte,  des  deux  premières  formules  ( ')o),  que  H,,  H^ 
sont  nuls  tous  deux,  ainsi  qu'on  l'a  dit  déjà.  La  dernière  des  équa- 
tions (5o)  se  réduit  alors  à 


et  comme,  d'après  ré([uation  (47),  H  se  réduit  alors  à  «',   Técpiation 
précédente  s'écrit 


Du  moment  où  u'  n'est  pas  supposé  nul,  c'est  —  qui  doit  l'être  ;  ainsi 
m  est  infini.  Dire  que  m  est  infini,  c'est  dire  que^',  etf^  le  sont  ainsi  (jue 
-^1  —jjy  d'après  les  foiinules  (/p)- 

Du  reste  celte  conclusion  concorde  aussi  avec  le  fait  que,  dans 
l'équation  (44\  S,,  "E.,  puissent  être  nuls  sans  que  u  le  soit. 

Il  importait  de  mettre  en  évidence  cette  curieuse  singularité  dont 
on  peut  se  rendre  compte  en  remanjuaut  que,  puiscjue  les  surfaces 
(F),  (F')  ont  à  l'époque  l  mêmes  éléments  du  second  ordre,  on  peut, 
sans  changer  leur  position  relative  et,  par  conséquent,  sans  faire 
varier  le  paramètre  ^  dont  elle  dépend,  effectuer  sur  (F)  et  sur  (F') 
un  déplacement  de  M  dans  lequel  la  normale  MN  engendre  en  inciuc 
li-rnps  dans  les  deux  surfaces  un  élément  de  surface  dévcloppable.  Si 
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f/ir  est  raiiipliludi'  d'un   lel  cléplaceincut,  le  tiuolicul  w  =  y  apparaît 

comme  inliiii  puisque  /  ne  varie  pas  lorsqu'il  s'efTectue.  La  cliose 
apparaît  encore,  plus  clairement  si,  au  lieu  de  regarder  l  comme  le 
lenq)s,  on  le  considère  simplement  comme  le  paramètre  dont  dépend 
la  position  relative  des  deux  corps  S  et  S'. 

Cette  circonstance  rcmaniuable  méritait  certainement  d'être  sou- 
lignée. 

*li.  Dc/'/iièrc  siiiiplifii-cttluii  des  foi'iintJcs.  Hchtlluii  /iu//io:^/-a- 
plnqiic  cnlro  il  cl  11'.  -  Si  nous  n'avons  pas  encore  introduit  dans 
nos  hypothèses  les  sinqjlilicalions  résultant  de  la  considération  des 
surfaces  (F,,),  (F'o)  spéciales  qui  font  leur  contact  au  point  cen- 
tral A  de  G,  c'est  que  nous  voulions  précisément,  au  préalable,  étudier 
la  question  importante  (]ui  fait  roi)jel  du  numéro  précédent. 

Supposons  donc  maintenant  (pTil  s'agisse  des  surfaces  (l'o)-  (F'„) 
en  sorte  qu'on  puisse  prendre 

A^o,         1=0,         s  =  —  =^  — 

Un  a,  dans  ce  cas, 


(53) 


K(/, 


La  seconde  des  é([ualions  (")[)  se  réduit  alors  à 

ri  p' 

laiic  y  —  ^—  =  o, 

X 

ce  qui  exprime  que  le  couple  constitué  par  le  plan  principal  11'  elle 
centre  de  courbure  C  correspondant  ap|)arlienl  à  la  corrélation  (). 
Reste  donc  la  première  des  équations  (h)  qui  devient,  après  division 
par  cosO'  et  remplacement  de  p'  par  /.  tangO', 

I  —  /  UwMiV  [w  -t-  -  tancO' —  - 
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OU  en  OfdonnanL  en  tang  0' 

(54)  lang=5'-H  (  R  —  ^]/.  langô'—  i  =  o. 


Telle  est  l'cqualion  qui  fournit  les  plans  principaux  II',,  II!,  de  la 
surface  (F,,). 

Or  si  R',  S',  T'  sont  les  coefficients  déjà  considérés  qui  se  rappor- 
tent à  cette  surface,  ces  plans  seraient  aussi  donnés  par  l'équation 

IV—  T' 

tang'Q'  H ;t^ LangO' —  i  =  o, 

mais,  puisque  nous  savons,  formules  (^5)  et  (2G),  que 
S'=-,         T'=o, 

X 

cette  équation  s'écrit 

(55)  lang^O'-t- zU' laiigS'— I  =  0; 

d'où,  par  comparaison  avec  (5/|), 

(56)  rv  =  R-^—    ~Z~'- 


Si  l'on  se  reporte  aux  formules  (53)  on  trouve  que 


R»,H ^+w,  )   =(lW/,  +  — 


,  II,  +  Ml  !/■>  \- 


:=  R- «  ;  H- 2  R  (  W2  «  1  4- U I  (/ ,  ) 


et 

RZ  =  l\{ii' -+-  "iï|)  =  R-f/j-t-  K(o,2"i  +  Wi"!)  -f-  '>"' 
d'où 


RZ  —  ZJ  =—  l\{'j).2Ui-h  Uî'Di)  +  R"'—  (  — — ^ 
On  trouve  en  conséquence 


ii(  W|  II.,  -+-  (,J2"l  "    ) 


(•"j;) 


li«J  -i-  (M,  «,-1-  Uil'i)  -+-  " 

OU  encore 

'Wi"'-t-  ''''"1 


(58)     u]  mV  +  (w,  «2  H-  012  «,  )  (  R  -t-  rV)  +  m'(R'  —  R)  -+- 
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On  peut  opérer  un  groupement  de  lernies  cl  écrire 

et  en  faisant  pour  abréger 

"?        '       '   ~  «;        ' 

l'équation  (  h))  devient 

OU 

,-    .  II»': 

(60  —  --r=-L, 

A  A         II 

formule  qui  rappelle  tout  à  fait  par  sa  forme  la  relation  d'Euler. 

On  voit  que  A  et  A'  ou  K  ctlV  se  correspondent  homographiquenient 
et  que,  dans  cette  lioniograpliie,  les  éléments  doubles  coïncident. 

Il  est  fort  intéressant  de  voir  se  maintenir  ici  encore  ce  caractère 
(pii  se  rencontre  déjà  dans  l'équation  d'Jùder  et  que  j'ai  retrouvé 
dans  toutes  les  bomographies  analogues  (jui  se  présentent  dans  la 
théorie  des  profds  conjugués  (  '  ). 

Ici  l'élément  double  correspond  à  A  =  o  ou 


(6.) 


OJ,  «2-1-   f»'-!"! 


2o.  Corri'spondanri;  hoinograpliique  entre  les  secondes  tan- 
y;enles  asytnplotiqiics.  —  l^'inlérct  de  ces  résultats  ressortira  surtout 
de  leur  intpr[)réta lion  géométrique.  Rappelons  qu'au  n"  19  nous  avons 
introduit  la  considération  des  secondes  tangentes  asymptotiques  AD, 
\Vï  qui  font  avec  l'axe  a^  des  angles  o,  ^'  liés  à  R,  W  par  les  for- 
mules (3i)  du  n"  lî),  (jue  nous  reproduisons  ici 

(3i)  Il       ^lango,  IV=:--  —  lan^o'. 

La  correspondance    bomogra[)bi<pH'    entre   K  et  11    se  traduit  évi- 
(')  ce.  {Sav.  litr.,  t.  XWV),  p.  97,  i63. 


LOI    DES    COURBURES    DES    PROFILS    SUPERFICIELS    CONJUGUES.         l43 

demment  par  une  correspondance  lioinographique  entre  les  tangentes 
AD,  AD',  correspondance  à  rayons  doubles  coïncidents,  le  rayon 
double  unique  AW  faisant  avec  l'axe  a,  un  angle  a  donné  par  la 
formule 

,,  2  'j),  11.,+   r,),U. 


(02)  langa  :=—■/, 

a  (/[ 

Or 

•/.—  — 

(il, 

on  a  donc 

(63  langKi^-- -—1  —  -1  —  + 

Soit  AV  la  vitesse  d'entraînement  du  point  A;  la  droite  AV,  que 
l'on  peut  appeler  la  caractéristique  du  point  A,  a  comme  coefficient 

angulaire,  dans  le  plan  tangent  à  (F,)»  — •  Considérons,  d'autre  part, 
la  caractéristique  AU  du  plan  tangent  à  la  surface;  c'est-à-dire  la 
droite  de  contact  de  ce  plan  avec  son  enveloppe  en  le  supposant 
solidaire  du  corps  S  et  entraîné  dans  le  mouvement  de  S  par  rapport 
à  S'.  Suivant  la  droite  AU  se  fait  la  projection  sur  le  plan  tangent  du 
vecteur  représentatif  de  lu  vitesse  angulaire.  Le  coefficient  angulaire 
de  AU  est  ainsi  — '  et  la  formule  (62)  montre  dès  lors  que  le  rayon 

double  AW  est  le  coiijui^né  harmonique  de  la  tangente  asynipto- 
liquc  fixe  a„  par  rapport  aux  deux  droites  AV,  AU  qui  sont  les 
caractéristiques  du  point  de  contact  A  et  du  plan  tangent  commun 
en  ce  point  aux  deux  surfaces. 

On  reconnaît  en  même  temps  que,  lorsque  la  seconde  tangente 
asymplotique  coïncide  avec  AW,  les  droites  AU  et  AV  sont  conju- 
guées, au  sens  de  Dupin,  sur  les  deux  surfaces  (Fo)  et  (F'^). 

Réciproquement,  il  suffit  que  AU  et  AV  soient  conjuguées  sur  l'une 
des  surfaces  (Fo  ),  (F„)  pour  que  ces  deux  surfaces  aient  leurs 
secondes  tangentes  asymplotiques  confondues  avec  AW  et  qu'elles 
soient  osculatrices. 

Si,  dans  réi|uation  (5;)),  on  remplace  il  et  U'  par  leurs  valeurs  (3i) 
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(lu  n"  lî)  on  trouve,  en  inlroduisanl  aussi  l'angle  a  [équalion  (03)], 

—  (lango' —  langa)(taiig9  —  langat) 7(  tango' —  tai>g9)=:ro 

y.  '  '  (/j  ■ 

OU 

(64)      (tango'  —  tanga)(  lango—  langa)—  (lango' —  tango)  ^  o. 

En  supposant  u'  ^  o  on  peut  écrire  encore 

I  I  2  «,(■), 


(65) 


tango' — tangit        lango  —  tanga 


Mais  on  peut  mettre  sous  une  forme  encore  plus  simple  celte  rela- 
tion en  comptant  les  angles  non  plus  à  partir  de  l'axe  a,  mais  à  partir 
de  AW. 

Nous  poserons  dans  ce  but 


o  r=  a  4-  'i,         O  zzL  a  -\-  'b \ 


où  •|',  -y  seront  maintenant  les  angles  de  AD,  AD'  avec  AW. 
On  a  les  formules 


lango  —  langa        lang(d/-î-a)  —  langa 

I  —  langa  langdi  cos'a 

(i  +  tang-a)  lang'i/         tangvj; 

et,  de  même, 


—  sina  cosa, 


lang'v' — langa         laiig(i}/' -h  iz)  —  langjt        langil* 
d'où 


langa         tango  —  langa 


■  1       \         , 

n r     cos-a. 

lan'"!'        lan'"!/  ' 


l'in  sorte  (pien  délinitive   la  relation  tlhoniograpliie  entre  les  se- 
condes tangentes  asymptoliques  AD,  AD'  s'écrit 

(66)  '  '        -         '-"•"■ 


lang'V        langdi  «'cos-a 

a  étant  l'angle  défini  par  l'écjualion  (<)3), 
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La  valeur  de  — ^  =  i  4-  tan^^a  se  déduit  de  (G3) 

1       4"?  w;  +  (  M,  Wj  +  «,(,),  )' 

cos'a  4"ï'''i 

et  en  posant 

^  1/'  cos^a  2  Wi  W[  h' 

l'équation  d'iioniograpliie  deviendra 

(68)  colf— col|=— 1''. 

La  forme  de  celle  équation  rappelle  celle  que  Ton  rencontre  dans 
la  loi  des  courbures  lors  du  mouvement  autour  d'un  point  fixe;  cela 
lient  à  ce  que  toutes  deux  expriment  des  homographies  à  éléments 
doubles  confondus. 

La  formule  que  nous  venons  de  trouver  fournil  la  réponse  au  pro- 
blème que  nous  nous  étions  proposé. 

On  peut  donner  des  formes  plus  géométriques  à  ces  relations. 

2(>.  Constructions  géoinélriques,  —  Si,  dans  le  plan  tangent,  à  la 
distance  g  de  l'origine  on  mène  une  droite  0,  parallèle  à  AW,  les 
rayons  AD,  AD'  coupent  cette  droite  0  en  deux  points  D,  D'  qui 
décrivent  sur  elle  deux  divisions  homographiques  dont  le  point  double 
est  unique  et  rejeté  à  l'infini  sur  la  droite.  C'est  dire  que  le  vecteur  DD' 
,  est  constant;  on  calcule  aisément  cette  distance  constante  qui  est 
égale  à 

où  ^est  défini  par  la  formule  ((J7). 

On  peut  du  reste  construire  aussi  directement  les  plans  principaux 
par  le  moyen  d'une  considération  où  ne  figurent  plus  direclemenl  les 
surfaces  (Fj),  (F'„),  qui  ne  seront  dès  lors  intervenues  <jue  pour  nous 
donner  la  signification  des  droites  AD,  AD'. 

Menons  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  a.,  en  I  (voir  la  figure) 
et  passant  au  point  A;  soit  Ao  le  second  point  de  rencontre  de  l'axe  a., 
avec  ce  cercle;  soit  D  le  point  où  il  est  coupé  par  la  droite  AD.  Les 
traces  Al',,  Al%  des  plans  principaux  doivent  bissecter  l'angle  DAA., 
ces  traces  coupent  donc  le  cercle  en  deux  points  P,,  Po  diamélra- 

Jown.  de  Math.  (G'  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  II,  1912.  ^9 
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lement  opposés,  milieux  des  deux  arcs  sous-tendus  par  la  corde  DA^. 
en  sorte  que  le  diamètre  l\lP.j  est  parallèle  à  AD  et  qu'il  fait 
avec  a,  le  même  angle  o.  Si  donc  on  fait  la  même  construction  pour 
la  droite  AD',  on  aura  transporté  au  point  I  en  IP,  et  IP,  les  droites 
AD,  AD'  et  les  deux  faisceaux  homograpliiques  des  diamètres  IP,, 
IP,  seront  identiques  à  ceux  des  droites  AD  et  AD'.  L'équation  fon- 
damentale (G8)  s'applique  à  eux,  en  construisant  le  rayon  double  IB 
issu  de  I,  parallèle  à  la  droite  AW,  et  appelant  '1,  'Y  les  angles  que 
forment  avec  le  diamètre  IBles  diamètres  IP,,  IP', .  On  peut  remarquer 
que  les  diamètres  IP,,  IP,  délermincnlsur  la  droite  AW  un  vecteur  RU' 
de  longueur  et  de  direction  constantes  facile  à  calculer.  Par  là,  la  cor- 
respondance et  la  construction  se  trouvent  entièrement  définies. 


On  peut  même  construire  sur  la  même  figure  les  cotes  des  centres 
de  courbure  C,,  Cj,  C, ,  C,.  l'>n  effet,  0  étant  toujours  l'angle  d'un  plan 
principal  avec  le  plan  central,  sa  trace  fait  avec  l'axe  a,  l'angle  0;  s'il 
s'agit  du  plan  II,,  0,  sera  l'angle  de  AP,  avec  l'axe  de  a,.  Alors  r,  est 
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donné  par  la  formule 

/•,  =  •/.  la n g  ^,. 

Construisons  le  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe  o,,  passant  en  A  et 
coupant  de  rechef  cet  axe  au  point  A,  d'abscisse  x  en  grandeur  cl 
signe.  Menons  en  A,  la  tangente  A|E,  à  ce  cercle.  La  droite  AP, 
coupe  A|E|  en  un  point  (),  dont  l'ordonnée  mesurée  positivement 
selon  Taxe  a.,  est  égale  à  x  tangO,,  c'est-à-dire  à  /■, .  On  portera 
cette  longueur  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  suivant  son  signe  sur  la 
normale  a;  on  aura  ainsi  C,.  De  même  pour  les  autres. 

Le  problème  que  je  m'étais  proposé  est  ainsi  complèlemenl  résolu 
théoriquement  et  conslructivement. 

Il  faut  toutefois  savoir  construire  la  quantité  ^I"  qui  ligure  dans  la 
formule  fondamentale  et  c'est  là  l'objet  que  nous  nous  proposons  dans 
le  Chapitre  suivant. 

CHAPITRE  IV. 

CONSrillCTION     DES    ÉLÉMKMS    ni:    PAKAMfcïRE    F0.M)A11EN TAI.. 

27.  Le pcifonu'li'i'  ^'  foiiclioii  du  Iricdi'c  central.  —  Nous  ap[)cl- 
\erons  fondamenfa/  le  parauiètre  W  (pii  figure  seul  dans  la  formule 
fon4amentale.  Il  dépend  de  la  droite  a  et  de  la  corrélation  C  ;  comme 
celle-ci  est  parfaitement  définie  par  son  trièdre  trirectangle  central  (-)„, 
on  peut  dire  que  W  est  une  fonction  de  ce  trièdre  central.  C'est  ainsi 
que,  lorsqu'il  s'agit  de  la  relation  d'Euler,  le  paramètre  u.  qui  figure 
dans  la  formule 


dépend  du  choix  de  la  normale  et  se  trouve  être  égal  à  (j.  ^=  A"  sin  0,  où  k 
est  la  fonclioM  (pie  l'on  sait  des  courbures  des  courbes  roulantes. 

Dans  le  cas  actuel,  le  parannl'tre  U*  dépend  de  beaucoup  plus  d'élé- 
ments et  son  c\.pression  est  nécessairement  pluscomplitpiée. 

La  signification  des  quantités  co,,  (a.,,  «,,  u.,  qui  y  figurent  est  immé- 
diate; celle  de  u'  est  un  peu  [iliis  eachi'-e.  Nous  allons  eu  chercher  le- 
sens  cinématique. 
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28.  Significalton  cinématique  de  la  qiiandlè  u' .  —  Conservons 
encore  noire  Irièdre  0,  qui  nous  a  été  déjà  si  utile,  de  façon  à  nous 
rendre  compte  de  la  signification  de  «',  car  c'en  est  une  assez  peu 
nette  que  d'être  la  dérivée  de  u  par  rapport  au  temps. 

Soit  M  un  point  de  coordonnées  X,  X,,  X,;  ce  point,  mobile  à  la  fois 
dans  Sel  dans  S',  possède  dans  S  une  accélération  dont  les  projections 
sur  les  axes  a,  a,,  a.,  du  Irièdre  0  sont  égales  respectivement  à 

(69)  J"M  =  1?F'        ■''^'^IT^'        •'■^"  =  -^- 

Nous  représenterons  de  iiièiui!  par  .)„„,  .1,,,,  J,^„  les  projections  sur  les 
mêmes  axes  de  l'accélération  du  point  M  dans  son  mouvement  dans 
le  corps  S'.  Les  expressions  de  ces  quantités  sont  fournies  par  les 
formules  de  Bour  (  '  ), 

d^•'„^^ 
dt    ' 

(7")  '  JIm  =c.)2''(',m— ù)  i'ÎmH 77-' 

dl   ' 

OÙ  i„„,  t'i„r!j„  sont  les  projections  sur  les  axes  a,  a,,  a.,  de  la  vitesse 
du  point  M  dans  son  mouvement  dans  le  corps  S';  ces  projections  sont 
du  reste  données  par  les  formules 

.,  .,        rfX 

(71)  ^    l'iM   —  «i-t-'.)2\    —  0)    \,+  -^, 

\'A\  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (70)  on  ohliendra  les 
expressions  explicites  des  J';  mais  l'expression  de  .Ij,,,  nous  suffira,  ou 
trouve 

,1,1)1  zr  u'  \-  'j)^iu_  —  (i>j(/|  +  oj',  X,  —  (o'„  X, 

•(^II  /     d\,  i/\,\       d'X 

-^  ôx-^ '■(;'' ^-"'^nrj-^-di^' 

(')  Voir  nos  Leçons  de  Cinéinalii/iic,  p.  i3o. 
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en  posant 

et  m',  w'i,  co[,,  désignant  les  dérivées  de  u,  oj,,  bu. 

Nous  allons  appliquer  cette  formule  au  point  P  du  ror[)s  S  (jui 
coïncide  constamment  avec  l'origine  du  trièdre  0,  auc|ucl  cas  X,  X,, 
Xo  sont  constamment  nuls.  La  formule  précédente  donne  dans  ce  cas 

(73)  Jop=   (<'+  f.),«2 0),«|. 

Considérons  de  même  le  point  P'  du  corps  S'  qui  coïncide  acluel- 
lement,  lui  aussi,  avec  le  point  A.  Puisque  ce  point  est  fixe  dans  le 
corps  S',  sa  vitesse  dans  ce  corps  est  nulle  ;  en  désignant  par  X,  X, ,  Xj 
ses  coordonnées,  on  a  donc 

/  ,  V  V  'i^ 

O  t=   ('iip.  Z=   Il     •+■&),  A.,  —    Wo  X,  H -r-1 

l  '  '  dt 

(73)  ^  o  ^  i','|..=  «,  4- fji^X  — w  XjH -jj  i 

isz  f.2l.'=r  £/,+  W    X,  —  W,  \    H ;; 

\  al 

l'^n  diirérentianl  la  première  des  écjuations  (73),  il  viendra 
(7,)  o  =  <.  +«,X,-c,nX,  +  co,  — -0.,  — +  -^, 

mais  X,  X,,  \.,  étant  actuellement  nuls,  puisque  P'  est  actuellement 
en  A,  on  a,  d'après  les  équations  (73), 

dt   ^~""  dt   ~"      "^ 

en  sorte  que  ,!„,,  étant  la  projection  sur  l'axe  a  de  raccéléralion  du 
point  P'  dans  son  mouvement  dans  le  cor[)s  S,  on  a,  d'après  (74\ 

(70)  JoF=  -^  =—  W'+  «,(/,—  01, «1. 

On  a  ainsi  dans  (  72),  (yS)  les  expressions  des  projections  sur  l'axe  a 
des  accélérations  respectives  du  point  P  dans  le  corps  S',  du  [K)inl  l" 
dans  le  corps  S,  où  P,  P'  sont  les  points  respectivement  solidaires 
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de  S  et  de  S'  qui  coïncident  actuclleuienl  entre  eux  el  avec  le  point  A, 
sommet  du  trièdre  central.  On  obtient  par  une  simple  soustraction  : 

(76)  w';= -(j;,,  — Joi.)- 

De  là  ce  théorème  : 

La  quantité  u  est  la  demi-projectioit  -sur  l'axe  a  du  fnci/rc 
central  de  l'excès  géométrique  de  l'accélération  du  point  P  dans  le 
corps  S'  sur  celle  du  point  V  dans  le  corps  S,  en  appelant  P,  P'  les 
points  des  corps  S  et  S'  qui  coïncident  actuellement  avec  le 
point  A.  , 

Cette  définition  de  a'  est  indépendante,  comme  on  voit,  de  toute 
hypothèse  sur  le  choix  des  axes  de  coordonnées. 

29.  Introduction  d'un  nouveau  trièdre  de  référence.  —  Dans 
les  recherches  précédentes  nous  avons  ntilisé  deux  Irièdres  0,  0'  soli- 
daires des  corps  S  et  S'  et  coïncidant  actuellement  avec  le  trièdre  0„. 
Ces  Irièdres  avaient  une  importance  en  quelrpie  sorte  locale  puisque 
leur  notion  reposait  sur  celle  du  trièdre  central  0o. 

Nous  allons  maintenant  adopter  un  trièdre  dont  le  choix  ne  repose 
plus  sur  des  considérations  spéciales  à  tel  axe  particulier  du  corps  S. 
Nous  prendrons  le  trièdre  T  que  j'ai  déjà  utilisé  dans  mes  recherches 
sur  les  courbes  conjuguées  (  '  ). 

Je  rappelle  rapidement  en  quoi  consiste  ce  trièdre.  Considérons  à 
un  instant  donné  du  mouvement  le  mouvement  hélicoïdal  ou  torsion 
tangente;  d  représentera  son  axe  et  h  son  pas. 

La  droite  d  décrit  flans  chacun  des  corps  S,  S' une  surface;  ces 
deux  surfaces  ('I'),  (*!'),  appelées  (quelquefois  axoïdes  pour  rappeler 
qu'elles  sont  le  lieu  de  l'axe  d  dans  l'un  et  l'autre  corps,  se  raccordent 
à  chaque  instant  suivant  l'axe  r/ qu'elles  ont  en  commun. 

La  corrélatioji  homographique  (pii  nait  de  la  distribution  des  plans 
tangents  tout  le  long  de  f^est  la  même  pour  toutes  les  deux,  soient  O 
son  point  central  et  /.•  son  paramètre  de  distribution. 

On  prend  ()  comme  origine  du  trièdre  T,  (/  comme  axe  ();,  le  |ilaii 

(')  ce.  {Sav.  Étr.,  t.  XWV),  p.  17. 
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central  pour  plan  zOj:  et  la  normale  commune  au  point,  central 
commun  O  des  deu\  surfaces  comme  axe  Oy. 

Ce  Irièdre  T  est  mobile  à  la  fois  dans  le  corps  S  et  dans  le  corps  S', 
en  sorte  qu'on  peut  parler  des  mouvements  |  T.S  |  et  [t. S']  de  T  j)ar 
rapport  à  S  et  S',  ainsi  que  de  leurs  inverses  [s,  t|  ,  |S',t}  . 

Le  mouvement  |  s.  S'|  de  S  par  rapport  à  S'  peut  être  reg;ardé 
comme  résultant  des  mouvements  [  S,T  |  et  |  T,S'|  • 

Désignons,  suivant  les  notations  usuelles  qui  sont  aussi  celles  que 
j'ai  employées  dans  mon  Mémoire  sur  les  courbes  conjuguées,  par  p, 
q,  /•  les  projections  sur  les  axes  du  trièdre  T  du  vecteur  représentatif 
de  la  rotation  dans  le  mouvement  [t,  S  |  et  par  ^,  yj,  Ç  les  projections, 
sur  les  mêmes  axes,  de  la  vitesse,  au  cours  du  même  mouvement,  du 
point  O  origine  du  trièdre  T. 

Pareillement,  p',  y',  /■',  ^',  r\',  'Ç  désigneront  les  mêmes  quantités 
pour  le  mouvement  | T.  S' |  ,  en  sorte  que  dorénavant  l'accent  prime 
cessera  de  représenter  les  dérivées,  sauf  avis  exprès. 

Eu  égard  au  choix  du  trièdre  T,  on  démontre  aisément  (')  que  les 
deux  groupes  de  quantités  p,q,  j;^,-/],  'C]p.,q',r\^',ri','ÇsonlTc\\és 
par  les  relations  suivantes  qui  sont  nécessaires  et  suffisantes  : 

(  p'=zp,         (y'  =  ^  =  o,         r' yé  r         (en  général), 
^^'^  \^—l  rj'=Y]=o,  Ç'=£Ç  (engénéral), 

en  sorte  que  les  deux  mouvements  [ T,  S  j  ♦  |t,  S'|  ne  diflèrent  que  par 
les  valeurs  de  "C  et  de  r.  D'ailleurs,  le  pas  du  mouvement  hélicoïdal 
tangent  au  mouvement  [s, S']  cl  la  vitesse  angulaire  ont  pour 
valeurs 

(78)  h=  ^, ~  ^  >  u  =  r'—r, 

tandis  que  le  paramètre,  déjà  désigné  par  k,  de  la  corrélation  qui  naît 
de  la  dislrilnition  des  plans  tangents  aux  axoïdcs  ($)  ($'),  a   pour 

(')  ce.  (.SV/r.  /hr.,  t.  \XXV),  p.  37. 


l52  G.    KŒNIGS. 

valeur 

(70)  '''=-7  =  -'l- 

J'ajouterai  ([uo  j'adopte  éj^alement  la  uolation(') 

d/i 

Avec  ces  notations,  la  vitesse  d'enlraîncnicnt  d'un  point  M(x,  y,  z) 


dans  le  mouvement  \^-^'\  admet  comme  projections  sur  les  axes  Ox, 
Oy,  Oz  du  Irièdre  T, 

_(,.'_, .)j,     (r'-r).r,     /i{r'—r). 

Dès  lors,  le  plan  polaire  de  ce  point  M  dans  le  complexe  4^,  qui  est 
normal  en  M  à  cette  vitesse,  aura  pour  équation 

(81)  — jX  + jY  +  /((Z  — ::)  =  o. 

J'ai  introduit  (-)  dans  mon  Mémoire  précité  la  considération  des  nor- 
males stalionnaires;  elles  appartiennent  au  complexe  4^etau  complexe 
linéaire  .(^'  relatif  à  l'instant  infiniment  voisin.  Elles  font  donc  partie 
d'une  congruence  linéaire  et  appartiennent  à  tous  les  complexes 
linéaires  d'un  faisceau  dont  font  partie  les  complexes  J^,  jr^.  Un  des 
complexes  de  ce  faisceau,  que  j'ai  appelé  le  complexe  attxiliair<-  4^,, 
a  une  définition  particulièrement  simple. 

L'axe  de  ce  complexe  est  parallèle  à  Oy,  est  tracé  dans  K'  plan 
de  xy  et  a  pour  abscisse  x  —  h^.  De  plus,  son  pas  ou  paramètre  est 
égal  k  h  —  II,  en  sorte  que  le  plan  polaire  du  point  M(x-,/,  z),  dans 
ce  complexe  ^,,  a  pour  équation 

(Sa)  z{\  -  ji-)  -h  (h  -  k)  (Y  -  y)  +  {/,,-  .r){Z  -  z)  =  o. 

L'intersection  des  deux  plans  (Hi),  (82)  donne  la  droite  normale 
stationnaire  qui  passe  en  M  et  que  je  désigne  par  d"",  l'indice  m 
indiquant  qu'elle  passe  en  M  et  le  double  indice  n  indiquant  qu'elle 
est  normale  à  deux  instants  consécutifs  aux  trajectoires  de  tous  ses 
points. 

(')  ce.   (.Sac.  Ihr.,  l.  XXXV),  p.  4o. 
{■')  ce.  (5ni'.  Hlr,,  t.  XXXV),  p.  4o. 
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50.  Coordonnées  du  trièdre  ©„  par  rapport  au  trièdre  T.  —  Ceci 
rappelé,  cojisidërons  le  trièdre  central  Q^  considéré  dans  les  Chapitres 
précédents.  Nous  désignerons  par  a,  b,  c  les  coordonnées  de  l'origine 
de  ce  trièdre,  par  a,  ^,  y  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  a,  par  a,, 
|3,,  y,  ceux  de  l'axe  «,,  enfin  par  a^,  jï,,  y.j  ceux  de  l'axe  a.,.  Ces  neuf 
cosinus  ne  sont  pas  indépendants  car  ils  sont  liés  parles  conditions 
communes  d'orthogonalilé,  qui  ne  laissent  subsister  que  trois  para- 
mètres indépendants,  comme  on  sait. 

Mais  ces  trois  paramètres,  si  le  point  A  est  donné,  ne  sont  pas  eux- 
mêmes  quelconques.  En  effet,  l'axe  a  doit  appartenir  au  complexe  .'^, 
ce  qui  introduit  la  condition 

(83)  —bx-T-a'i  +  hy  —  o. 

Le  trièdre  0„  dépend  en  résumé  de  cinq  paramètres  :  les  coor- 
données a,  /),  c  de  son  sommet  et  les  deux  paramètres  que  laisse  arbi- 
traires pour  son  orientation  l'équation  (83). 

51.  Calcul  des  quanlilcs  W|,co^,  w,,  «..  —  Ce  trièdre  central  étant 
choisi,  les  quantités  w,,  m.,,  i/,,  u,  sont  immédiatement  définies.  En 
effet,  la  rotation  dans  le  mouvement  |  S,S'  [  se  représente  par  un 
vecteur  porté  par  d  ou  Oc  mesuré  par  (r'—r)  [formule  (78)]. 

En  conséquence,  puis(jue  w,,  œ^  sont  les  projections  de  ce  vecteur 
sur  a,,  «o,  on  auia 

(84)  '■>,=  (/•'—/■)■/,,  oj,=  (/■'—/•)-/,. 

Pareillement  «,,  i/.,  sont  les  projections  sur  a,,  a.,  de  la  vitesse 
d'entraînement  du  [)oint  A  dans  le  mouvement  |s.  S'|  .  Les  projections 
sur  Or,  Oy,  i):  de  cette  vitesse  étant 

—  (r'— r)^,         (/■' — r)a,         li{r' — /), 
ses  projections  sur  a,, a.,  seront 

\  «,=  (/•■— r)(—ft3Ci-(- a p,-+-/i-/i). 
)  «,=  (/•'-/•)(— /va,  4-«p,+  //y,). 

52.  ('(ilnil  d'-  u' .  ~  (  ]liri-(li(iMs  niainlenant  à  c\[)rinicr  la  quan- 
tité u' . 

Jourii.  Ue  Math.  (6*  série  ),  tome  VIII.   -    Fasc.  II,  lyis.  20 
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Nous  avons,  au  moyen  de  l'équation  (7^)),  une  définition  de  u'  qui 
fournira  une  solution  facile  du  problème,  car  on  peut  calculer  aisé- 
ment les  projections  des  vecteurs  .1,,  et  J,.  au  moyen  des  éléments 
qu'introduit  l'emploi  du  trièdre  de  référence  T. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  variable  avec  le  temps 
par  rapport  au  trièdre  T.  En  représentant  par  x,  y,  z  les  dérivées 
premières  de  x,  y,  z  par  rapport  au  temps,  les  projections  de  la  vitesse 
de  ce  point  dans  le  corps  S  sur  les  axes  du  trièdre  T  ont  pour 
valeurs 

!<':rM=  l  —  ry  -(-X, 
Vyyi=ZlX—  pz  4-J, 
«■zM   =     ?      -+-/'/  -^;- 

Pareillement,  les  projections  de  la  vitesse  de  M,  dans  son  mou- 
vement par  rapport  au  corps  S',  auront  comme  expressions  : 


(87) 


Les  projections  J,,,,  J,„,  .1-m.  de  raccéléralion  du  point  M,  dans  son 
mouvement  par  rapport  à  S,  seront  données  par  les  formules  de  Bour, 
déjà  utilisées, 

J  xM  —  —  ''''y>'  "*"  ~Jî~  ' 

(  SS  )  '    JyM  —  n':cM—  /"':M  +  -^  ' 

et,    s'il  s'agit  de  l'accélération  de  M  dans   son  mouvement   dans  le 
corps  S',  on  aura  de  même 

(89 )  (  j;,,  =  '■' «'.'.M  - /'i'=M -^-  -^  ' 


''.r.M  — 

ç    — /y-rx, 

t'.vM  — 

r'x  —  pz  -Hj, 

'';M  = 

Ç'  -^py  +  -• 

LOI     DES    COUnBUIlES    DES    PROFILS    SUPERKICIELS    CONJUGUÉS.        l55 

Supposons  que  le  point  M  coïncide  avec  un  point  I'  fixe  dans  le 
corps  S.  Alors  i,,.,  c, ,,,  (\,,  sont  nulles,  et  les  formules  (SC)  )  donnent 

(90)  ^  — /-j  H- j- rrz  o,  rx  —  pz  +  y  =10,  ^-\~ py  -\-  z  ^  o\ 

d'oîi    l'on    peut    tirer   x,  y,  z    et  les    porter   dans   les  expressions 
de  Pj.,>,  v'^f,  v'.f.  Les  formules  (87)  deviennent  alors 

(91)  c;,^—  — (/•'—/•  )v,      (•;,,  =  (/■'— /■)j?,      (';,,  =  (/■'  —  /■)/;. 

Si  Ton  calcule  alors,  au  moyen  des  formules  (89),  les  projections 
J,  p,  J^,,,  J'.,.  de  l'accélération  J',,  du  point  P  dans  le  corps  S',  on  aura 

i'xv  —  —r'{r'—r)a:-  ^^'■'— 't). 

Jyp  =  -  r'{r'—r)y-i>{r'—r)h-Y-  ^( r'—  r.r), 


J'ri'=       /'('■'—  /•)■•£■-*-  ^  ('■'—'•/'). 


OU,  en  développant, 

d{r'-r) 


J',,,=  -/''(,-'-,-)^-    (r'-r)y-'^^'''^^    ''\y, 


i'yv  =  -  '■' {'■'  -  r)y  —  p{r'  —  r) h  +  {r'  —  r)x - 


dt 


Les  valeurs  de  a,-,  y  qui  ligurent  dans  ces  expressions  sont  fournies 
par  les  équations  (90);  de  plus,  d'après  la  formule  (80),  on  a 

dh  % 

et  si  nous  faisons   ces  substitutions  dans  les  valeurs  précédemmeni 
trouvées  de  J',,,,  J^,,,  J'.,,,  elles  deviennent 

'  J'.,.  =  -  (,-•-, ■)K,-p{r'-r)z  -  '^^'''~''^y. 

(92)         /'   j;,=:_(,'_,-)^y_^(,-'-,-)/,_v(,.'_,.)+  ^'_Z-^,r, 

On  peut  se  rappeler  encore  (pic  le  paramèlre  de  distribution  A  a 


[5(5 
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pour  valeiu' A"  =  —  — >  ce  qui  permet  de  reiiiplaccr  \  par  —  pk.  Nous 
obtenons  ainsi  le  résullat  (Ic'liiiitir   : 

(93)      /  y^.pz=z—  {r'  -  i-y-y  —  p{r'  —  r)h  4- />(/'-  /)/.-  +        '  ^^^    '     .r. 
f  .Im'~   /'('•'—  '■).r  —p{r'—  /•)/'!+  ^('''~  '■)^'- 

Maintenant,  pour  obtenir  la  projection  J^,.  de  cette  accélération  sur 
un  axe  «(a,  ji,  y),  il  sui'lira  de  former  la  combinaison 

t/(r'  —  r 


dt 


-(— a/-*- [3x +  •//(; 


Appli([uons  ceci  au  point  V  qui  coïncide  actuellement  avec  le 
point  A  et  dont  les  coordonnées  sont  (a,  h,  c)  en  nous  souvenant  que 
les  coordonnées  de  ce  point  et  les  cosinus  a,  8,  y  de  Taxe  a  sont  liés 
par  l'équation  (H3).  Il  viendra 

j;„,  =-(,•'- /■)2(î<n  +  f3Z>) -/>(/■'-'■)[«'••  + [3(// -/•)  + -/(A,  -  «)]. 

La  parfaite  symétrie  du  rôle  que  le  Irièdre  T  joue  par  rapport  aux 
corps  S  et  S'  nous  permet  sans  autre  calcul  d'écrire  la  valeur  .lo,,,  de  la 
projection  sur  l'axe  a  de  l'accélération  dans  le  corps  S  du  point  P'  du 
corps  S'  uni  coïncide  actuellement  avec  le  point  A,  nous  aurons  en 
eiïet  le  résultat  en  écliangeant  simplement  /•  et  /•',  'C  et  "(',  ce  (jui  laisse 
/>,  h,  k,  //,  invariables;  nous  aurons  delà  sorte 

On  en  déduit  par  soustraction  : 

(94)     „'=l(j;„,_j„,.,)  =:_/,(,'_  ,-)[ac  +  p(/'-  /.)-+-7(/',-«)l. 

'l'elle  est  r<'\prcssion  cliercliécî  de  //'. 

<  >n  ne  man(pi('ra  pas  d'observer  que  lï  ^o  é(pn\aut  à  rr(|Mation 

ac   t    h(/(  — /.)    I-  •/(/',  —  «)  —  ■>, 
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laquelle,  en  vertu  de  l'équation  (82),  exprime  que  l'axe  a,  qui 
appartient  déjà  au  complexe  4^,  appartient  aussi  au  complexe  4^,,  en 
sorte  que,  dans  ce  cas,  la  droite  a  coïncide  avec  la  normale  station- 
naire  ct'l"  qui  est  issue  du  point  A. 

55.  Calcul  de  x  et  de  W.  ~  Il  nous  est  actuellement  possible 
d'exprimer,  en  fonction  des  coordonnées  a,  l>,  c,  y.,  ^,  y,  a,,  [i,,  y,, 
°=2)  P21 Y2  du  trièdreGo,  les  deux  quantités  qui  figurent  dans  la  solution 
de  notre  problème,  à  savoir  :  le  paramètre  de  distribution  /.  de  la 
corrélation  G  et  le  paramètre  fondamental  W. 

En  ce  qui  concerne  x  que  nous  avons  trouvé  égal  à 


d'après  les  valeurs  (84),  (85)  de  co,,  it,,  on  aura 

(9.5)  ^^-^^,  +  aP.  +  Ay. 

■/" 

En  ce  qui  concerne  W,  le  résultat  est  plus  compliqué,  car  d'après  (G"  ) 


W 


4M^(.)'f  4-  (oJi  "2-1-  W2"l  )' 


d'où,  d'après  les  équations  (84),  (85),  (g')), 

^^^  ~  ip  y,(—  /^«i  +  «p,  +  A-/,)  [ca  -H  (/i  —  A).3  +  (/(,  —  «)yj 

54.  ConstriirtioTi  effective  de  W.  —  Mais  la  forme  compliquée  qui 
précède  m'empêche  pas  que  ^  ne  soit  aisément  constructible.  Si,  en 
efl'et,  on  se  reporte  à  la  définition  de  la  droite  AW  qui  fait  avec 
l'axe  a^  l'angle  a  donné  par  la  fornmle  (03), 


les  droites  AV,  AU  étant  elles-mêmes  d'une  construction  facile, 
puisqu'il  suffit  pour  les  avoir  de  prendre  la  vitesse  d'entraînement 
de  A  et  la  projection  sur  le  plan  (a,,  a^)  du  vecteur  issu  de  A  équi- 
poUcnl  au  vecteur  (/'  —  r)  porté  par  d  ou  Oz  et  que  AW  est  la  con- 
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jufiuéc  harmonique  de  a.,  j)a!'  rapport  à  ces  deux  droites,  on  peut 
regarder  Fangle  a  comme  construit. 
\/d  construction  de 

^__2ju^&)j___      /•'—/•        (— 6a|H-  gpi-t- Ayi)yi 
u'cos'a  p  cos'a  c<x+  (li  —  k)  •/+  (h\  —  o)y 

n'offre  plus  alors  de  difficulté. 
On  peut  même  remarquer  que 

ca-i-(/(  — A){3-^(/;,  — a)y 

est  la  projection  sur  Taxe  a  du  vecteur  dont  les  projections  sur  les 

axes  O.r,  Oy,  Oz  sont 

f,     /(  —  /.,    /(,  —  (i. 

Ce  vecteur  est  la  vitesse  fictive  qu'aurait  le  point  A  dans  un  mouve- 
ment hélicoïdal  attaché  au  complexe  linéaire  4^,  (c'est-à-dire  ayant 
même  axe  et  même  pas)  et  dont  la  vitesse  angulaire  serait  l'unité. 

Quant  au  quotient  — - —  qui  figure  en  facteur  de  l'expression  de  W, 

j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  le  considérer  dans  mon  Mémoire  Sur  h^s 
courbes  conjuguccs  (  '  ). 

Si  l'on  désigne  par  [i,  ^'  les  angles  que  font  avec  Oz  (ou  d)  les  tan- 
gentes aux  deux  lignes  de  striction  des  axoïdes  (tl>),  (<!>'),  on  trouve 
qu'on  a 

(97)  i£_i^_(cot(3'-col[J). 

On  peut  donc  regarder  comme  établie  la  construction  complète  du 
paramètre  principal  W. 

(')  ce.  {S(n\  El)-.,  t.  \\\\'),  p.  io5.  Dans  c-e  Mémoire  j'appelle  a^  a!  les 
angles  i|iic  je  désigne  ici  pai-  p,  (3'. 

Kéiily,  octobre  lyii. 
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Le   calcul  (les   intégrales  définies; 
Par  Emile  BOREL. 


INTRODUCTION. 


I.  —  Remarques  historiques. 


Les  résultats  acquis,  dès  la  fin  du  xix''  siècle,  ont  surabondamment 
prouvé  combien  était  simpliste  l'opinion  d'après  laquelle  il  serait  pos- 
sible de  limiter  le  champ  des  Mathématiques  à  l'étude  d'une  catégorie 
déterminée  de  fonctions  :  fonctions  continues,  fonctions  dérivables, 
fonctions  analytiques,  etc.  Four  qu'une  telle  limitation  ne  fût  pas  à 
la  fois  arbitraire  et  vaine,  il  faudrait,  en  effet,  qu'on  pût  être  assuré 
de  son  invariance,  à  l'égard  du  moins  a'une  catégorie  déterminée  de 
transformations  analytiques.  Or,  si  l'on  n'a  pas  le  droit  d'affirmer 
qu'une  telle  limitation  sera  toujours  impossible,  on  doit  reconnaître  que 
sa  réalisation  prochaine  est  peu  vraisemblable  dans  l'état  actuel  de  la 
Science.  Cette  réalisation  exigerait,  entre  autre  choses,  une  étude  ap- 
profondie au  point  de  vue  arithmétique  de  tous  les  nombres  irration- 
nels qui  peuvent  s'introduire  en  Algèbre  et  en  Analyse,  et  une  telle 
étude  est  à  peine  ébauchée  (').  En  effet,  l'introduction  d'un  nombre 
irrationnel  a  d'une  complication  particulière  dans  une  é(piation  fort 
simple,  telle  que  la  suivante 

ô'-z         ,Pz 

(')  Voir,  par  exemple,  mes  Leçons  sur  la  Théorie  de  la  croissance,  dernier 
Cliaj)ilre. 
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entraîne  une  conséquence  inattendue  :  en  parlant  de  conditions  ana- 
lytiques^ l'équation  définit  une  fonction  des  variables  x  ^\,  y  qui  n'est 
analytique  pour  aucun  système  de  valeurs  de  ces  variables  (  '  )  Dans 
un  autre  ordre  d'idées,  M.  Lebcsgue  a  tiré,  de  la  considération  des 
développements  décimaux  des  nombres  irrationnels  les  plus  généraux, 
des  conséquences  presque  paradoxales;  en  particulier,  il  en  a  déduit 
la  définition  d'une  fonction  qui  n'est  susceptible  d'aucune  représenta- 
lion  analytique  (-). 

C'est  cette  quasi-impossibilité  d'établir  une  démarcation  précise 
entre  les  êtres  analytiques  regardés  comme  «  simples  »  et  les  autres, 
qui  a  été  l'origine  de  travaux  qui  ont  considérablement  accru  nos 
connaissances  en  Analyse.  Ces  travaux  étaient  nécessaires  ;  ils  ne  sont 
pas  d'ailleurs  définitifs  sur  tous  les  points  et  il  sera  encore  utile,  à  mon 
avis,  de  s'occuper  de  ce  qu'on  a  pu  appeler  la  pathologie  des  fonctions. 
Mais  il  est  permis  de  penser  que  le  but  définitif  de  ces  recberclics 
pathologiques  doit  être  la  délimitation  des  fonctions  considérées 
comme  saines  (').  Là  encore,  nous  nous  heurtons  à  des  difficultés  qui 
sont  loin  d'être  résolues. 

.le  voudrais  essayer  d'indiquer,  dans  ce  Mémoire,  un  point  de  vue 
diiTérent,  qui  n'est  pas  entièrement  nouveau,  mais  (ju'il  m'a  seud)lé 
possible,  en  uti-lisant  divers  travaux  publiés  dans  ces  vingt  dciuières 
années,  de  présenter  sous  une  forme  qui  me  parait  neuve.  J'en  don- 
nerai, d'ailleurs,  immédiatement  une  application  concrète  au  calcul 
des  intégrales  définies,  de  manière  à  bien  montrer  qu'il  ne  s'agit  pas 
d'une  pure  théorie  spéculative,  mais  que  la  conception  «pie  je  [)ropose 
peut  conduire  à  des  résultats  positifs  et  ])récis,  indépendauinuMil  de 
toute  opinion  sur  cette  conception  même. 

(')  BoREL,  Comptes  rendus,  l.  CXXl,  19  décembre  189.5. 

(■-)  Sur  les  fondions  rcprésenlahles  anatyliguenicnt  {iu\uit;i\  de  M.  Jordan, 
1905,  p.  2i4)-  Sur  le  sens  qu'il  faut  donner  au  mol  déjinilion,  M.  Lebesgue 
fail  des  observations  fort  justes  qui  entraînent  des  réserves  sur  le  sens  que  peut 
avoir  sou  énoncé,  dont  l'intérêt,  à  mon  point  de  vue,  est  surtout  négatif. 

(')  J'ai  déjà  exprimé,  à  diverses  rejuises,  cette  opinion,  en  pailicidicr  en  ce 
qui  concerne  la  régidarité  des  modes  de  croissance  ( /^f'fo«.ï  sur  les  fondions 
entières.  Note  111  ). 
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L'idée  (|iii  m'a  guidé  est  rulililé  qui  me  paraît  évidente  de  distin- 
guer entre  les  calculs  qui  peuvent  être  réellement  efiéctués  et  ceux 
cjui  ne  peuvent  pas  l'être.  Les  premiers,  seuls,  sont  actuellement  utili- 
sables dans  les  applications  des  Mathématiques.  Je  ne  veux  pas  dire, 
bien  entendu,  que  les  applications  soient  l'unique  but  des  Mathéma- 
tiques ;  rien  n'est  plus  loin  de  ma  pensée  ;  et,  admettrait-on  ce  point, 
il  n'en  resterait  pas  moins  que  certaines  spéculations,  aujourd'iiui 
sans  rapport  visible  avec  aucune  application,  se  révéleront  peut-être 
demain  comme  très  fécondes  en  résultats  pratiques.  Ce  que  je  dis  sim- 
plement, c'est  qu'il  y  a  un  grand  intérêt  théorique  et  pratique  à  étu- 
dier à  part  les  nombres  et  les  fonctions  calculables  ;  nous  verrons  que 
ce  champ  d'études  est  beaucoup  plus  étendu  qu'on  n'aurait  pu  le 
penser  il  y  a  quelques  années  ;  c'est  pourquoi  je  me  suis  décidé  à  celle 
publication,  à  laquelle  je  réfléchis  depuis  fort  longtemps. 

Ces  réflexions,  je  n'ai  pas  besoin  de  le  dire,  n'ont  pu  être  indépen- 
dantes de  mes  lectures,  ni  surtout  de  mes  conversations.  Il  ne  m'est 
pas  possible  de  signaler  tous  ceux  qui,  par  leurs  paroles  ou  par  leurs 
écrits,  ont  eu  une  part  dans  la  formation  des  idées  que  je  vais  exposer  : 
je  ne  les  connais  d'ailleurs  pas  tous,  car  ces  influences  sont  parfois 
inconscientes.  Je  manquerais  cependant  à  un  devoir  élémentaire  de 
probité,  si  je  ne  signalais  pas  certaines  conversations  amicales  dont  il 
n'est  pas  resté  de  trace  écrite  et  qui  ont  certainement  joué  un  rôle 
essentiel  :  je  veux  parler  de  conversations  avec  M.  Jules  Drach  qui 
remontent  à  plus  de  vingt  ans  et  ont  été  souvent  reprises  depuis;  et 
ensuite,  dans  l'ordre  chronologique,  de  conversations  avec  M.  Hené 
Baire  et  avec  M.  Henri  Lebesgue.  Je  conserve,  cela  va  sans  dire,  toute 
la  responsabilité  de  ce  qui  pourra  paraître  critiquable  dans  les  consi- 
dérations auxquelles  je  consacre  celle  Introduction;  mais  je  voudrais, 
si  quelqu'une  d'entre  elles  retient  l'attention,  qu'on  sache  (pi'elle 
n'aurait  probablement  pas  vu  le  jour  sous  sa  forme  actuelle,  si  je 
n'avais  pas  eu  la  bonne  fortune  d'échanger  des  idées  avec  les  amis 
dont  je  viens  de  donner  les  noms. 
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II.   —   Nombres  calculables. 


iNous  dirons  (jii'iiii  nombre  a  est  calculable  lorsque,  élaiil  donné  un 
nombre  entier  quelconfjue  n,  on  sait  obtenir  (')  un  nombre  rationnel 
(lui  dilTiM'c  de  a  de  moins  de  -■  I^cs  nc)ml)res  rationnels  sont  évidem- 
iiicnl  les  [)lus  simples  des  nombres  calculables;  lorstju'un  nombre 
n'est  pas  rationnel,  on  en  calcule  i^énéralement  les  valeurs  approchées, 
en  faisant  usage,  soit  des  fractions  décimales,  soit  des  fractions  con- 
tinues. On  peut  se  demander  s'il  faut  considérer  à  part  ceux  des 
nombres  irralionnels  pour  lesquels  la  loi  d'un  de  ces  développements 
est  connue;  il  est  clair  qu'il  en  résulte  un  avantage  pratique  considé- 
rable, mais  il  faut  observer  (pie  cet  avantage  est  entièrement  limité  à 
un  mode  unique  de  représentation;  le  système  décimal,  en  particu- 
lier, n'a  aucune  valeur  théorique  spéciale  ;  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  le  développement  en  fraction  continue,  (]ui  est  unique  en  son 
genre,  mais,  d'autre  part,  un  tel  développement  n'est  pas  invariant 
relativement  à  des  opérations  arithmétiques  très  simples  (■).  Il  en  ré- 

(')  Je  laisse  inteiitionnellemenl  de  C()l<ï  la  plus  ou  moins  grande  loni;iieiir 
j)iuli(|ue  des  opérations  ;  ressenliel  est  que  chacune  de  ces  opérations  soit  exé- 
cutable en  un  temps  fini,  par  une  méthode  sûre  et  sans  ambiguïté.  Par  exemple, 
un  nombre  décimal  p,  tel  que  sa  /t''""'  décimale  soit  égale  à  la  décimale  de  t.  de 
rang  n  !  doit  être  regardé  comme  défini,  bien  que  son  calcul,  avec  seulement  une 
dizaine  de  chinTres  exacts,  puisse  exiger,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  un  temps 
dé|)assant  de  beaucoup  la  longueur  de  la  vie  hnmai!ie.  En  réalité,  la  difficulté  est 
la  même  pour  tous  les  nombres  incommensurables;  si  les  premières  décimales 
sont  parfois  aisées  à  calculer,  rim])ossibililé  pratique  re])arait  si  l'on  exige 
quehjues  milliers  de  cliilTres.  Au  point  de  vue  pratique,  on  peut  dire  que  les 
nombres  dont  on  a  elTeclivement  besoin  peuvent,  en  général,  être  efTeclivemenl 
calculés  avec  l'approximation  désirable;  d'autre  part,  il  n'y  a  pas  lieu  d'élever 
des  exigences  de  nature  pratique,  lorsqu'il  s'agit  de  nombres  dont  l'inipurtance 
prati{jue  est  nulle,  comme  le  nombre  (5  dont  il  vient  d'être  question. 

('-)  Quel([ues  recherches  relatives  à  cette  invariance  ont  été  entreprises  par 
M.  (Z\vàIq\^\.  {Bullelin  de  la  Société  malhémaliqne,  1912,  t.  XL,  p.  i).  Mais, 
malgré  l'intérêt  des  résultats  obtenus,  ceux-ci  sont  encore  très  particuliers  et  leur 
extension  parait  présenter  de  grandes  difficultés.  C'est  là  une  des  (]uestions  les 
plus  importantes  de  l'Arithinélique,  et  il  serait  très  désirable  (|iie  les  recherches 
de  M.  Cliâlelel  soient  continuées  et  étendues. 
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suite  que  la  connaissance  de  la  loi  d'un  développement  décimal  (non 
périodique)  doit  être  actuellement  considérée  comme  n'ayant 
aucune  valeur  théorique  (  ')  ni  pratique,  tandis  que  la  connaissance  de 
la  loi  d'un  développement  en  fraction  continue  a  un  certain  intérêt 
théorique,  mais  un  intérêt  pratique  à  peu  près  nul. 

Le  premier  des  problèmes  qui  se  pose  au  sujet  des  nombres  calcu- 
lables est  celui  de  l'égalité  de  deux  de  ces  nombres  (-  ).  Si  deux 
nombres  calculables  sont  inégaux,  on  s'en  apercevra  évidemment  en 
calculant  chacun  d'eux  avec  une  approximation  suffisante,  déter- 
minée, mais  généralement  inconnue  a  priori.  On  réaliserait  un  progrès 
évident  en  déterminant  une  limite  inférieure  de  la  différence  qui  peut 
exister  entre  deux  nombres  calculables,  dont  les  définitions  satisfont  à 
des  conditions  connues.  Cette  limite  existe  évidemment  si  les  condi- 
tions sont  telles  qu'elles  ne  définissent  qu'un  nombre  fini  de  nombres 
calculables  ;  j'ai  déjà  indiqué  ailleurs  cette  manière  de  poser  la  ques- 
tion (')  ;  je  veux  seulement  faire  observer  ici  que  la  fonction  qui  défi- 
nit l'écart  minimum  de  deux  nombres  de  hauteur  donnée  (^)  est 
calculable,  pour  chaque  valeur  finie  de  la  hauteur,  mais  que  son  calcul 
effectif  serait  d'une  longueur  impraticable,  s'il  fallait  le  réaliser  empi- 
riquement, c'est-à-dire  en  calculant  tous  les  nombres  dont  la  hauteur 


(')  Je  suppose  ici,  bien  entendu,  que  celte  loi  serait  tout  ce  qu'on  saurait 
sur  le  nombre.  Au  contraire,  il  y  aurait  un  très  grand  intérêt  lliéorique  à  con- 
naître la  loi  des  chilTres  décimaux  d'un  nombre  défini  autrement  que  par  cette 
loi,  dey/2  par  exemple.  Mais  c'est  là  un  sujet  de  recherches  très  difficile,  et  qui 
ne  pourra  être  abordé  qu'après  celui  dont  il  vient  d'être  question  dans  la  noie 
précédente. 

(')  La  connaissance  des  lois  dont  il  vient  d'être  question  permettrait  de  ré- 
soudre cette  question  pour  deux  nombres  donnés  sous  la  même  forme,  mais  le 
problème  n'a  alors  aucun  intérêt.  Ce  qui  importe,  c'est  de  savoir  reconnaître  si 
deux  nombres  sont  égaux,  lorsqu'ils  sont  obtenus  par  des  modes  de  calcul  dif- 
férents. 

(')  Comptes  rendus,  décembre   igoS. 

(')  Je  rappelle  que  la  hauteur  d'un  nombre  est  une  fonction  croissante  du 
nombre  d'opérations  nécessaires  pour  définir  le  nombre  à  partir  de  l'unité;  la 
définition  est  «eiilement  assujettie  aux  conditions  suivantes  :  !"  tout  nombre 
calculable  doit  avoir  une  hauteur  finie;  1"  il  y  a  un  nombre  fini  de  nombres 
dont  la  hauteur  est  inférieure  à  une  valeur  donnée. 
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ne  dépasse  pas  la  valeur  finie  considérée.  On  n'est  même  pas  absolu- 
ment sûr,  au  point  de  vue  théorique,  (ju'il  ne  se  présenterait  pas  des 
difficultés  insolubles,  car  on  peut  concevoir  deux  nombres  tels  que  les 
suivants  : 


re-^^,.)\  /; 


ayant  un  nombre  quelconque  de  cliiiïres  décimaux  identiques,  et  dont 
on  ne  saurait  pas  prouver  l'égalité  (').  Il  serait  donc  tout  à  fait  dési- 
rable qu'on  ait  quelques  résultats  généraux  non  empiriques  sur  la 
limitation  inférieure  de  l'écart  en  fonction  de  la  hauteur  (-).  C'est  un 
problème  qui  mérite  d'attirer  l'attention  des  analystes,  malgré  sa  dif- 
ficulté. 

Un  autre  problème,  bien  plus  difficile  (jue  le  précédent  et  cepen- 
dant plus  souvent  signalé  comme  digne  d'intérêt,  consiste  à  se  de- 
mander si  un  nombre  calculable  appartient  ou  non  à  une  catégorie 
énumérable(')  particulière  :  si  le  nombre  -,  ou  la  constante  d'EulcrC 
est  ou  non  un  nombre  rationnel,  ou  quadratique,  ou  algébrique  ? 
On  sait  que  la  (juestion  est  résolue  pour  -,  et  ne  l'est  pas  pour  C.  Il 


(1)  11  ne  semble  pas  (|ue  ces  difficultés  se  présentent  effectivement  dans  la 
réalité  ;  pratiquement,  toutes  les  fois  que  les  malliémaliciens  ont  constaté  l'éga- 
lité numérique  de  deux  nombres  (à  une  approximation  suffisante),  ils  ont  su 
démontrer  l'égalité  rigoureuse.  C'est  là  un  fait  important  :  dans  tous  les  cas  où 
l'on  sait  définir  deux  nombres  dont  les  développements  décimaux  ont  une 
centaine  de  chiflVes  communs,  on  sait  aussi,  ou  bien  qu'ils  sont  égaux,  ou  bien 
qu'ils  sont  inégaux  en  vertu  de  leur  définition  même  (par  exemple,  l'un  d'eux 
peut  être  défini  comme  égal  à  l'autre  augmenté  de  to~""'°).  Il  serait  fort  inté- 
ressant de  pouvoir  donner  un  exemple  de  deux  nombres  dont  les  développe- 
ments décimaux  coïncident  pratiquement,  sans  que  l'on  sache  s'ils  sont  égaux 
ou  non.  Ceci  se  rattache  à  la  question  de  savoir  dans  quelle  mesure  une  vérifi- 
cation empirique  assure  de  l'exactitude  d'un  théorème  d'Analyse,  tel  que  le 
fameux  théorème  de  liiemann  sur  les  fondions  (§  '6). 

(^)   Voir  mes  fjeçons  sur  ta  théorie  de  la  croissance,  loc.  cit. 

(')  J'emploie  le  terme  énumérable  dans  le  sens  que  j'ai  donné  aux  mots  : 
effectivement  énumérable,  réservant  au  terme  dénombrable  son  sens  usuel, 
sans  m'inquiéler  ici  des  critiques  qu'on  peut  faire  à  cette  notion  d'ensemble 
dénombrable  non  edectiN'ement  énumérable  (\oir  Annales  de  i'/ïcole  Normale, 
1908,  les  Paradoxes  de  la  théorie  des  ensembles). 
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ne  semble  [)as  possible,  acluellemcnt,  d\Tl)order  ce  problème  sous  sa 
forme  générale,  pour  les  nombres  qui  peuvent  élre  définis,  à  partir  des 
nombres  rationnels,  par  des  conditions  transcendantes.  On  peut  le 
ramener  au  problème,  à  certains  égards  plus  simple,  qui  consiste  à 
limilcr  la  hauteur  des  nombres  rationnels  qui  peuvent  être  définis  à 
partir  des  nombres  entiers  par  des  opérations  algébriques  ou  analy- 
tiques de  nature  déterminée;  il  est  clair  que  si  les  procédés  de  défini- 
tion sont  tels  qu'ils  ne  conduisent  qu'à  un  nombre  fitti  de  nombres, 
la  bauteur  de  ceux  de  ces  nombres  qui  sont  rationnels  est  limitée  : 
mais  cette  remarque  bien  simple,  si  elle  permet  d'entrevoir  la  possibi- 
lité d'une  solution,  ne  fournit,  malbeureusenient,  aucune  métbode 
pour  l'obtenir. 

Je  n'insiste  pas  davantage  sur  ces  difficultés,  qui  sont  aux  frontières  du 
sujet  qui  nous  occupe  ;  je  ne  ferai  que  mentionner  d'autres  difficultés 
qui,  à  mon  sens  du  moins,  sont  au  delà  des  frontières  des  Mathé- 
matiques. Je  fais  allusion  aux  dé  finitions  telles  que  la  suivante,  qu'on 
peut  varier  à  l'infini  :  le  nombre  a  est  égal  à  zéro  si  la  constante 
d'Euler  C  est  un  nombre  algébrique  et  à  un  dans  le  cas  contraire.  En 
d'autres  termes,  on  fait  dépendre  la  valeur  du  nombre  défini  d'une 
certaine  éventualité  inconnue  ;  la  seule  raison  pour  laquelle  on 
regarde  la  définition  comme  mathématique  est  que  l'éventualité 
inconnue  est  de  nature  mathématique  el  que,  par  suite,  le  nombre  a 
est  susceptible  d'une  définition  analytique;  il  suffirait  d'im  peu  de 
patience  pour  écrire  explicitement  une  formule  donnant  ce  nombre  a; 
mais  celte  formule  renfermerait  plusieurs  passages  à  la  limite  super- 
posés et  ne  serait  évidemment  pas  calculable.  La  définition  analy- 
tique n'a  donc  aucune  valeur  mathématique  ;  elle  est  simplement  la 
traduction,  en  un  langage  plus  compliqué,  de  la  définition  primi- 
tive, de  sorte  qu'on  est,  de  toute  façon,  ramené  à  faire  dépendre  la 
valeur  du  nombre  a  de  la  solution  d'un  problème  pour  le  traitement 
duquel  on  ne  possède  aucune  méthode  régulière.  Le  fait  que  ce  pro- 
blème est  mathématique  me  paraît  être  une  circonstance  accessoire 
cl  il  me  semble  qu'on  aurait  une  définition  tout  à  fait  analogue  on 
disant  que  le  nombre  a  est  égal  à  zéro  ou  à  un,  suivant  que  le  cuivre 
est  ou  non  un  corps  composé.  Il  est,  en  effet,  aussi  peu  vraisemblable 
pour  les  mathématiciens  que  C  soit  algébrique,  qu'il  est  peu  vraiscm- 
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blablc  pour  les  chimistes  que  le  cuivre  soit  un  corps  composé  ;  mciis 
la  preuve  rigoureuse  jjaraît  presque  également  difficile  dans  les  deux 
cas  ( ' ) . 

Nous  nous  en  tiendrons  donc  à  la  définition  des  nombres  calculables 
donnée  au  début  de  ce  paragraphe  ;  les  commentaires  dont  nous 
l'avons  fait  suivre  n'avaient  comme  but  que  de  mettre  en  évidence  les 
restrictions  que  comporte  une  telle  définition  ;  mais  ces  restrictions 
n'ont  rien  d'arbitraire  ;  elles  s'imposent  si  l'on  veut  distinguer  les  ma- 
thématiques réelles  de  spéculations  l.o<;ir/iii:s  purement  verbales,  dans 
lesquelles  on  ne  se  préoccupe  (pie  d'une  (jualité  purement  négative  : 
l'absence  de  contradiction. 


III.  —   Les  fonctions  calculables  et  les  fonctions 
à  définition  asymptotique. 

Nous  dirons  qu'une  fonction  est  calculable,  lorsipie  sa  valeur  est 
calculable  pour  toute  valeur  calculable  de  la  variable  (-).  En  d'autres 
termes,  si  a  est  un  nombre  calculable,  on  doit  savoir  calculer  la  valeur 

de  f  (a.)  à  -  près,  quel  (pie  soit  ri.  On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  (pie, 


(')  On  pourrait  objecter  à  cet  exemple,  ainsi  qu'à  tout  autre  exemple  tiré 
des  sciences  physiques,  les  difficultés  possibles  d'interprétation  :  la  notion  de 
corps  simple  peut  être  entièrement  modifiée;  la  continuité  des  phénomènes  est 
une  autre  difficidté  qui  paraît  être  très  profonde  :  entre  deux  alternatives  natu- 
relles, il  y  a  toujours  place  pour  le  doute  :  le  seul  moyen  sûr  d'échapper  au 
doute  est  de  substituer  au  phénomène  naturel  un  phénomène  au  moins  en  partie 
conventionnel  et  arlificiel.  Par  exemple,  on  ne  peut  pas  parler  avec  certitude 
du  nombre  des  petites  planètes  qui  seront  découvertes  avant  le  3  i  décembre  1920, 
à  minuit  (temps  de  Paris),  car  une  découverte  peut  avoir  lieu  précisément  à 
minuit;  et,  d'autre  part,  il  peut  y  avoir  doute  sur  la  valeur  d'une  observation 
particulière;  mais  on  peut  parler  avec  précision  des  découvertes  qui  auront  été 
annoncées  à  celte  date  dans  une  publication  déterminée,  si  cette  publication, 
par  suite  de  conventions  humaines,  paraît  à  des  dates  régulières  telles  ipTil  ne 
puisse  pas  y  avoir  d'ambiguïté  à  ledouler. 

(^)  Nous  ne  parlons  que  d'une  variable  pour  abréger  le  langage  ;  il  ne  se  pré- 
sente aucune  difficulté  pour-  l'extension  à  /;  variables  ou  même  à  une  infinité 
énumérable,  sous  certaines  restrictions  de  convergence  évidentes. 
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par  définition,  donner  le  noinlMc  calculable  a,  c'esl  siinplenicnl 
donner  le  moyen  d'obtenir  oc  avec  une  approximation  arbitraire.  Une 
fonction  ne  peut  donc  être  calculable  que  si  elle  est  coiiliiuie  (  '  ),  au 
moins  pour  les  valeurs  calculables  de  la  variable. 

Si  l'on  donne  les  valeurs  d'une  fonction  pour  les  valeurs  calculables 
de  la  variable  et  si  celle  fonction  est  supposée  continue,  ses  valeurs 
pour  taules  les  valeui's  de  la  variable  sont  par  cela  même  délci'iniiu'i's. 
On  peut  se  demander  si  l'on  peut  attribuer  un  sens  quelconcjue  à  la 
valeur  d'une  fonction  complèlemenl  discontinue  poux  les  valeurs  non 
calculables  de  la  variable,  même  si  celte  fonction  était  continue  dans 
le  champ  des  valeurs  calculables.  Il  semble  qu'on  doive  cberciier  à 
écarter,  a  priori,  une  singularité  artificielle  analogue  à  la  suivante  :  une 
fonction  serait  égale  à  x- pour  .r  calculable  et  à  x'-  pour  a;  non  calculable. 
En  d'autres  termes,  la  valeur  de  la  fonction  pour  les  valeurs  non  cal- 
culables serait  égale  à  la  limite  d'une  certaine  fonction  continue  bien 
définie  pour  les  valeurs  calculables.  Une  telle  convention  apparaît,  en 
efl'et,  comme  une  discontinuité  artificielle,  analogue  à  celle  qui  consis- 
terait à  considérer  une  fonction  de  la  variable  complexe  -,  égale  dans 
tout  le  plan  à  :;,  sauf  pour  ;î  =  o,  où  sa  valeur  serait  27  ;  on  convient 
généralement  de  laisser  de  côté  de  telles  fonctions  qui  ne  posséderaient 
pas  la  propriété  fondamentale  des  fonctions  analytiques  :  deux  fonc- 
tions analytiques  qui  coïncident  dans  le  voisinage  d'un  point  ont 
■  même  domaine  d'existence  et  coïncident  dans  tout  ce  domaine.  De 
même,  il  peut  sembler  naturel  de  convenir  qu'une  fonction  conlinue 
pour  toutes  les  valeurs  calculables  doit  être  considérée  comme  con- 
tinue pour  les  valeurs  non  calculables;  elle  est  par  cela  même  iL'Jimc 
pour  ces  valeurs  autant  qu'elle  peut  l'être. 

Aux  fonctions  calculables,  on  peut  opposer  les  foiiclioiis  à  défini- 
tion asymptotique.  Je  propose  d'appeler  ainsi  les  fonctions  dont  la  va- 
leur, pour  une  valeur  déterminée  de  la  variable,  ne  dépend  que  de  la 
manière  dont  se  comporte  à  l'infini  \m  développement  convergent  de 
celte  valeur  de  la  variable.  C'est  là  le  type  qui  est  le  plus  éloigné  des 

(')  l'oiir  que  le  calcul  de  la  l'onclion  soit  elTectiveineiil  possible  à  une 
approxiuiation  donnée,  il  faut,  de  plus,  supposer  connue  la  mesure  de  la  conti- 
nuité de  la  fonction,  c'est-à-dire  l'ordre  infinitésimal  (au  sens  généralisé)  de  la 
variation  de  la  fonction  comparée  à  la  variation  de  la  vaiial)le. 
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fonctions  calculables;  on  pourrait  évidemmcnl  concevoir  des  types 
mixtes  ;  je  ne  m'y  attarderai  pas.  " 

Un  nombre  peut  être  considéré  comiiic  (léliiii  par  une  suite  éuumé- 
rabie  d'entiers,  tels  que  deux  nombres  soient  inliniment  voisins  si,  pour 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  de  «,  les  n  premiers  entiers  de  la 
suite  coïncident,  pour  les  deux  nombres.  On  peut  supposer  <[ue  la 
valeur  de  la  fonction  est  en  partie  déterminée  par  les  n  premiers  entiers, 
ou,  au  contraire  (jue,  quel  que  soit  /i,  elle  ne  dépend  pas  de  ces  n  pre- 
miers entiers;  cosont  les  deux  types  extrêmes  de  la  fonction  continue 
et  de  la  fonction  à  définition  purement  asymptolique.  Pour  com- 
pliquer encore,  on  pourrait  essayer  de  ranger  les  entiers  sous  la  forme 
d'une  suite  bien  ordonnée  correspondant  à  un  nombre  transfini  de 
deuxième  classe  (variable)  et  admettre  que,  quel  que  soit  le  nombre  a 
de  deuxième  classe,  il  est  des  valeurs  de  x  telles  quey"(a-)  ne  dépende 
pas  de  la  valeur  des  a  premiers  termes  de  la  suite.  Mais  bien  des 
réserves  seraient  à  faire  sur  la  légitimité  d'une  telle  délinition;  je  me 
bornerai  aux  définitions  asymptotiques  simples. 

La  plus  classique  des  fonctions  à  définition  asymptolique  est  la  fonc- 
tion souvent  considérée  qui  est  égale  à  o  ou  à  i,  suivant  que  la 
variable  x  est  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel;  nous  y  reviendrons 
toulà  llieure.  On  peut  déduire  des  développements  des  nondjres  en 
fraction  décimale  ou  en  fraction  continue  bien  des  définitions  plus 
ou  moins  compliquées,  dans  lesquelles  intervient  la  loi  asymptolicpie 
de  ces  développements.  Un  tel  développement  définit  une  suite  énumé- 
rable  de  nombres  entiers;  on  peut  considérer,  par  exemple,  une 
fonction  de  plusieurs  nombres  de  cette  suite  dont  les  rangs  varient 
suivant  une  certaine  loi  et  envisager  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
limite  vers  laquelle  tend  celte  fonction,  lorsque  les  rangs  des  nombres 
qui  y  figurent  augmcnlent  indéfiniment.  (Test  là  un  type  déjà  très  gé- 
néral cl  qu'on  pourrait  encore  compliquer.  Je  n'ai  pas  l'intention 
d'aborder  ici  l'étude  générale  de  telles  fondions;  je  voudrais  seule- 
ment faire  observer  que  celte  élude  me  paraît  être  du  ressort  de  la 
ibéorie  des  probabilités.  J'm  ell'et,  on  ne  peut  se  borner  aux  valeurs 
calculables  de  la  variable;  et  une  valeur  non  calculable  ne  peut  être 
conçue  comme  définie  que  par  le  basard;  les  proj)riélés  de  la  fonction 
sont  donc  représentées  par  des  coefficients  de  probabilité. 
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Ua  cas  pailiciilicr  important  est  celui  où  la  fonction  coïncide  avec 
une  fonction  continue  pour  toutes  les  valeurs  non  calculal)les  et  diflère 
de  cette  fonction  seulement  pour  certaines  valeurs  calculables.  Tel  est 
le  cas  d'une  fonction  égale,  pour  r  irrationnel,  à  i  ou  à  x  et,  pour  x 
rationnel,  à  o  ou  à  une  fonction  déterminée  du  numérateur  et  du 
dénominateur  de  la  fraction  irréductible  égale  à  œ.  Dans  ce  cas,  il  est 
clair  que,  si  un  nombre  est  donné  par  une  série  dont  on  ignore  la  loi, 
il  va  une  probabilité  égale  à  Funilé  pour  que  ce  nombre  soit  irra- 
tionnel, et  l'on  doit,  par  conséquent,  choisir,  dans  le  doute,  comme 
valeur  approchée  de  la  fonction,  la  valeur  qui  correspond  à  cette 
hypothèse,  infiniment  plus  probable  tpic  l'hypothèse  contraire. 

Une  fonction  à  définition  as\  iiiplolique  est  parfois  immédiatement 
connue  pour  un  grand  nombre  de  valeurs  calculables,  lorscjue  ces 
valeurs  sont  données  sous  une  forme  particulière  qui  peut  être,  suivant 
les  cas,  arithméti(|ue,  algébrique  ou  analytique.  Par  e.vemple,  on  peut 
convenir  qu'une  fonction  de  deux  variables  x  cX.  y  est  nulle,  sauf 
si  a:  +  iy  est  égale  à  une  période  d'une  fonction  Jî(«,  g.^^  g-j)  à  inva- 
riants rationnels,  auquel  cas  la  fonction  est  égale  à  i .  Il  est  clair  que, 
si  l'on  se  donne  des  nombres  rationnels  g.^  ^^  gn  ils  définissent  cer- 
tains systèmes  de  valeurs  xely  pour  lesquels  la  fonction  est  connue. 
Mais  si  l'on  donne,  par  une  autre  voie,  un  système  de  nombres  xely, 
nous  ne  connaissons  actuellement  aucun  moyen  de  déterminer  la 
valeur  correspondante  de  la  fonction  (');  le  problème  ainsi  posé  n'a 
qu'un  rapport  assez  lointain  avec  la  définition  de  la  fonction:  il  mérite 
délre  étudié  en  lui-même,  indépendamment  de  cette  définition.  On 
pourrait  concevoir  de  même  des  fondions  non  calculables  à  propos 
desquelles  on  serait  ainsi  amené  à  se  poser  les  problèmes  les  plus 
divers;  en  ce  sens,  la  théorie  des  fonctions  non  calculables  compren- 
drait la  Science  tout  entière  (.-)  :  c'est  une  raison  sans  doute  suffisante 
pour  ne  pas  l'aborder  dans  sa  généralité;  nous  verrons  plus  loin  sous 

(')  Nous  savons  simplement  calculer  .^,'2  el  ^'3  avec  une  appio\itnalion  indé- 
finie ;  c'est  une  propriété  asvinploti(|ue  de  ces  nomljies  d'être  latioiinels  ou 
non. 

(-)  On  peut  dire  en  eflTet  :  telle  fonction  est  égale  à  o  ou  à  1  pour. r  1^0, 
suivant  que  telle  proposition  (par  exemple  le  dernier  théorème  de  Fermai)  est 
vraie  ou  fausse. 

Jouin.  de  Math.  (6*  série),  tome  VIII.  —  Kasc.  II,  1912.  '~~ 
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(Hiclles  condilions  ccfluiiics  l'oiictions  non    calciilaljlcs    peuvent    èlie 
maniées. 

IV.         Les  ensembles  mesurables. 

l.i  nnlioM  (l 'ensemble  esl  nn  cas  parlicnllei'  de  la  notion  général»;  de 
foncliou;  loiil  ensemble  délinil  une  fonclion,  égale  à  o  pour  les 
|)oinls  de  Fenseinhle  et  égale  à  i  pour  les  points  (|iii  n'appartiennent 
pas  à  renscnd)le.  inversement,  tonte  fonction  égale  à  zéro  ou  à  nn  pour 
les  points  d'un  domaine  sépare  les  points  de  ce  domaine  en  deux  caté- 
gories, c'esl-à-dire  délinit  deux  ensembles  complémentaires.  Une 
l'onction  (]uelcon(pie  di'-linil  um'  courbe,  c'esl-à-dire  nn  ensemble 
|)articnlier. 

Si  nue  fonction  n(,'  prenant  (pie  les  valeurs  o  et  i  est  continue  en 
nn  point,  elle  est  évidemment  constante  dans  un  inteixalle  conlenant 
ce  point;  r(''tiide  des  fondions  continues  conduit  doue  à  ccdie  des 
ensenil)le  forin(''s  (rinlervalles,  les  extrémités  d<'  ces  intervalles  jouant 
le' rôle  des  points  (II-  discontinuité.  On  p(>ut,  d'ailleurs,  considérer 
soit  un  ensemble  1'^  formé  dintervalles,  soit  l'ensemble  1'^  complémen- 
taire de  l'I,  soit  cnliu  combinei' les  deux  modes  de  formation;  nous 
reviendrons  sur  ce  point. 

,1e  voudrais  auparavant  faire  observer  «pie  si  l'on  appliipie  à  la  déli- 
uiliou  di's  ensembles  les  remarepies  laites  sur  la  deliuilion  des  i'onc- 
tions  cl  (pj'on  a[)pelle  hicn  (h'/inis  les  euscmldes  ijui  coiicspondent 
au\  lonclion>  calculables,  on  voi.t  (pie  les  seuls  ensembles  hn'it  <li'' finis 
sont  ccLiv  dont  la  délinition  peut  être  obtenue  au  mo^eii  d'iuli-rvallcs 
(additifs  ou  soiisti'actil's),  les  cxlréniités  des  intervalles  (li'\aul  être 
étudiéi's  à  pari.  Si  l'on  ne  tient  pas  com|)t(!  (bî  ces  exlrémitc's,  ou  peiil 
dire  (pie  rensemble  esl  (l(''lini  à  nn  eusembb>  déuombrable  |)r(''s  (  '  ). 
l!('lali\cmi'nl,  aux  ensembles  éunm(''rables,  les  diflicultés  soulevées 
|iai' leur  di''linilion  sont  diilérenles  suivant  (piils  sont  réductibles  ou 
denses  dans  un  intervalle.  Le  cas  le  plus  simple  de  l'ensemble  l'édiic- 
tible  est  rensemble  comprenant  un  seul  point  a.  Si  un   point  .i-  (juel- 


(')  <  Irl  (mi'-cimI)!!'  rsl  xw^mc  cffrclivuniciil  ('■lia  niritilih' ,  cin  II  c-.t  liMijimr-.  pos- 
sihle,  CM  liMiaiil  ciiiniiti"  des  Uingiieurs  cl  lic^  sil  uni  ii)n>  icv|i('cli\cs  îles  IiiUt- 
valies,  (le  li\i'i-  un  oi-dii-  pri'ris  dans  ici|iic'l  on  les  Mipposcr.'i  lanj^és. 
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conque  est  donné  par  un  procédé  quelconque,  cl  si  a-  diiïore  de  a,  on 
s'en  apercevra  au  bout  d'un  nombre  d'opérations  fini  (mais  non 
connu  d'avance);  si  x  coïncide  avec  «,  la  démonstralion  de  ce  fait  ne 
résultera  pas  en  général  d'un  calcul  d'approximation  fini,  mais  des 
définitions  théoriques  de  a?  et  de  a  {Cf.^  p.  i()3).  L'ensemble  formé 
d'un  seul  point,  serait-ce  le  point  rero,  n'est  donc  pas  bien  défini  en  ce 
sens  que  le  problème  de  savoir  si  un  nombre  donné  appartient  ounon 
à  l'ensemble  peut  exiger,  soit  une  infinité  d'opérations,  soit  la  résolu- 
lion  d'un  problème  difficile  ou  actuellement  insoluble.  Les  difficultés 
sont  plus  grandes  encore  lorsqu'il  s'agit  d'un  ensemble  dense,  par 
exemple  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels;  étant  donné  un 
nombre  x  défini  analytiquement,  on  ne  sait  généralomcnl  jias  recon- 
naître s'il  appartient  ou  non  à  l'ensemble  (  '). 

Si  l'on  néglige  les  ensembles  dénombrables,  les  ensembles  liien  dé- 
finis sont  précisément  les  ensembles  que  j'ai  appelés  autrefois  cttsem- 
blcs  mesurables  (-).  Depuis,  M.  Lebesgue  a  donné  à  ces  ensembles 
le  nom  à' ensembles  mesurables  B  et  a  considéré  d'autres  ensembles 
qu'il  a  nommés  ensembles  mesurables.  J'adopterai  celle  dernière 
dénomination  de  M.  Lebesgue,  réservant  le  nom  d'ensembles  bien 
définis,  pour  les  ensembles  que  j'avais  appelés  mesurables.  La  termi- 
nologie que  j'avais  adoptée  dans  mes  Leçons  sur  la  lliéorie  des  fonc- 
tions aurait  pu,  en  elîet,  avoir  l'inconvénient  de  laisser  croire  cpi'on  ne 
pouvait  pas  parler  de  la  mesure  d'un  ensemble  ne  rentrant  pas  dans  la 
catégorie  des  ensembles  que  j'appelais  alors  mesurables  et  que 
j'appelle  maintenant  bien  définis;  j'ai  cependant  inditpié,  dans  ce 
T^ivre  même,  en  vertu  de  quels  principes  la  définition  de  la  mesure 
pouvait  s'étendre  à  certains  ensembles  qui   n'étaient   pas  bien  définis 


(')  En  léalilé,  In  diflicullé  est  7(c  rnrnu-  pour  loul  ensemble  dénombrable, 
(|u'il  se  compose  d'un  seul  poitU  ou  d'une  Inlînilé,  lorsqu'on  envisage  le  pro- 
blème dans  toute  sa  généralité,- car  il  est  aisé  de  former  une  expression  analy- 
tique y  qui  s'annule  dans  le  cas  où  x  appartient  à  l'ensemble  dénombrable  et 
dans  ce  cas  seulement.  La  question  de  savoir  si  r  appartient  à  cet  ensemble 
équivaut  donc  à  celle  desavoir  si  y  appartient  à  l'ensemble  foimé  du  seul  point 
;e/o.  Mais  .r  peut  être  cairuliiliii'  i;l  )  non  calculable  ;  c'est  la  dilléiencc  t'ulif 
les  deux  cas. 

(-)   Leçons  sur  1(1  t/u'orie  des foiicliaiis,  Cliap.  III. 
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jc'csl-à-dirc  non  nicsmahli-s,  avec  le  IangaifC(|iii' jadoplais alors  (  '  )|; 
et  j'ai  iiidi(jiié  une  a[>i)licalion  de  ces  principes  à  un  ensemble  de 
mesure  nulle(-).  Loisque  M.  Lebesgue  a  donné  sa  définition,  il  a  en  soin 
de  faire  observer  que  tout  ensemble  mesurable  1]  était  compris  dans 
un  ensemble  bien  défini  E,  {mesurahlc  H,  dans  le  langage  de  M.  Le- 
bcsgue)  et  comprenait  un  ensemble  bien  défini  Eo)  'es  ensembles  E, 
et  E.J  ayant  même  mesure.  (>eci  entraine  (jue  la  mesure  de  E  est  égale 
à  la  mesure  commune  de  E,  et  de  E^  ;  la  mesure  des  ensembles  mesu- 
rables se  déduit  donc  de  celle  des  ensembles  bien  définis,  et  la  classe 
des  ensembles,  dont  la  mesure  peut  être  déduite  de  mes  définitions 
primitives,  est  identique  à  la  classe  des  ensembles,  dont  la  mesure  peut 
être  déduite  des  définitions  de  M.  Lebesgue.  Ce  qui  dilTérencie  la  défi- 
nition de  M.  Lebesgue  de  la  mienne,  ce  n'est  donc  pas  Fétendue  de  la 
catégorie  des  ensembles  auxquels  ces  définitions  s'appli(pient  {^l'oir 
ci-dessous,  Chap.  I,  §  V),  c'est  le  fait  que  M.  Lebesgue  indi(pic  une 
marclie  tbéorique  pour  obtenir  la  mesure  d'un  ensemble  mesurable 
défini  d'une  manière  quelconque;  tandis  que  je  m'étais  occupé  seule- 
ment d'ariiver  à  la  mesure  de  certains  ensembles,  en  utilisant  la 
définition  de  ces  ensembles  qui  se  présentait  naturellement  à  l'occa- 
sion de  mes  recberches  de  théorie  des  fonctions.  Je  pense  que  si  l'on 
se  place  au  point  de  vue  que  j'ai  exposé  dans  cette  Introduction,  la 
plus  grande  généralité  ainsi  obtenue  par  M.  Lebesgue  est  plus  appa- 
rente que  réelle;  la  théorie  de  la  mesure  des  ensembles,  et  aussi  celle 
du  calcul  des  intégrales  définies,  me  paraît  pouvoir  être  exposée  d'une 
manière  plus  simple  et  plus  élémentaire  et,  en  même  temps,  aussi 
réellement  générale,  en  suivant  la  marche  que  j'avais  primitivement 
adoptée.  C'est  le  mode  d'exposition  que  je  suivrai;  il  me  conduirait 


(')  «  Si  un  ensemble  li  contient  tous  les  éléments  d'un  ensemble  mesu- 
rable lî|  de  mesure  a,  nous  pouvons  dire  que  la  mesure  de  E  est  supérieure  à  a, 
sans  nous  inquiéter  si  E  est  mesurable  ou  non.  Inversement,  si  E,  contient  tous 
les  éléments  de  1'^,  nous  dirons  que  la  mesure  de  E  est  inférieure  à  et.  Les  mots 
supérieure,  et  inférieure  n'excluent  d'ailleiys  pas  l'égalité  »  {Op.  cit.,  j).  f\8). 

{')  «  L'ensemble  des  points  de  divergence  a  pour  mesure  zéro,  nous  ne 
sommes  pas  assurés  que  cet  ensemble  soit  mesurable;  en  emplovaiil  le  langage 
de  la  page  48,  nous  devrions  dire  que  la  mesure  est  inférieure  ou  égale  à  zéro; 
mais  la  mesure  n'est  jamais  négative  «{Op.  cit.,  p.  67). 
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l()ni([iiciiipiit  à  passer  sous  silence  les  travaux  de  M.  I-ebesi^ue.  Mais 
aucun  lecleur  ne  s'y  trompera;  sans  (ju'il  soit  nécessaire  que  je  redise 
ici  toute  l'estime  scientifique  que  j'ai  pour  M.  Lebesgue  ('),  il  est 
évident,  pour  tous,  que  ses  idées  ont  réayi  sur  les  miennes  et  que, 
même  si  la  définition  de  l'intégrale  que  je  propose  paraît  plus  simple 
et  plus  naturelle,  c'est  à  lui  que  la  Science  restera  redevable  de  quel- 
ques-uns des  progrès  les  plus  essentiels  que  la  tbéorie  des  fonctions  ait 
faits  dans  ces  dix  dernières  années. 


CHAPITRE  I. 

LA    TIlÉOlilE    DE    LA    MESIRE. 

J'adopterai  un  mode  d'exposition  synlbétique,  en  ne  supposant 
connues  que  les  parties  classiques  élémentaires  de  l'Analyse  (-);  je 
serai  ainsi  amené  à  revenir  sur  certaines  propositions  que  j'ai  déjà 
démontrées  ou  énoncées;  mais  j'en  donnerai  le  plus  souvent  des 
démonsirations  nouvelles  et  plus  simples. 

.1.  —  Le  premier  théorème  fondamental. 

I^a  théorie  de  la  mesure  est  basée  sur  le  théorème  suivant,  que  nous 
appellerons  premier  théorème  fondamental  (^). 

Si  l'on  a,  .sur  un  si-i^ine/it  de  droite,  une  infinité  dènoniliralde 
d'inlcn-alles,  tels  que  tout  point  de  la  droite  soit  intérieur  à  au 
moins  tun  d'cu.r,  on  peut  choisi i-  parmi  eux  un  nombre  limité  d'in- 

(')  Voir  mon  ailicle  de  la  /{eviie  générale  des  Sciences,  t.  X\,  1909,  p.  3i.)  : 
La  théorie  des  ensembles  el  les  progrès  récents  de  la  théorie  des  fonctions. 

(-)   Voir  la  Préface  de  mes  Leçons  sur  ta  théorie  des  fondions. 

('■*)  On  a  donné  parfois  à  ce  théorème  le  nom  de  théorème  de  Heine-Morel,  en 
raison  de  son  analogie  avec  la  dénionslralion  donnée  par  Heine  du  fait  (|ue  la 
continuité  est  uniforme  {Journal  de  Crclle,  1872).  Heine  n'est  d'ailleurs  pas  le 
seul  il  avoir  utilisé  implicitement  ce  théorème,  dans  un  cas  particulier,  longtemps 
avant  (|u'il  ait  été  énoncé  sous  une  forme  générale.  M.  Lebesgue  a  utilisé   fré- 
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le/vallrs  aya/i/  la  /itt'mt'  propriété.  Soil  ah  le  segment  donné;  tout 
point  -r  de  ab  est,  par  hypothèse,  intérieur  à  un  intervalle  a„b„, 
c'est-à-dire  est  compris  entre  a„  et  h„  sans  coïncider  avec  ces  points  ; 
le  point  a  coïncide  avec  l'extrémité  a,  d'un,  au  moins,  des  segments 
a,  ft,-  et  le  point  h  avec  l'extrémité  bj  d'un,  au  moins,  des  segments 
ttjbj  (on  suppose  que  les  points  a,  fl„  sont  respectivement  à  gauciie 
des  points  />,  />„). 

Cela  étant,  choisissons  parmi  les  intervalles  a,/>,,  tels  que  a,  coïn- 
cide avec  <7,  celui  pour  lequel  l'indice  /  est  le  moins  élevé  ;  soit 
a„b„-,  soit,  de  même,  a„b„^  l'intervalle  d'indice  minimum  renfer- 
mant le  point  6„ ,  et  généralement  a„^b„^  l'intervalle  d'indice  mini- 
mum renfermant  b,,^  .  Je  dis  qu'on  atteint  le  point  b  au  bout  d'un 
nombre  fini  d'opérations,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  nombre  fini  k  tel 
que  A„^  coïncide  avec  b.  Car  si  les  b,,^  étaient  un  nombre  infini,  ils 
admettraient  un  point  limite  //  (qui  pourrait  être  b);  à  ce  point//, 
correspond  un  intervalle  a„  b„,  tel  que  a„  soit  à  gauche  de  //  et  b„  à 
droite  de  //  (ou  coïncidant  avec  b'  si  b'  est  b)\  lel  b„^  seraient  donc 
compris  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  A"  à  l'intérieur  de  l'intervalle 
a„b„el,  à  partir  de  ce  moment,  les  %  devraient  nécessairement  être 
pris  inférieurs  à  n,  c'est-à-dire  seraient  en  nombre  limité. 

Il  résulte  évidemment  du  théorème  fondamental  que  s^  il  est  possible 
(renfermer  tous  les  points  dun  inlenalle  ab  à  V intérieur  d' inter- 
valles a„  />„,  la  longueur  totale  de  ces  intervalles  est  supérieure  à  la 
longueur  de  ab.  C'est  cette  consécjuence  du  théorème  fondamental 
qui  est  essentielle  dans  la  théorie  de  la  mesure  des  ensembles  (').  Si 

quemmenl  le  théorème  généralisé  dans  l'énoncé  duf[iiel  on  supprime  le  mot 
(ténombrable.  On  a  proposé  de  donner  à  ce  tiiéorème  généralisé  le  nom  de 
lliéorème  de  liorel-Lchesgue.  Voir  aux  Comptes  rendus  (t.  Hi,  1907),  les 
Notes  de  MM.  Lebesgue  et  Scliœnllies;  l'article  de  M.  Zoretti  dans  X Ency- 
clopédie française  et  le  livre  de  M.  Paul  Montkl,  Sur  tes  séries  de  polynômes. 
{')  Si  l'on  admettait  les  détinitions  idéalistes,  c'est-à-dire  si  l'on  considérait 
comme  donné  un  ensemble  non  dénombrahle  d'intervalles,  on  pourrait  obser- 
ver que  la  somme  des  longueurs  de  ces  intervalles  dépasse  forcément  ab,  et  que 
par  suite,  en  ce  cas,  la  consé(iuence  est  vraie  sans  que  le  tliéoréme  fondamental 
soit  nécessaire.  (>'est  ainsi  que  j'avais  été  conduit,  ayant  en  vue  cette  consc(|uence, 
à  introduire  l'Iiypotlièse  de  l'énumérabilité  des  intervalles  dans  l'énoncé  du 
lliéorème  fondamental  (voir  ma   Tlii-se). 
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l'on  observe  (ju'il  suffit  d'agrandir  un  intervalle  d'une  t'raclion  aussi 
[lelitc  qu'on  veut  de  sa  lonj^i^ueur,  pour  que  leg  extrémités  de  l'iiiler- 
valle  primitif  soient  intérieures  (au  sens  étroit)  à  l'intervalle  aj,nandi, 
on  peut  donner  aussi  l'énoncé  suivant,  parfois  plus  commode  : 

Si  lonl  point  (iiiii  inlcrvaile  al)  apparlieni  à  rini  (iii  nïoins  des 
iiilervallcs  «„/>„,  la  somme  des  longueurs  ilcs  a„b„  n'est  pas  infé- 
rieure à  la  longueur  de  ah. 

E)ans  ce  dernier  énoncé,  les  extrémités  d'un  intervalle  sont  consi- 
dérées comme  ap[)artcnant  à  cet  intervalle. 

II.  —  La  mesure  des  ensembles  bien  définis. 

Lorsqu'un  ensemble  est  formé  d'un  seul  inlervalle,  sa  mesure  n'est 
pas  autre  chose  que  le  rapport  de  sa  longueur  à  la  longueur  choisie 
comme  unité.  Ce  rapport  est  un  nombre  calculable,  si  les  abscisses  des 
extrémités  de  l'intervalle,  évaluées  avec  l'unité  choisie,  sont  elles- 
mêmes  des  nombres  calculables  ('  ). 

Par  définition,  la  mesure  d'un  ensemble  formé  d'un  nondne  fini 
ou  d'une  infinité  di'iiumhrahle  d'int<'n.(illes  sans  points  communs 
est  égale  à  la  somme  de  leurs  mesures,  il  résulte  du  tliéorèmi.'  fon- 
damental que,  si  tons  les  points  de  l'ensemble  sont  intérieurs  à  un 
intervalle  ab,  la  série  (jui  définit  la  mesure  est  convergente  et  a  une 
somme  au  plus  égale  à  la  mesure  de  ah.  Nous  choisirons,  [lour  ab 
(^intervalle  fondamental,  renfermant  tous  les  ensembles  (juc  nous 
considérons),  l'intervalle  o  —  i,  de  mesuré  égale  à  l'unité. 

Il  résulte  delà  délinition,  et  des  propriétés  élémentaires  des  séries 
doubles  à  termes  positifs,  (jue  la  mesure  d'un  nombre  fini  ou  d'uni- 
infinité  dénombrabb'  itensembles  sans  points  commu/is  est  égale  à 
la  somme  de  leurs  mesure.s. 


(')  On  poiinail  concevoir  un  iiitorvalle  défini  d'iuie  manière  telle  que  >; 
mesure  soil  calculal)le,  sans  que  les  abscisses  de  ses  extréinilés  le  soient  ;  il  sufli 
de  supposer  que  ces  abscisses  sont  j",  el  x,  -H  .Tj,  .r,  n'élanl  pas  calcuUiMc  l'I  i 
élaiU  calculaMc.  Nous  exclurons  ce  cas. 
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Los  deux  points  pircérlciils  siil)sistenl,  lorsque  les  points  coniiuiins 
sont  on  inlinilo  dononibrahio. 

La  mesure  n'a  olé  définie  jusqu'ici  «jue  pour  les  ensembles  formés 
d'intervalles  (en  nombre  iini  ou  infini)  ;  si  un  tel  ensemble  K  a  pour 
mesure  a,  l'ensemble  complémentaire  par  rapport  à  o  —  i  (IVriscmble 
des  points  de  o  —  i,  qui  n'appartiennent  pas  à  1'])  aura,  par  défuiitioii, 
pour  mesure  i  —  a.  Plus  généraleniont,  si  deux  ensembles,  dont  la 
mesure  a  été  définie,  sont  tels  que  tous  les  points  du  second  appar- 
tiennent au  premier,  leur  diffcrcnce^  c'est-à-dire  l'ensemble  des 
points  du  premier  qui  n'appartiennent  pas  au  second  a  pour  mesure 
la  différence  des  mesures.  La  définition  do  la  mesure  d'une  somme 
d'ensembles  sans  partie  commune  s'étend  aux  nouvelles  mesures  ainsi 
définies,  et  la  définition  de  la  mesure  de  la  diflércnce  s'étend  aussi  à 
ces  nouvelles  mesures  ;  on  arrive  ainsi  à  obtenir  la  mesure  de  tout  en- 
semble ùien  défini  par  les  procédés  même  au  moyen  desquels  l'en- 
semble a  pu  être  bien  défini. 

J'ai  indiqué  cette  marcbe  dans  mes  Leçons  sur  la  (liéorie  f/esyo«c- 
//o/Av;  comme  j'avais  surtout  en  vue  les  applications,  je  me  suis  con- 
tenté d'affirmer  (|ue  le  tliéorème  fondamental,  ou  des  procédés  tout  à 
fait  analogues  à  ceux  qu'on  a  employés  pour  démontrer  ce  théorème, 
permettent  de  justifier  ces  définitions  en  prouvant  qu'elles  ne  sont 
jamais  contradictoires  entre  elles.  Mais  j'ai  omis  toute  démonstration, 
car  la  rédaction  détaillée  me  paraissait  devoir  être  longue  et  fasti- 
dieuse. Cette  justification  résulte  indirectement  des  travaux  de 
M.  Lcbesgue,  publiés  depuis,  aux<juels  je  pourrais  renvoyer;  mais  il 
me  semble  préférable  de  développer  (■ouq)lètement  la  théorie  en  res- 
tant au  point  de  vue  des  définitions  constructives  ;  car  c'est  la  forme 
sous  lacjuelle  j'ai  été  naturellement  conduit  à  ces  considérations,  à 
propos  de  (piestionsqui  se  sont  posées  (fans  mes  recherches  de  théorie 
des  fonctions  (notamment  dans  ma  Thèse)  et  c'est  aussi  la  forme  sous 
laquelle  les  (piestions  se  posent  dans  les  applications.  J'exposerai  cotte 
méthode  eo/isiruc/ive  sous  deux  formes  diiïérentos,  la  première  plus 
analytique  et  la  seconde  plus  synthéticpie.  La  marche  analyticpio  est 
plus  longue,  mais  me  paraît  être  plus  instructive;  je  vais  tâcher  de  la 
résumer  en  conservant  seulemoul  les  points  essentiels. 

Les  doux  op(''i  atioiis  loiuianK^nlalcs,  [lar  lesipicilos  on  consiruil  des 
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ensembles  bien  dénnis  au  moyen  d'intervalles,  consislenl  à  faire  la 
somme  d'une  infinité  cnumérable  d'ensembles  déjà  définis  (sans 
point  commun)  et  à  prendre  la  différence  de  deux  ensembles  (dont 
l'un  contient  l'autre).  Ces  opérations  peuvent  évidemment  être  répé- 
tées une  infinité  énumérable  de  fois  ;  on  peut,  d'ailleurs,  concevoir 
des  opérations  qui  supposent  qu'on  ait  effectué  préalablement  une  infi- 
nité cnuméraltle  d'o[)érati()ns  préliminaires,  et  ainsi  de  suite.  On  sait 
que  tous  les  processus  de  ce  genre  sont  susceptibles  d'une  élude  géné- 
rale, qui  a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Georges  Cantor,  à 
l'occasion  des  dérivés  successifs  d'un  ensemble  donné,  et  qui  conduit 
à  la  notion  des  nombres  transfinis  de  la  seconde  classe.  Un  nombre 
Iransfini  de  la  seconde  classe  n'est  pas  autre  chose  qu'une  notation 
abrégée,  pour  indiquer  l'ordre  dans  lequel  doivent  être  effectuées  une 
infinité  énumérable  d'opérations,  comportant  une  infinité  énuméT 
rable  de  passages  à  la  limite  successifs  ou  superposés.  Par  exemple, 
la  notation  co-  désigne  une  infinité  d'opérations  \J„.^p  correspondant 
aux  couples  d'entiers  positifs  n  et  p,  et  effectuées  dans  un  ordre  tel 
que  l'opération  //„  ^/  précède  l'opération  it„  j,  dans  le  cas  où  «' <  /i  et 
aussi  dans  le  cas  où  //  =  /i, p' <^ p]  l'opération  «,  „,  par  exemple,  sup- 
pose donc  effectuées  préalablement  les  opérations  i/^j,  quel  que  soitp, 
et  fait  intervenir  les  résultats  de  celte  infinité  d'opérations. 

On  doit  considérer  un  nombre  transfini  comme  bien  défini,  lorsque 
l'on  connaît  d'une  manière  précise  l'ordre  des  opérations  correspon- 
dantes ;  il  est  alors  aisé  d'indiquer  une  notation  désignant  ce  nombre. 
Il  est  évident  que  l'ensemble  des  nombres  transfinis  qui  peuvent  cire 
bien  définis  est  dénombrable  ;  mais  il  n'est  pas  effectivement  énumé- 
rable ;  c'est  une  des  formes  du  paradoxe  du  transfini,  sur  lequel  je  me 
suis  expliqué  ailleurs  (').  On  démontre  habituellement  que  tout 
ensemble  dénombrable  bien  ordonné  définit  un  nombre  transfini  ; 
mais  il  est  aisé  de  voir  (jue  la  démonstration  suppose  l'ensemble  effcc- 
li veulent  énumérable  (-);  en  d'autres  termes,  il  faut  connaître  une 
correspondance  effective  entre  les  éléments  de  rensemblc  et  les  entiers 
positifs';  si  l'on  remplace  chaque  élément  de  l'ensemble  par  l'entier 

{')   Annales  de  l' licoU-  I\'orinak\  190S. 

(■■')  Voir,  par  exemple,  Haihe,  Laçons  sur  les  fonctions  disconlinues. 
Journ.  de  Math.  (6*  série),  lonic  Vlll.  —  Kjsc.  II,  iyi2.  2J 
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correspondant,  ceci  revient  à  ranger  les  entiers  positifs  sous  la  forme 
d'un  ensemble  bien  ordonne,  semblable  à  l'ensemble  considéré,  c'est- 
à-dire  que  l'on  suppose  la  connaissance  effective  de  la  description  des 
opérations  de  passage  à  la  limite  successives  qui  correspondent  au 
nombre  transCni,  c'est-à-dire  précisément  la  connaissance  effective 
de  ce  nombre  transfini. 

Celte  digression  sur  les  nombres  transfinis  n'avait  point  daulro  but 
que  de  délimiter  exactement  la  portée  de  la  métbode  employée,  au 
point  de  vue  adopté  dans  ce  Mémoire;  cette,  méthode  s'étend  évi- 
demment à  fous  les  nombres  transfinis  de  la  seconde  classe,  pour  ceux 
qui  attachent  un  sens  à  ces  mots;  d'autre  part,  dans  l'enseignement 
élémentaire,  l'exposition  peut  en  être  simplifiée  en  se  bornant  aux 
opérations  d'ordre  inférieur  à  oj*"  (ce  qui  correspond,  dans  la  théorie 
des  fonctions,  aux  fonctions  de  classe  finie  de  M.  Baire);  cette  limita- 
tion suffit  dans  la  plupart  des  applications. 

Le  problème  consiste  maintenant,  un  ensemble  bien  défini  étant 
construit  au  moyen  d'intervalles  par  une  série  d'opérations  corres- 
pondant à  un  nombre  transfini  déterminé,  à  évaluer  la  mesure  de  cet 
ensemble  bien  défini  à  partir  de  sa  construction,  et  à  montrer  qu'on 
ne  peut  être  conduit  ainsi  à  aucune  contradiction. 

On  est  ainsi  amené  à  faire  la  somme  d'un  certain  nombre  de  séries 
ayant  pour  termes  les  longueurs  des  intervalles,  puis  de  nouvelles 
séries  ayant  pour  termes  les  sommes  précédentes  ou  certaines  de  leurs 
diftérences  deux  à  deux,  et  ainsi  de  suite  (la  notation  du  nombre 
transfini  précisant  ce  que  veut  dire  ainsi  de  suite).  Bien  entendu,  les 
extrémités  des  intervalles  sont  définies  par  des  nombres  calcuhibles; 
pour  (jue  les  opérations  qui  donnent  la  mesure  puissent  être  effectuées, 
il  faut  que  toutes  les  séries  (jui  interviennent  soient  convergentes  ('). 
De  plus,  pour  ([iie  la  (ii''liiiilii)ii  de  la  mesure  ne  soit  pas  contradictoire, 
il  est  évidemment  nécessaire  qu'on  soit  assuré  de  trouver  deux 
nombres  égaux,  si  l'on  définit  la  mesure  d'un  même  ensemble  E  par 


(')  Il  serait  tnème  nécessaire  que  la  rapidité  de  la  convergence  en  fùl  connue 
d'une  manière  piéci«e;  nous  avons  déjà  observé  que  celle  exigence  devrait  être 
formulée  à  propos  de  tous  les  calculs  par  séries  convergentes;  dans  la  pratique, 
on  se  contente  liabituelleraenl  de  constater  la  convergence  empiriquement. 
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deux  procédés  diflcrents.  Or,  il  résulte  de  la  définition  adoptée  que,  si 
un  ensemble  E  a  pour  mesure  a,  l'ensemble  coiiiplémcnlairc  (par  rap- 
port à  o  —  i)  a  pour  mesure  i  —  a;  si  donc  on  était  amené  à  attribuer 
à  un  ensemble  E,  par  deux  procédés  différents,  deux  mesures  diffé- 
rentes  a  et  [3,  on  serait  amené  à  attribuer  à  l'ensemble  o — i  les 
mesures  i  —  a  -t-  (il  et  i  —  ^  +  a,  nombres  dont  l'un  est  supérieur  à 
l'unité  ('  ).  Il  suffit  donc  de  faire  voir  que  la  définition  de  la  mesure  ne 
peut  pas  conduire  à  attribuer  à  l'ensemble  des  points  compris  entre  o 
et  I  une  mesure  supérieure  à  un;  la  démonstration  de  ce  fait  com- 
prendra celle  de  la  convergence  des  séries  à  termes  positifs  (pii  inter- 
viennent dans  la  définition. 

Considérons  donc  un  processus  arbitraire,  mais  bien  déterminé, 
conduisant  à  la  mesure  de  l'enseml)le  (o  —  i)  par  une  série  d'opéra- 
lions  correspondant  à  un  nombre  transfini  donné,  c'est-à-dire  com- 
portant une  infinité  dénombrable  de  passages  à  la  limite  efl'ectués 
dans  un  ordre  connu,  ces  passages  à  la  limite  sont  donc  effectivement 
énumérables;  les  opérations  comportent,  en  outre,  des  soustractions 
qui  ne  sont  pas  des  passages  à  la  limite,  mais  qui  sont  en  quel(|ue  sorte 
enclievêtrécs  d'une  manière  arbitraire  (mais  connue  aussi)  au  milieu 
de  ces  passages  à  la  limite.  Si  nous  voulons  efléctuer  le  calcul  de  la 
mesure  avec  une  approximation  donnée,  c'esl-à-dire  en  commettant 
une  erreur  inférieure  à  un  nombre  donné  £,  nous  sommes  conduits  à 
nous  donner  une  série  à  ternies  positifs  de  somme  t 


et  à  ellccluer  les  opérations  de  passage  à  la  limite  (en  infinité  énunié- 
rable)  avec  des  erreurs  respectivement  inférieures  à  £,,  t..,  ...,  £„,  ...; 
c'est  cette  marclie  que  nous  allons  suivre  pas  à  pas. 

Nous  rencontrons  d'abord  des  ensembles  formés  par  la  réunion 
d'une  infinité  énuinérable  d'intervalles  sans  partie  commune;  la 
somme  des  longueurs  d'un  nombre  fini  d'entre   eux  est  évidemment 


(')  Les  deux  procédés  de  conslructioii  qui  conduiseiil  aux  mesures  <zel  (3  cor- 
lespoudenl,  en  général,  à  deux  nombres  Iranslinis  difl'érenls,  donl  l'un  est  supé- 
rieur à  l'autre.  Le  procédé  de  construction  qui  conduirait  à  atlril)uer  à  o  —  i 
une  mesure  supérieure  à  l'unité  correspond  au  plus  grand  de  ces  deux  nombres. 
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inférieure  à  riinilé;  ils  forment  donc  une  série  convergente,  qu'on  cal- 
culera à  tj  près,  en  ne  conservant  qu'un  nombre  fini  de  ternies.  Si 
l'on  prend  ensuite  la  difîérencc  des  mesures  de  deux  ensemiiles,  dont 
les  mesures  sont  connues  respectivement  à  tj  près  et  à  cyprès,  l'erreur 
sur  la  difîérence  sera  au  plus  en  valeur  absolue  ij-\-  £^. 

Avant  d'effectuer  des  opérations  sur  les  ensembles  ainsi  obtenus  par 
une  première  application  de  la  méthode  de  construction,  il  est  utile 
d'examiner  d'un  peu  plus  prés  la  structure  de  ces  ensembles.  Consi- 
dérons dabord  ceux  qui  sont  obtenus  par  des  sommations  (sans  sous- 
traction). ▼ 

Chacun  d'eux  peut  être  considéré  comme  formé  par  la  réunion  de 
deux  parties  :  des  intervalles  en  nombre  fini  (^partie  fondainenlale):, 
des  intervalles  en  nombre  infini,  dont  la  somme  des  longueurs  est 
inférieure  à  tj  {partie  coriipléniciitaire).  Pour  faire  la  différence  de 
deux  tels  ensembles  dont  l'un  contient  l'autre,  on  est  conduit  à  faire 
d'abord  la  diflerencc  des  deux  parties  fondamentales.  Il  pourra  se  faire 
(jue  la  partie  à  retrancher,  dont  tous  les  points  appartiennent  par 
h^^pothèse  à  l'ensemble  dont  on  retranche,  n'appartienne  pas  toute 
entière  à  la  partie  fondamentale  de  cet  ensemble;  mais  les  points  qui 
n'appartiennent  pas  à  cette  partie  fondamentale  appartiennent  à  la 
partie  complémentaire  ;  ils  constituent  un  nombre  fini  d'intervalles  de 
longueur  inférieure  à  tj. 

On  est  ainsi  conduit  à  considérer,  comme  la  paiilc  fondaincnUde 
de,  r ensemble-différence^  l'ensemble  formé  d'un  nombre  fini  d'inter- 
valles qu'on  obtient  en  faisant  la  différence  des  deux  parties  fonda- 
mentales, sans  tenir  conqite,  au  cas  où  elles  existeraient,  des  por- 
tions de  la  partie  soustraite  qui  seraient  à  l'extérieur  de  la  par- 
tie dont  on  soustrait.  L'ensemble-dill'érence  est  donc  formé  d'une 
partie  fondamentale  comprenant  un  nombre  lîni  d'intervalles  et  d'une 
partie  complémentaire  de  caractère  nouveau,  car  elle  comprend  des 
intervalles  additifs  et  des  intervalles  soustractifs;  j'insiste  un  peu  sur 
cette  notion  nouvelle,  car  elle  est  essentielle.  Je  considère  la  somme 
des  parties  complémentaires  des  ensembles  dont  on  fait  la  différence 
(en  ne  com[)tant  qu'une  fois  les  parties  communes),  c'est  un  ensemble 
dénoinbrable  d'intervalles  dont  la  somme  des  longueurs  est  inférieure 
à  Zj  ■+- 1/;.  L'ensemble-din'érence  peut  alors  être  défini  comnie  il  suit  : 
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il  se  compose  de  la  partie  fondamentale  à  laquelle  on  ajoute  ou  de 
laquelle  on  retranche,  d'une  manière  cju'il  ne  sera  pas  nécessaire  de 
préciser  davantage,  des  points  appartenant  tous  à  celte  partie  complé- 
mentaire inférieure  à  ij  -+-  î^. 

Considérons  maintenant  une  infinité  d'ensembles  ainsi  composés 
chacun  d'une  partie  fondamentale  (comprenant  un  nombre  fini  d'in- 
tervalles) et  d'une  partie  complémentaire  i  £y  dont  les  points  sont 
additifs  ou  soustractifs;  les  £y  figurant  dans  les  diverses  parties  com- 
plémentaires sont,  bien  entendu,  tous  distincts  (');  je  dis  tout  d'abord 
que,  si  l'on  considère  une  infinité  de  tels  ensembles  n'ayant  deux  à 
deux  aucun  point  commun,  la  somme  des  longueurs  de  leurs  parties 
fondamentales  est  une  série  convergente.  Ces  parties  fondamentales 
peuvent  avoir  des  parties  communes;  mais  ces  parties  communes  sont 
nécessairement  intérieures  (-)  aux  £y;  la  somme  des  longueurs  d'un 
nombre  fini  des  parties  fondamentales  est  donc  au  plus  égale  à  l'unité, 
augmentée  de  la  somme  des  c^;  la  série  est  par  suite  convergente; 
nous  avons,  par  hypothèse,  fait  correspondre  à  l'opération  de  passage 
à  la  limite  qu'est  la  sommation  de  cette  série  convergente,  un  £, 
soit  £;;.;  nous  négligerons  le  reste  de  cette  série  convergente  en  prenant 
un  nombre  de  termes  tels  cjue  ce  reste  soit  inférieur  à  £^;  et  la  partie 
fondamentale  de  l'ensemble  obtenu  sera,  par  définition,  la  réunion 
des  parties  fondamentales,  en  nombre  lini,  qui  subsistent  lorsqu'on 
néglige  ce  reste;  les  autres  parties  fondamentales  seront  jointes  à 
l'ensemble  des  parties  complémentaires. 

Nous  obtenons  donc,  par  un  nouveau  passage  à  la  limite,  un 
ensemble  de  même  structure  que  ceux  dont  nous  sommes  partis;  il  est 
formé  d'une  partie  fondamentale,  comprenant  un  nombre  fini  d'inter- 
valles, et  d'une  partie  complémentaire  consistant  en  intervalles  com- 


(  '  )  Il  ti'esl  pas  interdit  de  faire  figurer  une  iiifloité  de  fois  un  même  ensemble 
(lan5  la  définition;  mais  si  un  même  passage  à  la  limite  est  ainsi  répété  une  infi- 
nité de  fois,  chacune  de  ces  opérations  occupe  un  rang  distinct  parmi  l'infinité 
énumérable  de  toutes  les  opérations  considérées,  et  il  lui  correspond  par  suite, 
chaque  fois,  un  Sj  d'indice  diflérent. 

(')  Il  peut  même  arriver  ([ue  les  |)arlies  fondanieiilaies  aient  en  commun 
|)lusieurs  fois  un  même  inleivalie;  il  iloit  alors  appartenir  à  piii>ieurs  des  î 
distincts. 
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plémentairos  lîy,  dont  les  points  sonl  additifs  ou  soustraclifs.  11  n'est 
pas  besoin  d'insister  :  la  répétition  des  niêincs  opérations  conduira 
toujours  à  des  résultats  analogues;  on  verra  simplement,  apparaître,  à 
chaque  nouveau  passage  à  la  limite,  un  nouveau  terme  dansDïy;  mais 
cette  somme  sera  toujours  inférieure  à  t.  En  définitive,  l'ensemble 
que  l'on  considère  (et  qui  est  actuellement  l'ensemble  o  —  i)  est  formé 
d'une  partie  fondamentale  et  d'une  partie  complémentaire  inférieure 
à  £.  Du  moment  (pie  tous  les  points  de  l'ensemble  o --  i  sont  intérieurs, 
soit  aux  intervalles  de  la  partie  fondamentale,  soit  aux  inlervallesde  la 
partie  complémentaire,  la  somme  des  longueurs  de  tous  ces  inter- 
valles est,  d'après  le  théorème  fondamental,  supérieure  à  i;  donc  la 
mesure  de  la  partie  fondamentale  est  comprise  entre  i  —  £  et  i . 

Mais  cette  mesure  peut  aussi  être  obtenue  de  proche  en  proche  par 
les  opéra  tionsau  moyen  des(juelles  on  a  construit  l'ensemble;  la  seule 
difficulté  provient  de  ce  (jue,  lorsqu'on  réunit  des  ensembles  sans 
points  communs,  il  peut  arriver  que  leurs  parties  fondamentales  aient 
des  parties  communes,  si  ces  parties  communes  appartiennent  par  ail- 
leurs à  des  intervalles  d'exclusion  négatifs.  Mais  il  suffit,  pour  écarter 
cette  difficulté,  d'observer  que  les  portions  parasites  ainsi  introduites 
étant  certains  intervalles  complémentaires,  leur  somme  algébrique 
(car  elles  peuvent  devenir  négatives  dans  les  opérations  de  soustrac- 
tion )  est,  au  plus,  égale  à  ïltj,  c'est-à-dire  à  £.  Le  nombre  au(|ui'l  on 
est  conduit,  pour  la  mesure,  difl'ère  donc  de  moins  de  z  de  hi  mesure 
de  la  partie  fondamentale  :  nous  avons  vu  (|ue  celte  dernière  mesure 
est  comprise  entre  i  —  £  et  i  ;  la  mesure  de  l'ensemble  o —  i,  par  le 
procédé  considéré,  est  donc  comprise  entre  i  —  i>£  et  i  H-  £;  mais  cette 
mesure  est  un  nombre  fixe  et  £  est  arbitraire;  ce  nombre  fixe  est 
donc  rigoureusement  égal  à  i,  ce  que  nous  voulions  démontrer'. 

J'ai  tenu  à  exposer  d'a])ord  la  marche  analytique  (pii  me  parait  la 
plus  naturelle,  et  qui  a  l'avantage  de  devenir  exlrêmemciil  simple  et 
élémentaire  lorscpi'on  se  borne  à  considérer  les  nombres  transfinis 
inférieurs  à  cd'".  L'exposition  se  trouve  en  ce  cas  très  simplifiée  et 
met  nettement  en  évidence  la  structure  des  ensembles  formés. 

Lorsqu'on  ne  limite  |)as  les  nombres  transfinis  qu'on  introduit, 
l'exposition  synlhélicpie  (jue  je  vais  mainteiianl  in(li(pit'r  est  plus 
brève;   la  méthode  est  la  même   et   consiste    lonjoiirs  à  (lécluire   les 
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ensembles  nouveaux  d'ensembles  déjà  définis  :  seulement,  au  lieu 
de  partir  des  intervalles  et  de  suivre  la  construction  de  proche  en 
proche,  on  suppose  que  la  construction  a  été  faite  jusqu'à  un  cer- 
tain point  et  possède  certaines  propriétés,  et  l'on  démontre  que  ces 
propriétés   subsistent  lorsqu'on  avance  d'un  pas  nouveau. 

Nous  donnerons  le  nom  de  corps  ouvert  d'ensembles  à  une  infi- 
nité d'ensembles  A  ayant  les  propriétés  suivantes  : 

i"  Chaque  ensemble  A  se  déduit  d'autres  ensembles  A  au  moyen 
des  opérations  fondamentales  (addition  d'une  infinité  énumérable 
d'ensembles  A  sans  point  commun;  dift'érence  de  deux  ensembles  A 
dont  l'un  contient  l'autre);  on  peut  ainsi,  de  proche  en  proche, 
ramener  chacjue  ensemble  A  à  être  défini  à  partir  des  ensembles 
élémentaires  (intervalles). 

2"  Quel  que  soit  le  nombre  positif  £,  chaque  ensemble  A  peut 
être  regardé  comme  formé  d'une  partie  fondamentale  (nombre  fini 
d'intervalles),  à  des  ensembles  près  positifs  ou  négatifs  enfermés 
dans  des  intervalles  d'étendue  totale  inférieure  à  £. 

3"  On  peut  faire  correspondre  à  chaque  ensemble  A  un  nombre, 
qu'on  appelle  sa  mesure,  et  qui  se  déduit  des  mesures  des  inter- 
valles par  les  mêmes  opérations  constructives  au  moyen  desquelles 
l'ensemble  A  se  déduit  des  intervalles  (la  mesure  d'un  intervalle 
est  égale  à  sa  longueur).  La  mesure  de  la  partie  fondamentale  d'un 
ensemble  A  tend  vers  la  mesure  de  A  lorsque  t  tend  vers  zéro. 
Celte  propriété  entraine  comme  conséquence  cjue,  si  l'on  peut  obtenir  A 
de  plusieurs  manières  différentes  à  partir  des  intervalles,  la  valeur  de 
la  mesure  déduite  de  ces  diverses  constructions  est  la   même. 

Cela   posé,    on  a  le  théorème   suivant  : 

Si  l'on  adjoint  à  un  corps  ouvert  la  différence  de  deux  ensemlilcs  A 
de  ce  corps  dont  l'un  contient  l'autre,  ou  la  somme  d'u/ic  lufinitè 
dénombrahle  d'enseinlilcs  A  du  corps  (sa/is  parties  co/n/nu/ies), 
on  obtient  un  autre  corps  ouvert  (')   ayant   les   mêmes   propriélés, 

{')  l^n  paraito.ic  du  Iransjini  consiste  précisémciil  en  ce  que,  par  la  répéli- 
tioii  indéfinie  de  ce  procédé,  on  n'obtiendra  jamais  un  corps  fci'nié,  c'est-à-dire 
ne  pouvant  plus  être  étendu  par  la  répétition   des  nièmes  opéralions.   Pour  les 
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ce    qu'on  peut  exprimer    brièvement  en  disant    que    les    nouveaux 
ensembles  obtenus  sont  aussi    des  ensembles  A. 

Il  est  évident  que  la  diflérence  de  deux  ensembles  A  esl  un 
ensemble  A;  je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  dune  infinité 
donombrable  d'ensembles  A,,  Ao,  ...,  A„,  ...,  sans  parties  communes. 
Il  suffira,  en  effet,  de  faire  correspondre  à  cbaque  A„  un  nombre  i„ 
tel  que  la  série  S  £„  soit  convergente.  Soit  E„  la  partie  fonda- 
mentale de  A„;  la  série  des  mesures  des  E„  est  convergente  (car  les 
parties  communes  aux  E„  sont  des  intervalles  dont  la  somme  est,  au 
plus,  2^î„);  on  pourra  donc  cboisir  n  tel  que  la  somme  des  mesures 
des  E„^4(A\>o)  soit  inférieure  à  t.  La  réunion  de  E,,  E,,  ...,  V.„ 
forme  un  ensemble  analogue  E  (formé  d'un  nombre  fini  d'inter- 
valles) ;  l'ensemble  A,  réunion  des  A,,  A,,  ...,  A„,  ...,  ne  diffère 
donc  de  E  que  par  des  ensembles  complémentaires  enfermés  dans  des 
intervalles  au  plus  égaux  à  £  -i-Zï,,. 

Je  dis,  de  plus,  que  si  l'on  a  démontré  que  la  mesure  de  la  partie 
fondamentale  de  A„  est  aussi  voisine  qu'on  veut  de  la  mesure  de  A„, 
la  même  propriété  subsiste  pour  A.  En  effet,  la  mesure  de  A  est,  par 
définition,  la  somme  des  mesures  des  A„  sans  parties  communes;  elle 
diffère  donc  aussi  peu  tju'on  veut  de  la  somme  des  mesures  des  E„  ; 
mais  cette  dernière  somme  ne  diffère  de  la  mesure  de  E  que  de  £  -f-  le,,, 
au  plus;  la  différence  entre  la  mesure  de  E  et  la  mesure  de  A  peut 
donc  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut.  La  mesure  de  A  est,  par 
suite,  indépendante  du  procédé  particulier  par  lequel  A  a  été  obtenu; 
elle  serait  la  même,  si  A  était  construit  au  moyen  d'autrrs  ensembles 
du  corps  ouvert  primitif. 

raisons  que  j'ai  déjà  exposées  aiUeurs  {Anna/es  de  l'Ecole  Anormale.  1908)  et 
sur  lesquelles  je  ne  reviens  pas,  la  conceplion  d'un  tel  corps  fermé.  l)ien  que 
n'élanl  pas  contradictoire  en  soi,  ne  me  paraît  pas  être  une  véritable  concep- 
lion niatliémalique,  parce  qu'il  n'est  pas  possible  de  décrire  exaclemenl,  par  un 
nombre  fini  de  mois,  la  construction  d'un  tel  corps.  D'autre  part,  on  n'aura 
jamais  besoin,  dans  aucune  application,  que  dun  des  corps  ouverts  que  nous 
avons  définis.  Pour  les  mathématiciens  qui  admettent  l'existence  de  tous  les 
nombres  Iransfinis  de  seconde  classe,  les  considérations  du  texte  permettent, 
par  l'application  transfinie  du  même  procédé.  dVibtenii-  un  corps  fermé  ayant 
les  mêmes  propriétés  que  les  corps  ouverts. 
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III.   —  Le  second  théorème  fondamental. 

Les  considérations  précédentes  s'étendent,  sans  difficulté,  au  cas  de 
a  dimensions  (' ).  Je  vais  les  énoncer  en  précisant  les  définitions. 

J'appelle  ensemble  élénicnlairc  l'ensemble  des  points  dont  les  n 
coordonnées  x^,  x\,  . . .,  .x'„  vérifient  les  inégalités 

Sa  mesure  est  le  produit 

(b,-a,)(b,-a,)...(b„-a„), 

la  réunion  d'un  nombre  fini  cVc/ise//i/des  élémentaires  constitue  un 
domaine  simple. 

Les  ensembles  bien  définis  sont  les  ensembles  qui  peuvent  être  ob- 
tenus, à  partir  des  ensembles  élémentaires,  au  moyen  des  deux 
opérations  fondamentales  suivantes  indéfiniment  répétées  : 

1°  Faire  la  difTérence  des  deux  ensembles  A  et  B  déjà  définis  tels 
que  tout  point  de  B  appartienne  à  A 

(D)  A-B; 

2°  Faire  la  somme  d'une  infinité  d'ensembles  déjà  définis:  A,, 
A2,  ...,  A„,  ...,  sans  parties  communes 

(S)  A,-+-A,  +  ...4-A„4-.... 

On  peut  alors  énoncer  le  théorème  suivant,  que  nous  appellerons 
second  lliéovème  fondamental  : 

Etant  donnés,  dans  un  domaine  borné,  un  ensemble  bien  défini 
qaeleonque  E  et  un  nombre  arbitraire  i,  on  peut  trouvei-  un  domaine 
simple  D  /('/  que  l'ensembb'  des  points  de  1"],  qui  n'appartiennent  pas 
à  D,  et  l'ensemble  des  points  de  D  qui  n  appartiennent  pas  à  E 
puissent  être  enfermés  dans  une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
élémentaires,  dont  la  somme  des  mesures  soit  inférieure  à  t. 

(')  L'exlension  au  cas  d'un  nombre  inliiii  de  diiueiisions  esl  aisée  avec  les  liy- 
liolliéses  de  convergence  bien  connues. 

Journ.  de  Math,  (li' série),  lome  VIII.  —  Fasc.  II,  1912.  ^4 


l86  KMII.E    noiiEL.      • 

Plus  brièvcmciil,  (ont cnst^mblc  l'>  cqi/ivdiit,  à  t  /<my,  (Y  un  ilornnhio 
sirnplr  Y). 

Il  est  quel(|iicf()is  commode  d'adjoindre  aux  opérations  (D)  et  (S) 
l'opération  (1'),  ipii  consisle  à  prendre  la  partie  commune  aux  en- 
sembles A  et  li 

(P)  (A,B). 

Si  Ton  part  du  for/).s  constitué  par  l'ensendilc  des  intervalles  ((pi'on 
peut  supposer  à  extrémités  calculables,  pour  préciser),  il  est  clair  (pic 
le  résultat  de  l'opération  (P)  ell'ectuée  sur  deux  éléments  A  et  B  du 
corps,  c'est-à-dire  sur  deux  intervalles,  peut  être  obtenu  en  appliquant 
les  opérations  (D).et  (S)  à  d'autres  éléments  du  corps.  Je  dis  que  si 
cette  propriété  est  vraie  pour  un  corps,  elle  subsiste  lorqu'on  étend 
ce  corps  en  lui  adjoignant  les  résultats  des  opérations  (D)  ou  (S) 
eiïectuées  sur  ces  éléments.  Cela  est  à  peu  près  évident  en  ce  (jui 
concerne  (D);  détaillons  le  calcul  pour  (S);  soit 

A  =  A,-HA,-t-...+  A„  +  ..., 

n  =  15,+  1?,  +  ..  .4-B,,  +  .... 

Ou  a  évidemment 

(A,  B)  =  i::•(A„.B,,)• 
On  peut  donc  adjoindre  l'opération  (P)aux  opérations  (D)  et  (S); 
on  obtiendra  toujours  des  ensembles  bien,  définis  ;  mais  la  mesure  de 
ces  ensembles  résultera  moins  directement  de  leur  définition. 


IV.  —  Les  ensembles  à  points  multiples. 

On  sait  que  si  l'on  étend  à  un  contour  |ilan  i'ermé  (]  l'intégrale  cur- 
viliirne 


J  :rr  -    i  X  (Ij  — y  (Lr, 


on  obtient,  si  C  est  un  contour  sini[)le,  la  valeur,  au  signe  près,  tle 
l'aire  intérieure  à  C  Si  le  conlour  il  a  des  boucles,  la  valcui-  de  l'inté- 
grale J  est,  en  général, 

J  =  /(S„-t-  (/(  —  i)S„_,  -+-.  .  .-t-  Si—  S',  —  aS'j  — .  . .  — /yS^,, 
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S„,  S„_|,  ...,  S|,  S',,  ...,  S'^étant  les  sommes  des  aires  de  certains 
des  domaines  déterminés  dans  le  plan  par  la  courbe  C.  Chacun  des 
points  intérieurs  à  S„  est  ainsi  compté  n  fois. 

On  est  ainsi  naturellement  conduit  à  envisager  des  ensembles,  dont 
chaque  point  est  afl'eclé  d'un  nombre  entier,  représentant  le  nombre 
de  fois  que  ce  point  figure  dans  Tensemble.  Nous  nous  bornerons  au 
cas  où  ces  nombres  entiers  sont  tous  positifs  et  nous  les  supposerons 
déplus,  tout  d'abord,  inférieurs  à  un  nombre  fixe  N. 

Je  signale  en  passant  qu'on  pourrait,  en  passant  du  cas  des  entiers 
au  cas  des  nombres  commensurables,  puis  incommensurables,  déduire 
de  ceci  une  théorie  élémentaire  de  l'intégrale  définie,  au  sens  de 
M.  Lebesgue;  mais  je  ne  m'y  attarderai  pas.  Je  vais,  d'ailleurs,  me 
borner,  pour  simplifier  le  langage,  au\  ensembles  linéaires  intérieurs 
à  o  —  I . 

Un  tel  ensemble  sera  obtenu,  comme  précédemment,  par  la  réu- 
nion d'intervalles;  mais  les  parties  communes  à  deux  ou  plusieurs 
intervalles  seront  considérées  comme  comptantdeux  ou  plusieurs  fois. 
Nous  continuerons  à  utiliser  les  opérations  (D)  et  (S);  pour  ne  pas 
introduire  de  nombres  négatifs,  nous  ne  considérerons  que  la  diflc- 
rence  A  —  B  d'ensembles  A  et  B  tels  que  tout  point  de  B  figure 
dans  A  à  un  degré  de  multiplicité  au  moins  égal  à  celui  qu'il  a  dans  B; 
pour  la  somme,  nous  supposerons  qu'il  peut  y  avoir  des  parties  com- 
munes, le  degré  de  multiplicité  de  chaque  point  restant  cependant 
inférieur  à  N. 

Il  est  manifeste  que  l'ensemble  des  points  de  degré  de  multiplicité 
k  est  bien  défini;  si  l'on  désigne  par  n^  sa  mesure,  la  mesure  de  l'en- 
semble considéré  est,  par  définition. 


Or,  on  a  évidemment 
Il  on  résulte  donc 


1 


Si  l'on  avait  1  a-/,.  <[  a-,  il  en  résulterait  (7<  N.?. 

Celte    inégalité    conduit    très    aisément   à    un  théorème  (jue  jai 
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énoncé,  il  y  a  plusieurs  années  (  '  ),  cl  dont  je  n'avais  pas  encore  pu- 
blié la  démonstration. 

Si  l'on  a  dans  l'intervalle  o  —  i  une  infinité  ilénoinhrahle  cV en- 
sembles (bien  définis)  K„  tels  que  la  mesure  de  chacun  d^eux  soit 
supérieure  ou  éi^ale  à  g,  l'ensemble  E  des  points  communs  à  une 
infinité  d'entre  eux  a  une  mesure  qui  n'est  pas  inférieure  à  i. 

ï  '"".semble  \i  est  évidemment  bien  défini;  nous  allons  montrer  que 
riiypolhèse  où  sa  mesure  i'  serait  inférieure  à  ex  conduit  à  une  contra- 
diction. Soient,  en  effet,  e^  l'ensemble  des  points  qui  n'appartiennent 
à  aucun  des  E,,  e^  l'ensemble  des  points  qui  appartiennent  à  k  d'entre 
eux  (et  n'appartiennent  pas  à  k  +  i);  il  est  clair  que  tout  point  de  o  —  i 
appartient  à  l'un  et  à  un  seul  des  ensembles  E,  e,,,  e^,  . .. ,  e^,  . . .  ;  si 
donc  on  désigne  par  t/^  la  mesure  de  e^,  on  a 


la  série  étant  forcément  convcri;ente. 

Le  nombre  a'  étant,  par  liypothèsc,  infiTicur  à  t,  on  jient  clioisir'// 
assez  grand  pour  qu'on  ait 

a  —  ff' 

2 

et  il  en  résulte 


Ceci  posé,  considérons  l'ensemble  à  points  multiples  ^"  formé  par  la 
réunion  de  l'],,Eo,  ...,  \'j^\  sa  mesure  est  supérieure  ou  égale  à  N  ci, 
puiscpie  la  mesure  de  chacun  des  !'],  esl  supérieure  ou  égale  à  a.  Nous 
allons  évaluer  cette  mesure  par  une  autre  voie.  11  est  clair  (jue  l'ordre 
de  multiplicité  d'un  point  de  c  ne  peut  dépasser  N  et  que  cet  ordre 
est,  d'autre  part,  au  [)lus  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  du  môme  point 
dans  l'ensemble  de  tous  les  ensembles  E,  (ce  dernier  ordie  pouvant 
être  infini).  On  aura  donc  une  limite  supérieure  de  la  inesure  de  il, 
en  la  calculant  comme  si  tous  les  points  de  r^  avaient  dans  tun  ordre 
de  multiplicité  égal  à  k  lorsque  /■  est  inféiicur  à  N,  et  égal  à  \  lorscpie 

(')   Comptes  rendus,  ^  dcci'inbrc  igoS. 


LE    CALCUL    DES    INTEGRALES    DEFIMES.  1 09 

k  est  égal  ou  supérieur  à  N,  les  points  de  E  (d'ordre  infini)  étant  aussi 
comptés  comme  d'ordre  N  dans  C.  On  trouve  ainsi  que  la  mesure  de  C 
est  au  plus  égale  à 

(7,  +  2(72-1-.  .  .+  (X— i)3-.N_,-i-N(!r.N+cr.x-+,4-...+  5'); 
mais,  si  iN  est  supérieur  à  n,  ceci  est  inférieur  à 

«(7, -+-  O-., -h.  .  .+  (7„)  +  N((7„_n-|-  !7„^2+-  ■  ■+  ct'), 

c'est-à-dire  à 


Or,  n  et  7  étant  fixes,  on  peut  toujours  prendre  IN  assez  grand  pour  que 
cette  dernière  expression  soit  inférieure  à  \  7;  l'iiypollièse  7'<[7  con- 
duit donc  à  une  contradiction. 

Ce  théorème  conduit  fort  simplement  à  une  propriété  des  séries,  qui 
a  dû  étr£  souvent  rencontrée  par  ceux  qui  se  sont  occupés  de  ces 
questions,  et  dont  j'ai  indiqué  une  application  à  la  théorie  des  fonc- 
tions, dans  la  Note  que  je  viens  de  citer. 

Soient  une  série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  i,  et  î„  un  nombre  positif  quelconque.  Etant  donné  un 
nombre  positif  a-  <[  ' ,  on  peut  évidemment  déterminer  un  ensemble  En? 
de  mesure  supérieure  à  or  et  tel  que,  pour  tous  les  points  de  E„,  il  existe 
un  nombre  JN,  tel  que  les  restes  de  la  série  de  rang  égal  ou  supérieur 
à  i\  soient  inférieurs  à  î„  pour  tous  les  points  de  E„.  En  elTet,  à  tout 
point  X  correspond  un  nombre  v,  tel  que  les  restes  de  rang  égal  ou 
supérieur  à  v  soient  inférieurs  à  £„;  l'ensemble  des  valeurs  de  x, 
correspondant  à  un  nombre  donné  v,  forment  un  ensemble  e.,;  la 
somme  des  mesures  de  ces  ensembles  est  convergente  et  égale  à  i;  on 
peut  donc  prendre  N  assez  grand  pour  que  le  reste  de  cette  série  con- 
vergente soit  inférieur  à  i  —  7. 

Ceci  étant,  donnons-nous  des  nombres  î„  tendant  vers  o;  à  chacun 
d'eux  correspond  un  ensemble  E„  de  mesure  supérieure  à  a;  l'en- 
semble E  des  points  communs  à  une  infinité  des  E„  a  une  mesure  su- 
périeure à  7;  sur  l'ensemble  E,  la  série  est  évidemment  uniformément 
convergente;  c'est  la  proposition  dont  je  voulais  parler.  Nous  en  ren- 
contrerons bientôt,  par  une  autre  voie  encore  plus   simple,   un  cas 
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parliculier,  dont  l'importance  nie  paraît  surpasser  celle  de  la  proposi- 
tion générale. 

V.  —  Les  ensembles  de  mesure  nulle. 

D'après  ce  qui  précède,  un  ensemble  bien  défini  est  de  mesure  nulle, 
lorsqu'il  peut  être  enfermé,  quelle  que  soit£,  à  l'intérieur  d'ensembles 
élêmentairesdemesure  totale  inférieureà  t.  inversement,  toutensemble 
qui  a  cette  propriété  fait  partie  d'un  ensemble  bien  défini  de  mesure 
nulle  ;  on  ne  peut  donc  lui  attribuer  une  mesure  autre  (jue  zéro.  Cette 
remarque  montre  que,  si  l'on  admet  qu'il  soit  possible  de  considérer 
des  ensembles  autres  que  les  ensembles  bien  définis,  il  peut  exister  des 
ensembles  qui  soient  mesurables,  en  vertu  de  mes  définitions,  sans  être 
bien  définis;  ce  sont  les  ensembles  qu'on  obtient  en  ajoutant  à  un 
ensemble  bien  défini  (de  mesure  non  nulle)  une  portion  arbitraire 
d'un  ensemble  bien  défini  de  mesure  nulle.  La  classe  d'ensembles 
mesurables  ainsi  définie  est  équivalente  à  la  classe  d'ensembles  que 
M.  Lebesgue  appelle  mesurables;  celte  rcinanjue  a  déjà  été  faite  par 
M.  Lebcsgue;  si  je  la  rappelle,  c'est  pour  éviter  une  confusion  dont  je 
suis  responsable,  car  elle  est  la  conséquence  d'un  langage  mal  clioisi; 
j'avais  appelé  mesurables,  dans  mes  Leçons  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions, les  ensembles  que  j'appelle  maintenant  bien  définis;  M.  Lebes- 
gue  a  donné  à  ces  ensembles  le  nom  de  mesurables  B  et  l'on  a  cru 
parfois  que  je  n'avais  pas  défini  la  mesure  pour  les  ensembles  ipie  je 
n'appelais  pas  mesurables,  bien  que  j'iudifjue  dans  ce  même  Ouvrage 
que,  si  un  ensemble  est  complètement  intérieur  à  un  ensemble  mesu- 
rable, on  devra  regarder  sa  mesure  comme  inférieure  ou  égale  à  celle 
de  l'ensemljle  mesurable,  sans  s'inquiéter  s'il  est  mesurable  ou  non.  ^ 
La  mesure  ainsi  définie  sera  connue  avec  précision  dans  les  cas  où  Ion 
pourra  démontrer  à  la  fois  qu'elle  est  supérieure  ou  égale  et  qu'elle 
est  inférieure  ou  égale  à  un  même  nombre;  c'est,  en  particulier,  le  cas 
pour  les  ensembles  faisant  partie  d'un  ensemble  bien  défini  de  mesure 
nulle;  c'est  aussi  le  cas  pour  tous  les  ensembles  mesurables  de 
M.  Lebcsgue.  Mais  je  n'insisie  pas  sur  ce  poiiil,  tenant  à  me  borner 
aux  ensembles  bien  définis. 

Tout  ensemble  linéaire  de  mesure  nulle    est  intriieur  à   l'un   des 


LE     CALCUL    DES     INTEGUALES     DEFINIES.  iqi 

ensembles  de  mesure  nulle,  que  j'ai  nommés  réguliers  et  qui  sont 
définis  au  moyen  d'une  infinité  dénombrablc  de  points  fondamen- 
taux A,,  A,,  ...,  A„,  ....  On  définit  d'abord  un  ensemble  E;,  au  moyen 
d'intervalles  entourant  chacun  des  points  fondamentaux  et  dont  la 
somme  ct/i  est  convergente;  lorsque  X:  augmente,  l'intervalle  attaché  à 
un  point  fondamental  (juelconque  A„  tend  régulièrement  vers  zéro,  sans 
jamais  croître;  lors(jue  t/,.  tend  vers  zéro,  l'ensemble  E^  a  pour  limite, 
par  définition,  un  ensemble  régulier  de  mesure  nulle.  Je  n'insisterai 
pas  sur  cette  théorie,  sur  laquelle  j'ai  donné  des  indications  suffisantes 
dans  une  Note  des  Comptes  rendus  (');  l'extension  de  la  théorie  de  la 
similitude  aux  ensembles  à  plusieurs  dimensions  appellerait  d'ail- 
leurs de  nouvelles  recherches.  Il  serait  aussi  du  plus  haut  intérêt 
d'approfondir,  sans  complications  inutiles,  la  théorie  des  ensembles  à 
plusieurs  dimensions,  dont  les  projections  sont  de  mesure  nulle,  par 
exemple  des  ensembles  situés  dans  l'espace,  dont  les  projections  sur 
un  plan  quelconque  sont  de  mesure  nulle.  Enfin,  je  puis  signaler 
comme  se  rattachant  au  même  ordre  d'idées,  la  classification  des 
ensembles  de  mesure  nulle  d'après  la  loi  de  décroissance  asymptotique 
des  intervalles  au  moyen  desquels  on  peut  les  définir  (^).  Celte  chissi- 
fication  me  paraît  devoir  être  importante  dans  beaucoup  de  questions; 
mais  je  ne  l'utiliserai  pas  dans  ce  Mémoire. 


CHAPITRE  II. 

LA    DÉFINITION    DE    1,'lMÉGItAI.E. 

Je  me  bornerai,  bien  entendu,  à  la  considération  des  fonctions 
calculables,  avec  une  restriction  cependant,  qui  est  capitale  :  si  une 
fonction  coïncide  avec  une  fonclion  calculable  presque  partout,  c'est - 

(')   Coniples  rciidas.  (i  nuirs  kjii. 

(-)  Comptes  rendus,  26  février  1912:  /.a  classsijicalion  des  ensembles  de 
mesure  nulle  et  la  théorie  des  fonctions  monogènes  uniformes. 
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à-dire  en  tous  les  points  qui  n'appartiennent  pas  à  un  certain 
ensemble  de  mesure  nulle,  tout  se  passera,  au  point  de  vue  de  ses  pro- 
priétés moyennes,  comme  si  elle  était  calculable  partout.  Kn  fait, 
nous  constaterons  qu'on  peut  ramener  l'intégration  des  fonctions 
calculables  à  celle  des  polynômes,  qui  sont  évidemment  les  plus  simples 
des  fonctions  calculables. 


I-   —  La  définition  des   fonctions  bornées  et  le  troisième  théorème 
fondamental. 

Pour  définir  une  fonction,  on  la  considère  généralement  comme  la 
limite  d'une  suite  de  fonctions  connues;  si  l'on  part  des  polynômes, 
considérés  comme  connus,  on  définira  ainsi  de  procbe  en  proche  des 
fonctions  de  plus  en  plus  compliquées.  Un  théorème  de  Weierstrass, 
dont  nous  n'aurons  pas  besoin,  apprend  que  toute  fonction  continue 
peut  être  regardée  comme  limite  vers  laquelle  tend  uniformément 
une  suite  convergente  de  polynômes  (');  ceci  prouverait,  s'il  en  était 
besoin,  que  les  fonctions  continues  et  les  limitesde  fonctions  continues 
et  les  limites  de  ces  limites,  etc.  rentrent  comme  cas  particuliers  dans 
l'ensemble  des  fonctions  que  nous  considérons.  Mais  il  est  évident, 
sans  qu'il  soit  besoin  du  théorème  de  Weierstrass,  que  cet  ensemble 
comprend  toutes  les  fonctions  définissables  analytiquement,  puisque 
tout  procédé  de  définition  analytique  se  ramène  à  un  processus  limite 
portant  sur  des  fonctions  antérieurement  définies  ;  et  l'on  doit 
remonter  ainsi  de  proche  en  proche  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  fonc- 
tions connues;  or,  les  fonctions  élémentaires,  définies  directement 
(comme  les  fonctions  circulaires  par  exemple),  sont  développables 
en  séries  entières  et  sont,  par  suite,  des  limites  de  polynômes. 

Considérons  donc  une  fonction  / (x,_y,  z),  (pic  nous  supposons 
bornée  dans  un  domaine  D;  nous  dirons  que  cette  fonction  est 
asymptotiquement  équivalente  à  des  polynômes^  si  à  tout  groupe  de 
no//i/)/-c.s  positifs  z  et  7.  on  peut  faire  correspon/lre  un  polynôme 

(  ')  Voir  mes  Leçons  sur  les  fondions  des  variables  réelles,  Cli.  IV. 
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tel  que  Venseiublc  des  points  où  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence f  —  P  est  supérieure  à  t,  soit  de  mesure  inférieure  à  a,  c'est- 
à-dire  soit  intérieur  à  une  infinité  dénomhrable  d'ensembles  élé- 
mentaires d'étendue  totale  inférieure  à  a.  Si  fie  plus  la  fonction  est 
bornée,  nous  supposerons  les  polynômes  bornés  dans  leur  ensemble. 
Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  fonctions  bornées  est 
alors  le  suivant  : 

Troisième  TiiiioiiÈMH  iokdamental.  —  La  limite  supposée  bornée 
d'une  suite  de  fonctions  bornées  asymptotiquement  équivalentes  à 
des  polynômes  est  elle-même  asymptotiquement  équivalente  à  des 
polynômes.  En  d'autres  ternies,  toute  fond  ion  [{bornée)  (')\  défi- 
nissable analytique  ment  est  asymptotiquement  équivalente  à  des 
polynômes.  Soient,  en  efîet,  f^^fi,  ...,/'„,  ...  des  fonctions  don- 
nées; a,,  a„,  . . .,  a„,  . . .  des  nombres  positifs,  dont  la  somme  a  =  ^v.^ 
est  suffisamment  petite;  £,,  £2,  ...,  t„,  ...  des  nombres  positifs  décrois- 
sants et  tendant  vers  zéro.  Nous  supposons  cpie  les  fonctions/,,  tendent 
vers  une  limite  /en  tout  point  de  l'intervalle  dans  lequel  elles  sont 
définies.  La  fonction  /  étant  bornée,  on  peut  supposer  que  les  fonc- 
tions /„  sont  bornées  dans  leur  ensemble.  Sinon,  on  remplacerait 
par  o  les  valeurs  que  prend  chacune  d'elles,  lorsqu'elles  sont  com- 
prises en  dehors  de  l'intervalle  — M  —  s,  M -1- £,  si  /  est  compris 
entre  —M,  -i-M;  cette  opération  ne  peut,  en  effet,  modifier  leur 
limite;  nous  raisonnerons  sur  les  nouvelles  fonctions/,,  qui  sont  aussi 
asymptotiquement  équivalentes  à  des  polynômes. 

A  la  fonction/,,  et  aux  nombres  i„  et  a„  correspond  un  polynôme  l'„, 
tel  que  la  valeur  absolue  de/,;  —  P„  soit  inférieure  à  t,,,  sauf  peut-être 
dans  un  ensemble  de  mesure  a„.  Si  donc,  on  exclut  du  domaine 
donné  D  l'ensemble  de  mesure  au  pluséi,^^le  à  a  formé  par  la  réunion 
de  ces  ensembles  de  mesure  au  plus  égale  à  y.„,  dans  le  domaine  res- 
tant D',  la  limite  des  P„  existera  et  sera  égale  à  la  limite  des/,,. 

I^es  [)olynomes  P„  tendant  vers  une  limite,  à  lout  nombre  y]  et  à 
tout  point  M  (-f,/,  -)  de  D'  correspond  un  nombre  .\  (  vj,  M  ),  tel  (jue 


(')  Voir,  plus   l)as,  §  IV,    commenl   les   fonctions   (inios   non   honices  peuvonl 
■Ire  (lofinies  comme  limitos  de  fouclions  bornées, 

Journ.  de  Math,  ((i-  si'-rie),  tome  VIII.  —  Kasc.  II,   1912.  '-■'* 
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les  rclalioiis 

enlraîiieiil 

(')  |F„(.r,.y,  ;)-P„.(.r,j.3)|<r,. 

LofS([iie  ■/]  est  donné,  il  correspondra  en  général  des  nombres  N 
dilTércnls  aux.  dilTérenls  points  M  de  D  ,  mais  à  tout  point  M  corres- 
pond une  valeur  finie  de  N. 

Je  désigne  l'ensemble  A(N')  des  points  M  pour  lesquels  N  peut  être 
pris  inférieur  à  N',  cet  ensemble  diffère  aussi  peu  qu'on  veut  de  D', 
lorsque  N'  augmente  indéfiniment;  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  c'est-à-dire 
si  A(.\')  n'avait  pas  pour  limite  D',  lorsque  N'  augmente  indéfiniment, 
il  y  aurait  dans  D'  des  points  n'appartenant  à  aucun  des  A  (N),  ce  qui 
est  absurde.  On  peut  donc,  étant  donné  un  nombre  arbitrairement 
petit  Jii,  faire  correspondre  à  Tj  un  nombre  \',  tel  que  A(N')  diffère 
de  D'  de  moins  de  3. 

Si  nous  nous  donnons  les  nombres  arbitrairement  petits  a  4-  [3 
et  Y)  -t-  î,,  ce  qui  précède  nous  montre  que  le  polynôme  Vy  (^',y,  -) 
diffère  de  moins  de  y]  -i-  £,  de  la  fonction/,  limite  de  /„,  sauf  peut- 
être  dans  un  ensemble  de  mesure  au  plus  égale  à  a  +  [3.  La  fonction 
limite  des  /„  est  donc  asymptotiquement  équivalente  à  des  poly- 
nômes ('). 

Remarque.  —  Chaque  inégalité  (  i  )  définit  un  domaine  algébrique 
(un  nombre  limité  d'intervalles  dans  le  cas  d'une  variable),  qui  peut 
être  remplacé,  si  l'on  veut,  par  un  domaine  simple  avec  une  erreur 
aussi  petite  (ju'on  veut.  Les  ensembles,  dont  la  mesure  intervient 
dans  la  démonstration,  s'obtiennent  au  moyen  de  ces  domaines 
simples  ;  le  calcul  de  leurs  mesures  ne  présente  aucune  difficulté. 

(')  0\\  peut  remarquer  que.  si  l'on  u'iinposail  pas  aii\  polynômes  la  condilion 
d'être  bornés  dans  leur  ensemble,  la  démonstration  exigerait  seulement  que  la 
limite  existe,  c'est-à-dire  que  y  soit  finie,  mais  non  nécessairement  que  f  soit 
bornée;  elle  subsisterait  pourvu  que  l'ensemble  des  points  singuliers,  où  les/,, 
seraient  infinis  et  où  la  limite  n'existerait  pas,  soit  de  mesure  nulle. 
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II.  —  La  définition  de  l'intégrale  des  fonctions  bornées. 

Le  troisième  théorème  fondamental  permet  de  définir  d'une  manière 
très  simple  l'intégrale  des  fonctions  bornées,  cette  définition  fournis- 
sant en  même  temps  un  procédé  de  calcul  efTcctif.  I^a  marche  suivie 
est  exactement  la  même  que  pour  la  mesure  des  ensembles  (Chap.  I); 
les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entrés  à  cette  occasion  nous 
permettront  d'être  ici  plus  brefs. 

Je  suppose  connue  la  définition  élémentaire  de  l'intégration  des  po- 
lynômes et  ses  propriétés  principales,  notamment  le  premier  théorème 
de  la  moyenne.  J'appelle  intégrale  élémentaire  d'un  polynôme  l'ex- 
pression 

f     f     I     P{ x,  y,  z )  djc  dy  dz. 

L'intégrale  définie  étendue  à  un  domaine  simple  s'exprime  au 
moyen  d'un  nombre  fini  d'intégrales  élémentaires.  Occupons-nous 
d'abord  des  intégrales  élémentaires  des  fonctions  bornées. 

Considérons  une  suite  de  polynômes  P,j  (a-,  y,  z)  asymptotique- 
ment  convergente  dans  un  domaine  D  se  réduisant  à  un  ensemble  élé- 
mentaire (parallélépipède  rectangle),  et  supposons,  en  outre,  que 
l'ensemble  des  polynômes  P„  soit  borné  dans  D,  c'est-à-dire  qu'il 
existe  un  nombre  M,  tel  qu'on  ait,  quel  que  soit  n  et  quels  que  soient 

X,  y^  z  dans  D, 

|P„(x,v,^)|<M. 

Je  dis  que  la  suite  des  intégrales  des  P„  est  uniformément  conver- 
gente dans  D;  nous  poserons,  a,  h,  c  étant  le  point  de  1)  dont  les 
coordonnées  sont  les  plus  petites, 

Q„{.r,y,z)=.  I      f     f   \\{x,y,z)dxdYdz. 

V.n  ellct.  étant  donnés  les  nombres  £  et  a,  on  peut  déterminer  M,  tel 
que  les  inégalités 
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entraîiiciil 

|I'„-IV|<£, 

sauf  au  [)liis  dans  un  enscnililc  de  mesure  a. 
On  a,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  //  et  //', 


v'«  -  Q-r  I  <  r    f    f  \  ''"  -  '  '"  I  "'•'■  '^y  'Z-  <  £  V  H-  2  a  M , 


|f- 


V  étanl  le  volume  de  D.  Les  nombres  V  et  M  étant  fixes,  £  et  a  arbi- 
trairement petits,  la  proposition  est  démontrée.  Cette  proposition 
légitime  la  ( /('/i ni li o n  su\\i\nlc  :  L'intégrale  d' une  fonction  bornée 
dans  un  domaine  élémentaire  est  égale  à  la  limite  des  intégrales 
des  termes  d'une  suite  bornée  de  polynômes  asymplotiquement 
convergente  vers  cette  fonction.  Il  est  clair  en  effet  que  si  deux  suites 
bornées  de  polynômes  convergent  asymplotiquement  vers  une  même 
fonction,  l'ensemble  des  deux  suites  (suite  obtenue  en  intercalant  les 
termes  successifs  de  l'une  entre  les  termes  de  l'autre)  est  aussi  une 
suite  asymptotiquement  convergente  (car  la  réunion  de  deux 
ensembles  de  mesure  inférieure  à  t  forme  un  ensemble  de  mesure 
inférieure  à  ■xt). 

Il  résulte  du  tbéorème  de  la  moyenne  et  de  notre  second  théorème 
fondamental  que  l'intégrale  d'une  fonction  bornée,  étendue  à  un 
ensemble  bien  défini  quelcon(jue,  peut  être  définie  comme  égale  à  la 
limite  de  l'intégrale  correspondant  à  un  domaine  simple,  tendant  vers 
cet  ensemble  bien  défini.  Car  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  étendue 
à  un  ensemble  élémentaire  est  au  plus  égale  au  produit  de  la  mesure 
de  cet  ensemble  par  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  la 
fonction  dans  le  domaine  total  considéré.  Cette  dêlinilion  no  peut 
donc  conduire  à  aucune  contradiction. 

On  peut  arriver  par  une  autre  voie  à  la  définition  de  l'intégrale 
d'une  fonction  l)ornée  dans  un  domaine  D  non  élémentaire;  il  suffit  de 
remplacer  les  polynômes  par  d'autres  polynômes  asymptotiquement 
équivalents  aux  premiers  dans  I)  et  asymptoli(|uenienl  équivalents  à 
zéro  dans  le  conq)lémenlaire  de  D,  par  rappoit  à  un  domaine  parallé- 
lépi[)é(li(jue  A  contenant  1). 

l'étant  donnés  des  polynômes  l'„  et  un  domaine  D,  on  détermine 
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aisément  des  polynômes -„  différant  aussi  peu  qu'on  veut  des  P„  dans  D 
et  différant  aussi  peu  qu'on  veut  de  zéro  dans  la  portion  de  A  qui 
n'appartient  pas  à  D  (les  régions  dans  lesquelles  ces  inégalités  ne 
seraient  pas  vérifiées  ayant  des  mesures  inférieures  à  des  nombres  t„ 
tendant  vers  zéro  avec  n). 

En  résumé,  dans  le  cas  d'une  variable,  toute  fonction  bornée 
définissable  y  (x)  est  asymptotiquement  équivalente  à  une  suite  de 
polynômes  P„(x),  suite  qui  est  évidemment  asymptotiquement 
convergente;  par  définition,  l'intégrale  indéfinie  de  /(x)  est  la 
fonction  continue  définie  par  la  suite  uniformément  convergente  des 
Q„(x),  intégrales  des  P„(;r).  Gn  passe  immédiatement  de  l'inté- 
grale indéfinie  à  l'intégrale  définie  dans  un  domaine  simple,  puis 
dans  un  domaine  quelconcjue  au  moyen  du  second  théorème  fon- 
damental. 

La  méthode  des  approximations  successives  permet  de  ramener 
au  calcul  d'intégrales  définies  le  calcul  des  solutions  des  équations  dif- 
férentielles, des  équations  intégrales  et  intégro-diilérentiellcs  ;  si 
ces  opérations  renferment  des  fonctions  bornées  bien  définies  quel- 
conques, on  pourra  les  remplacer  par  une  suite  asymptotiquement 
équivalente  de  polynômes,  c'est-à-dire,  lorsqu'on  aura  fixé  une  limite 
do  l'approximation  qu'on  désire  obtenir,  effectuer  seulement  les  cal- 
culs sur  des  polynômes  (  '  ). 


(')  Dans  l'intervalle  qui  s'est  écoulé  entre  la  rédaction  de  ce  Mémoire  et  son 
impression  ont  paru  dans  les  Comptes  rendus  deux  Notes  sur  l'intégration  : 
Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions  sonimables  par  M.  Frédéric 
Riesz  (4  mars  1912)  et  Sur  les  propriétés  des  fonctions  mesurables  par 
M.  i\.  Lusin  (17  juin  1912).  On  trouvera  dans  ces  Notes  des  renseignements 
bibliographiques  intéressants  sur  des  travaux  antérieurs  de  MM.  Weyl.  F.  Riesz, 
EgorofT  et  Lusin.  Ce  qui  me  paraît  distinguer  le  point  de  vue  de  ces  auteurs  de 
celui  que  j"ai  adopté,  c'est  que  la  définition  de  ce  que  j'appelle  la  conK'ergence 
asymplotique  des  suites  de  polynômes  \\e  re'poiQ  que  sur  la  mesure  des  domaines 
algébriques  (dans  le  cas  d'une  variable,  domaines  formés  d'un  nombre  fini 
d'intervalles).  C'est  cette  conception  nouvelle  qui  m'a  permis  d'exposer,  d'une 
manière  qui  me  paraît  particulièrement  simple,  les  déductions  dont  le  principe 
se  trouve  dans  mes  premiers  travaux  sur  la  mesure  et  dans  ma  Note  du  7  dé- 
cembre 1908  (voir  plus  haut  p.  i88). 
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III.  —  Les  propriétés  de  l'intégrale  des  fonctions  bornées. 

II  est  manifeste  que  l'inlcgrale  des  fonctions  bornées,  telle  que  nous 
l'avons  définie,  possède  les  propriétés  les  plus  importantes  de  l'inté- 
grale des  polynômes.  Mais  il  en  est  une  ([u'elle  ne  peut  évidemment 
posséder  :  rinlégrale/(x)  ne  peut  définir  la  fonction  intégrée  _ir(rr) 
qu'avec  une  précision  limitée;  car  deux  fonctions,  qui  ne  diflerent 
qu'aux  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  ont  la  même  intégrale 
(leur  différence  est  asymptotiquenient  équivalente  à  une  suite  de  po- 
lynômes, dont  tous  les  termes  sont  identiquement  nuls). 

On  peut  se  proposer  de  reclierclier  la  plus  simple  des  fonctions  qui 
admet  comme  intégrale  y  (.r)  ;  cet  énoncé  a-t-il  un  sens? 

Si  g  {x)  a  pour  intégrale /(./;),  on  a,  quels  que  soient  x-,  et  x.,, 

f{^h)-f{r,)=f  \'{.i')dx. 

La  fonction  i,'' (.t),  la  plus  sini{)le  ({ui  satisfasse  à  celte  condition, 
constante 


est  évidemment  la  fonction  constante 


Je  n'insisterai  pas  sur  l'étude  des  fonctions  dérivées  à  laquelle  on 
est  ainsi  conduit,  car  je  n'aurais  rien  à  ajouter  d'essentiel  aux  beaux 
résultats  de  M.  Lebesgue,  dont  le  principal  me  paraît  être  que  la  dé- 
rivée dey(x')  existe,  sauf  en  un  ensemble  de  points  de  mesure  nulle 
au  plus;  il  semble  donc  naturel  de  cboisir  pour  g{x)  celle  dérivée  aux 
points  où  elle  existe  ;  sa  définition  aux  autres  points  (pourvu  qu'elle 
reste  bornée)  ne  modifie  pas  la  valeur  de  l'intégrale  ('). 

(')  Je  signale  en  corrigeant  ces  épreuves,  deux  Noies  fort  intéressantes  de 
M.  Denjoy,  où  ce  jeune  savant  indique  comment  on  peut  résoudre  d'une  manière 
complète  le  problème  inverse  de  la  dérivation  (intégrations  de  toutes  les  fonc- 
tions dérivées)  (Comptes  rendus,  i^'et  22avrii  1913).  Je  me  permets  de  signaler 
aussi  la  définition  de  la  dciivrv  en  moyenne,  à  laquelle  j'ai  été  conduit  j)ar  l'élude 
des  fonctions  qu'on  rencontre  dans  la  mécanique  statistique  {Comptes  rendus, 
29  avril  1912). 


LE    CALCUL    DES    INTÉGR.VLES    DEFIMES.  I  Qf) 

La  propriété  fondamentale  de  l'intégrale  est  de  définir  ce  qu'on 
peut  appeler  la  valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  domaine; 
il  faut,  pour  cela,  diviser  la  valeur  de  Finlégrale  définie  par  la 
mesure  du  domaine.  Cette  valeur  moyenne,  lorsqu'on  la  connaît 
seule  et  que  le  domaine  est  suffisamment  petit,  doit  être  con- 
sidérée comme  la  valeur  probable  de  la  fonction  en  un  point  quel- 
conque, si  l'on  n'a  sur  cette  fonction  aucun  autre  renseignement.  On 
voit  que  la  considération  des  intégrales  défi,nies  prouve  que,  si  les 
fonctions  tant  soit  peu  compliquées  ne  sont  pas  calculables,  du  moins 
leurs  valeurs  probables  dans  un  intervalle  si  petit  qu'il  soit,  mais  fini, 
existent  toujours  et  sont  calculables.  C'est  la  raison  pour  laquelle  on 
peut  se  borner  à  considérer  les  fonctions  élémentaires  calculables,  tant 
qu'on  n'a  pas  à  envisager  l'influence  spéciale  de  points  de  disconti- 
nuité où  la  fonction  devient  infinie.  C'est  ce  qu'on  a  fait  généralement 
jusqu'ici  dans  les  applications  des  matliématiques  à  la  pbilosophie 
naturelle  ;  même  dans  les  tlicories  atomiques  où  interviennent  des  dis- 
continuités, ce  sont  les  valeurs  moyennes  qui  jouent  un  rôle  essentiel. 
Mais  il  n'est  pas  certain  qu'on  ne  sera  pas  conduit  à  faire  intervenir 
plus  explicitement  la  discontinuité  dans  l'étude  des  phénomènes  ; 
c'est  ce  quijustifie  l'étude,  que  nous  allons  faire,  du  cas  des  fonctions 
non  bornées. 


IV.  —  L'intégration  des  fonctions  non  bornées. 

Une  fonction  non  bornée  peut  admettre  des  points  d'infinitude  (où 
sa  valeur  est  -4- oo  ou  —  îc)  et  des  points  d'indétermination  ;  si  l'en- 
semble de  ces  divers  points  n'était  pas  de  mesure  nulle,  il  est  clair  qu'on 
ne  pourrait  pas  calculer  l'intégrale  de  la  fonction.  Nous  suppose- 
rons donc  cet  ensemble  de  mesure  nulle.  La  fonction  non  bornée  /(x) 
est  donc  égale  asymptotiquement  à  la  limite  de  fonctions  bornées  ; 
il  suffit  de  considérer  une  fonction/,,  égale  à  f{x)  si  \f(x^\<:^n  et 
à  rh  rt  si  |y(x)|  >  n,  ou  si /"(.r)  est  infini  ou  indéterminé.  Les  foiiclions 
fn  (•*■)  ont  pour  limite /(x'),  sauf  aux  points  d'infinitude  ou  d'indéter- 
mination ;  chacune  de  ces  fonctions  est  bornée  et  bien  définie,  si 
f  (x)  est  défini  analytiquemeiit  ;  on  peut  donc  remplacer  /„  (>r)  par 
un  polynôme  P„(.r),  tel  que  l'ensemble  des  P„(.')  soit  asymptotiquc- 
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mont  cquivalcnl  à  l'ensemble  desy"„  (./■),  c'esl-à-dire  Icnde  vers  la  li- 
mite /(•«),  en  excluant  un  ensemble  de  mesure  aussi  petite  ([u'on 
veut.  On  peut  définir  l'intégrale  dcf(x)  comme  la  limite  de  l'inté- 
grale de  P„  (x),  si  cette  limite  existe;  comme  les  P„  ne  sont  j)as  bor- 
nés, nous  ne  savons  pas  si  celte  limite  existe.  (a'IIc  drlinition  est  équi- 
valente à  la  définition  de  M.  T^ebes^ue. 

Nous  allons  en  donner  une  autie,  qui  donnera  le  même  résultat 
quand  elles  s'ap[)li(|ueronl  toutes  deux,  mais  dont  le  cbanq)  d'appli- 
cation est  plus  étendu.  Nous  éviterons  de  considérer  les  séries  diver- 
gentes (à  somme  infinie  ou  indéterminée);  car  on  ne  peut  pas  limi- 
ter l'étendue  du  domaine  de  divergence  d'une  telle  série;  par  exemple, 
les  séries 

a;  -h  jc  -t-  .r  -)-  j;  -t-  J'  + .  . . , 

a:  —  a;  -\-  jc  —  jo  +  j;  — ... 

divergent  partout,  sauf  pour  .r  =  o.  Nous  préférons,  pour  ce  motif, 
considérer  plutôt  des  séries  dont  les  termes  sont  eux-mêmes  des  fonc- 
tions non  bornées,  ces  séries  étant  généralement  convergentes. 

On  sait  comment  on  définit,  dans  les  éléments,  l'inlégrale  d'une 

fonction  non   bornée,   telle  que   /'(,t)=  ;  ou  bien 

\/.r  —  c 


fia:)  =:  siii ; 

•^  ^     '        .r  —  c         X  —  c 

on  pose  : 

(    f{x)dx-=\\m    f        /(.r),/,r  +  lim    f      f{x),lx. 

L'intégrale  existe,  |»ar  définition,  lorscpie  les  limites  existent,  .lai 
proj)()sé  de  l'einplacer  cett<'  délinitioii  jiai' la  suivante  ;  on  sait  (pie  si 
l'on  pose 

liiZ=Xi — X,_i,  Xi_^'i\i'S.Xi,  X,i=:rt,  x,i=  0. 

on  a,  par  définition,   //  augnuMitanl    indéliniment   et   les  //,   tendant 
vers  zéro, 

r'' 

I  /{x)dx^\-uuy^h,/a,). 
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Lorsqu'il  y  a  un  point  singulier  c,  on  enlourera  ce  poinl  d'un  inlcr- 
valle  d'exclusion^  ''- —  ^i  c  +  £',  et  l'on  supposera  que  les  points  de 
division  x,  sont  tous  extérieurs  à  cet  intervalle.  Si  l'on  a 

on  posera 

/î,  =.?■,•—(  c  -I-  s' )  +  c  —  £  —  Xi^x  =:  JCj  —  jr,_,  —  £  —  £', 

et  l'on  supposera  ç,  compris  entre  x',.,  et  c  —  £,  ou  entre  c  +  t'  et  j;,, 
mais  non  entre  c  —  £  et  c  +  t  . 

?>\\dL somme  de  Bic/na/i/i,  ainsi  définie,  tend  vers  une  limite,  quels 
que  soient  £  et  i  et  si  celte  limite  tend  elle-même  vers  une  limite 
lorsque  £  et  t'  tendent  vers  zéro,  cette  dernière  limite  est,  par  défi- 
nition, l'intégrale. 

Il  est  manifeste  que  cette  modification  de  la  définition  est  purement 
formelle,  lorsqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  points  singuliers;  il 
n'en  est  pas  de  même,  si  les  points  singuliers  sont  denses  dans  un  in- 
tervalle ;  il  faut  d'ailleurs  supposer  en  ce  cas,  non  seulement  que 
chaque  intervalle  d'exclusion  tend  vers  zéro,  mais  que  leur  somme 
tend  aussi  vers  zéro.  On  est  ainsi  conduit  à  la  définition  suivante 
(qui  s'étendrait  sans  changement  au  cas  des  intégrales  multiples,  mais 
qui,  en  ce  cas,  paraît  moins  utile)  : 

Soit  /(.r)  une  fonction  non  bornée,  non  intégrable  au  sens  de  Ric- 
mann  ;  supposons  qu'on  puisse  déterminer  dans  le  champ  d'inté- 
gration une  infinité  énumérable  de  points  A,,  A.,,  . ..,  A„,  . . .  ayant  la 
propriété  suivante  :  si  l'on  entoure  le  point  A„  d'un  intervalle  d'exclu- 
sion B„  C,„  tel  (jue  la  série  2  B„C„  soit  convergente  et  de  somme  £,  les 
sommes  de  Kicmann  généralisées  tendent  vers  une  limite,  quels  que 
soient  les  intervalles,  et  cette  limite  tend  elle-même  vers  une  limite, 
lorsque  £  tend  vers  zéro;  cette  deinière  limite  est,  par  définition,  l'in- 
tégrale, au  sens  de  Riemann,  généralisée.  Les  sommes  de  Riemann 
généralisées  sont  les  sommes 

dans  lesquelles  on  suppose  : 

1°  (  Hie  les  points  de  division  '■,  M'ap[)artieiin(Mit  pas  aii\  intervalles 
d'exclusion  ; 

Journ.  de  Matk.  (6"  séiic),  Imiie  VIII.   ~   Fdsc.  II,   igi2.  20 


202  EMILK    nOREL. 

2"  Que  //,•  est  ôgal  à  x-,  —  *',_,,  tliminuo,  s'il  y  a  lien,  de  la  lon- 
gueur des  intervalles  d'exclusion  ; 

3°  Que  E,- est  situé  enlre  a:,_|  et  a;,,  mais  n'appartient  pas  non  plus 
aux  intervalles  d'exclusion. 

On  étudie  la  limite  de  ces  sommes  de  Ricmann  dans  l'hypothèse 
que  les  A,  tendent  vers  zéro  et  l'on  fait  tendre  ensuite  vers  zéro  les 
intervalles  d'exclusion. 


V.  —  Comparaison  avec  l'intégrale  de  M.  Lebesgue. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas  des  intégrahles  multiples,  la  nou- 
velle définition  est  équivalente  à  celle  de  M.  Lehesgue;  on  sait,  en 
effet,  que  l'intégrale  multiple  d'une  fonction  ne  peut  converger  que  si 
l'intégrale  de  la  valeur  absolue  converge  ;  et,  dans  une  somme  absolu- 
ment convergente,  l'ordre  des  termes  est  indifférent. 

Au  contraire,  dans  le  cas  des  intégrales  simples,  l'intégrale,  an  sens 
de  M.  Lebesgue,  ne  peut  exister  que  si  l'intégrale  de  la  valeur  absolue 
existe,  tandis  qu'il  n'en  est  pas  de  même  pour  l'intégrale  au  sens  de 
Riemann.  Ceci  tient,  on  le  sait,  à  ce  que  la  définition  de  Riemann  con- 
duit, en  somme,  à  une  série  dont  la  convergence  peut  être  assurée  par 
l'alternance  des  signes. Tel  est  le  cas  pour  la  fonction  ^ — —  à  l'infini  ou 

pour  la  fonction  -  sin  -  pour  a?  =  o. 

Il  est  clair  que  la  propriété  d'être  inlégral)le  an  sens  de  iVl.  Lebesgue, 
c'est-à-dire  d'avoir  une  valeur  absolue  iutégrablo,  étant  une  propriété 
plus  restrictive,  est,  par  cela  môme,  plus  commode  à  utiliser  dans 
certaines  applications,  de  même  que  les  séries  absolument  convei- 
gentes  sont  plus  aisées  à  manier  que  les  séries  simplement  conver- 
gentes. Mais  ce  n'est  peut-être  pas  une  raison  pour  (ju'on  néglige 
conqjlètcment  l'étude  des  intégrales  ou  des  séries  (|ui  ne  convergeni 
pas  absolument. 

Si  deux  fonctions  sont  intégrables  au  sons  de  Rieuuuin  généralisé,  et 
si  leur  somme  est  intégrable,  l'intégrale  de  la  somme  est  égale  à  la 
somme  des  intégrales.  Mais  la  somme  peut  ne  pas  être  intégrable  avec 
notre  définition,  parce  que  les  intervalles  d'exclusion  de  l'une  des 
fonctions  peuvent  être,  dans  des  cas  particuliers,  choisis  précisément 
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de  manière  à  rendre  divergente  l'intégrale  de  l'autre  fonction.  On 
peut  convenir  d'étendre  la  définition  et  de  dire  tjue  :  si  une  fonction 
n'est  pas  intégrable  d'après  la  définition  du  paragraphe  précédent, 
mais  peut  être  décomposée  en  la  somme  de  deux  fonctions  intégrables 
d'après  cette  définition,  son  intégrale  est,  par  définition,  la  somme  des 
intégrales  de  ces  fonctions.  Pour  que  cette  nouvelle  extension  de  la 
notion  d'intégrale  de  Riemann  généralisée  ne  soit  pas  contradictoire, 
il  faut  faire  voir  qu'elle  ne  peut  pas  conduire  à  attribuer  deux  valeurs 
différentes  à  l'intégrale  d'une  même  fonction.  Or,  c'est  ce  qui  est  aisé 
à  démontrer.  Soit 

f  =  fi+J\  =  gx  +  8i\ 

par  hypothèse,  les  intégrales  riemanniennes  généralisées  de  /,  et  de  /"j 
existent,  et  aussi  celles  de  ^'-^  et  de  g.,.  Il  s'agit  de  prouver  (|u'()n  a 

I  /,dx-h  I  /,  dx  =Jff,  dx  +fg'.  (Ix. 

Désignons  respectivement  par  (A,),  (A,),  (B,),  (B.)  les  en- 
sembles de  points  siriguliers  qui  interviennent  dans  les  définitions  des 
intégrales  de  /, ,  /j,  «-,,  g.,.  Par  définition,  à  tout  nombre  £  corres- 
pondent des  nombres  £,,  t.,,  v),,  yj^,  tels  que  si  l'étendue  des  intervalles 
d'exclusion  correspondant  aux  (A,)  est  inférieure  à  £,,  la  limite  des 
sommes  riemanniennes  correspondantes  difiere  de  moins  de  t  de  l'inté- 
grale //,  dx  :  mais,  si  l'on  excluait,  dans  le  calcul  de  celte  intégrale, 

des  intervalles  arbitraires  correspondant  aux  (A,),  (B,),  (B^),  on  ne 
sait  pas  si  la  convergence  subsisterait.  Ce  qu'il  suffit  de  faire  voir,  c'est 
qu'il  est  possible  de  changer  infiniment  peu  la  valeur  de  cette  intégrale 
par  un  choix  particulier  des  intervalles  d'exclusion  (B,),  ce  choix 
particulier  étant  assujetti  seulement  à  avoir  une  étendue  inférieure 
à  Tj,.  Or,  cela  est  évident,  car  l'intégrale  riemannienne  gcMiéralisée 
d'une  fonction/",,  possède  évidemment  la  propriété  fondamentale 

f  Â  dx  =J   /,  dx  +  ff,  dx, 

cliacuric  des  intégrales  du  second  membre  existant  si  celle  du  premier 
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membre  existe.  Les  intégrales  de  /",  dcins  l'intérieur  de  cliacim  des  in- 
tervalles d'exclusion  (B,)  existent  donc,  et  l'on  peut  prendre  chacun 
de  ces  intervalles  assez  petit  pour  que  la  valeur  correspondante  de 
l'intégrale  soit  aussi  petite  qu'on  veut. 

Il  est  donc  possible  de  faire  un  choix  par liculicr  des  intervalles 
d'exclusion  (A,),  (Aj),  (B,),  (lîj),  tels  que  chacune  des  intégrales 
soit  calculée,  à  moins  de  i>  £  près,  lorsqu'on  exclut  tous  ces  intervalles; 
il  en  résulte  que 

y"/,  d.r  +  ff,  dr  -  fff,  d.r  -  J g,  dx 

dilTère  de  moins  de  8  sde  la  même  expression,  où  les  intégrales  seraient 
étendues  seulement  au  domaine  qui  subsiste  lorsqu'on  enlève  tous 
les  intervalles  d'exclusion  ;  or,  cette  expression  est  alors  égale  à 


/ 


(/i  -H/î  —  A*i  —  8-. )àx  —  0. 

L'égalité  à  démontrer  est  donc  véi-ifiéc  à  8e  prés;  clic  est  donc 
rigoureusement  établie. 

Comme  exemple  de  fonctions  /",  et  f.,^  telles  que  leur  somme  ne 
soit  pas  directement  inlégrable  alors  que  chacune  d'elles  Test,  on  peut 
prendre 

/,(x)=^sinj, 


v/â  —  (  2  «  -1-  1 


Si  l'on  désirait  considérer  une  infinité  de  fonctions  non  bornées 
telles  que,  non  seulement  la  somme,  mais  les  produits  deux  à  deux  de 
deux  fonctions  (juelconques  de  l'ensemble  appartiennent  à  l'ensemble, 
il  faudrait  partir  d'un  nombre  fini  (ou  iuiini)  de  fonctions  telles  que 
chacune  soit  intégrablc  ainsi  que  toutes  ses  puissances,  'l'ol  est  le  cas 
des  fonctions  telles  que  la  suivante  : 

7  t'   "  loe  \x  —  —   • 
Xj  "  I  n\ 

On  est  naturellement  conduit  j)ar  ce  (jui  précède  à  étudier  les  séries 
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fjônéralement  convergentes  de  fonctions  non  bornées,  c'est-à-dire  les 
séries  qui  convergent  presque  partout,  les  portions  exclues  étant  les 
points  singuliers  et  un  certain  entourage  asymptotique  de  ces  points. 
C'est  en  réalité  cette  étude  qui  m'avait  conduit  à  considérer,  pour  la 
première  fois,  des  ensembles  de  mesure  nulle  cl  à  utiliser  leurs  princi- 
pales propriétés,  étude  d'où  j'ai  déduit  ensuite  la  définition  précise  de 
la  mesure.  Je  reviendrai  plus  bas  (Cli.  111,  ^  111)  sur  ce  sujet,  et  sur 
les  conséquences  qu'on  peut  en  tirer  pour  l'étude  des  fonctions  de 
variables  complexes.  Je  voudrais  simplement  faire  observer  ici  que  si 
l'on  suppose  que  l'ensemble  des  points  de  divergence  soit  de  mesure 
nulle,  le  troisième  théorème  fondamental  subsiste,  avec  cette  difie- 
rence  toutefois  que,  lorsque  a  tend  vers  o,  les  polynômes  P„  ne  sont 
pas  bornés  dans  leur  ensemble. 

On  n'est  donc  pas  assuré  de  l'existence  de  l'intégrale;  il  faut  eflec- 
tivement  que  la  fonction  ne  croisse  pas  trop  vite  dans  le  voisinage  des 
points  singuliers.  La  convergence  est  assurée,  si  l'ordre  des  points 
singuliers  est  inférieur  à  un  nombre  fixe  inférieur  à  i  ;  elle  peut  être 
réalisée  aussi  dans  certains  cas  où  cet  ordre  est  asymptotique  à  l'unité 
(par  valeurs  inférieures),  par  exemple,  pour  la  fonction 


-{--^ 


CHAPITRE  m. 

LE    CALCUL    EFFECTIF    DES    INTÉGRALES.    APPLICATIONS. 

I.  —  Le  calcul  par  la  définition. 

Pour  qu'une  intégrale  puisse  être  ellectivemcnt  calculée  par  les 
méthodes  précédentes,  il  est  évidemment  néces.saire  et  suffisant  que 
l'ensemble  des  points  où  la  fonction  à  intégrer  n'est  pas  calculable 
soit  de  mesure  nulle.  Ceci  pourrait  sembler  impossible,  si  l'on  cou- 
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sifh'-re  (jiriinc  l'onclion  ne  peut  être  calculable  que  pour  les  valeurs 
calcuiai>les  des  variables  cl  (juc  l'ensemble  de  ces  valeurs  est  de  mesure 
nulle;  mais  l'on  peut  rej^ardcr  une  fonction  comme  calculable  pour 
certaines  valeurs  non  calculables  des  variables,  si  l'on  sait  que,  pour 
ces  valeurs,  la  fonction  coïncide  avec  une  fonction  continue  calcu- 
lable. A  ce  point  de  vue,  notre  troisième  tliéorème  fondamental  appa- 
raît comme  indispensable:  sans  ce  théorème  (ou  une  proposition 
équivalente),  il  serait  complètement  dénué  de  sens  de  parler  d'inté- 
grale d'une  fonction  discontinue,  car  les  opérations  par  lesquelles 
pourrait  être  calculée  cette  intégrale  sci-aient  absolument  inexécu- 
tables, non  seulement  au  point  de  vue  pratique,  mais  au  point  de  vue 
théorique  :  je  veux  dire  qu'on  ne  pourrait  imaginer  aucun  moyen,  si 
long  fût-il,  de  les  exécuter. 

Voici,  en  nous  bornant  à  une  variable  pour  simplifier  l'écriture, 
comment  se  pose  pratiquement  le  problème.  Une  fonction  /(j)  est 
définie  comme  la  limite  de  fonctions  connues  (ou  du  moins  plus 
simp]cs)  f,(x),/.,(x),  ...,  /„(.?;),  ....  Nous  admettons  qu'on  sache 
calculer  les  intégrales  de  chacune  de  ces  fonctions  avec  une  approxi- 
mation donnée.  Le  problème  de  l'intégration  de  f(x)  est  immédia- 
tement résolu  dans  le  cas  où  la  suite  /„(*")  converge  uniformément  et 
où  l'on  a  la  mesure  de  cette  convergence  uniforme.  S'il  n'en  est  pas 
ainsi,  on  devra  tout  d'abord  chercher  à  obtenir  une  limite  supérieure  M 
du  module  de  /  et  des/,.  On  cherchera  ensuite,  au  moyen  de  la 
démonstration  même  du  failque/„  tend  vers  une  limite,  à  déterminer 
un  nombre  £„  supérieur  m  général  k  /  —  /,,,  ^-t  'on  désignera  par  a„ 
l'étendue  du  domaine  où  /  —  /„  dépasse  £„;  on  aura  alors 


/  /'/■'■-/"  A'/'- 


x„M  -i-  E„{b—  a). 


<  )m  auia  une  approximation  donnée  en  jircnanl  /i  assez  grand  pour 
(pic  i„  cl  a„  soient  inférieurs  à  des  nombres  fixés,  et  en  calculant  l'inté- 
grale de  /„  avec  une  approximation  suffisante. 

On  voit  que  le  calcul  sera  le  plus  avantageux  possible,  si  l'on  sait 
s'arranger  pour  que  £„  et  a„  soient  sensiblement  du  même  ordre  de 
grandeur.  11  est  difficile  de  donner  sur  ce  point  des  indications  géné- 
l'ales.    Mais  les  choses  se  siiiq)lilicnl  beaucoup  si  Ton  se  borne  à  la 
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considération  d'une  calégorie  déterminée  de  fonctions,  même  si  cette 
catéfîoric  est  très  étendue.  On  pourrait  aisément  reprendre  à  ce  point 
(le  vue  re\|i()silion  donnée  dans  ce  Mémoire  (voir  plus  liaut  Chap.  1, 
1^  II)- 

II.  —  L'emploi  des  probabilités  dénombrables. 

Pour  calculer  certaines  intégrales,  il  est  plus  commode  d'utiliser  la 
notion  de  probabilité.  .Fai  montré  ailleurs  (')  comment  on  peut 
évaluer  la  probabilité  pour  qu'un  nombre  x  (compris  entre  o  et  i) 
satisfasse  à  une  condition  déterminée,  ce  nombre  ./;  étant  défini  par 
une  infinité  dénombrable  de  conditions  simples,  dont  les  probabilités 
respectives  sont  connues.  Cette  théorie  se  superpose  tout  à  fait  à  la 
théorie  de  la  mesure;  de  même,  on  pourrait  développer  une  théorie 
de  l'espérance  mathématique  dans  les  cas  dénombrables  qui  se  super- 
poserait à  la  théoriede  l'intégrale  définie.  Le  premier  cas  revient  à  ne 
s'occuper  que  de  l'intégration  des  fonctions  prenant  seulement  les 
valeurs  o  et  i;  le  problème  de  l'intégration  de  ces  fonctions  est  iden- 
tique au  problème  de  la  mesure  des  ensembles.  J'ai  indiqué  des 
exemples  de  calculs  de  ce  genre  dans  le  Mémoire  que  je  viens  de  citer. 
Je  n'y  reviendrai  pas;  je  voudrais  seulement  signaler  brièvement  une 
question  qui  me  paraît  intéressante  :  est-il  possible  de  définir  une 
fonction /(o;)  qui  soit  intégrable  au  moyen  des  probabilités  dénom- 
brables, sans  pouvoir  être  ramenée  aux  fonctions  calculables"?  Tel 
serait  le  cas  pour  une  fonction  telle  que,  dans  tout  intervalle  si  petit 
qu'il  soit,  les  valeurs  o  et  i  seraient  également  probables.  Son  inté- 
grale entre  les  limites  o  et  i  serait  alors  évidemment  égale  à  ^,  tandis 
que  sa  valeur,  si  l'on  n'en  savait  rien  de  plus  que  ce  que  nous  venons 
de  dire,  ne  pourrait  être  connue  pour  aucune  valeur  de  la  variable  (et, 
en  tous  cas,  quelle  que  soit  sa  définition,  ne  pourrait  jamais  être 
connue  pour  toutes  les  valeurs,' mais  seulement  au  plus  pour  une  infi- 
nité dénombrable  de  valeurs  de  la  variable). 

Mais  il  ne  semble  pas  qu'il  soit  possible   d'arriver,   au   moyen   des 
probabilités  dénombrables,  à  la  définition  d'une  telle  fonction;  on   se 

(')  RendiconlidelCircolornaleinalicodiPalerino,  1909,  t.  XWII,  p.  2.17 
à  271 .  —  Voir  aussi  Comptes  rendus,  t.  lo4,  29  avril  1912,  p.  1  i5o. 
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trouve,  en  c£Fet,  soil  dans  le  cas  de  convergence,  soit  dans  le  cas  de 
divergence,  et  la  probabilité  limite  (désignée  par  A„  dans  le  Mémoire 
cité)  est  égale,  suivant  le  cas,  à  o  ou  à  l'unité,  sans  avoir  jamais  une 
valeur  intermédiaire.  Il  faudrait  donc  tout  au  moins  compliquer  nota- 
blement les  définitions  de  ce  Mémoire  et  arriver  à  définir  des 
probabilités  successives  dépendant  les  unes  des  autres  suivant  une  loi 
suffisamment  compliquée  pour  que  l'on  soit  à  la  fois  dans  le  cas  de 
convergence  et  dans  le  cas  de  divergence.  Mais  cela  ne  parait  pas  aisé. 

Ce  résultat  peut  paraître  contradictoire  avec  celui  qu'a  obtenu 
M.  Lebesgue,  qui  est  arrivé  à  «  nommer  »  une  fonction  non  définis- 
sable analytiquement;  mais  il  faut  observer  que  la  fonction  de 
M.  Lebesgue  ne  diffère  qu'aux  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle 
d'une  fonction  définissable  anal\  licjuemenl;  elle  est  donc  équivalente 
à  une  telle  fonction  au  point  île  vue  de  l'intégration  ('). 

La  question  peut  être  posée  sous  une  forme  équivalente,  peut-être 
plus  saisissante  :  est-il  possible,  ou  non,  de  définir  avec  propriété 
asyniplotifjuc  des  nombres  irrationnels,  telle  que  cette  propriété  et 
son  contraire  soient  également  probables?  Par  propriété  asymplotique 
on  entend,  s'il  s'agit,  par  exemple,  de  nombres  décimaux,  une  ])ro- 
priélé  dont  la  définition  ne  dépend  pas  des  n  premières  décimales, 
quel  que  soit  n,  c'est-à-dire  reste  la  même  pour  tous  les  nombres  dans 
lesquels  ces  n  premières  décimales  seules  diffèrent.  On  peut  dire 
aussi  qu'une  propriété  asymptoli({ue  est  entièrement  bomogène  au 
continu,  c'est-à-dire  se  présente  sous  la  même  forme  pour  deux  inter- 
valles égaux  se  déduisant  l'un  de  l'autre  par  une  translation  commen- 
surable.  Il  me  paraît  résulter,  des  considérations  développées  dans  ce 
Mémoire  et  de  la  tbéorie  des  probabilités  dénombrables,  que  les  seuls 
ensembles  bomogènes  au  continu  sont  les  ensembles  de  mesure  nulle; 


(')  Je  laisse  ici  de  cùlé  les  objections  qu'on  peut  faire  à  IV.rM<<,'«ce  de  la  fonc- 
tion «  nommée  »  par  M.  Lebesgue.  M,  Lebesgue  indique  lui-même  la  diflerence 
qu'il  y  a  entre  nommer  et  déjinir  une  fonction;  mais  je  serais  volontiers  plus 
catégorique  que  lui  ;  partout  où  interviennent  eflTectivemenl  tous  les  nombres 
IransHiiis  de  seconde  classe  (eî  non  pas  seulement  ceux  qui  sont  inférieurs  à  l'un 
d'eux  fixé  d'avance),  on  me  paraît  sortir  du  domain»?  des  Mnlliémaliques.  Voir 
mon  article  sur  La  philosophie  des  Malhémaliijues  cl  l'infini  (/{et'iie  du  mois. 
10  août  191-'. )• 
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OU  ne  pcul  obtenir  des  ensembles  de  mesure  non  nidie  qu'en  faisant 
intervenir  cxpUcilement  certains  intervalles,  c'csl-à-dire  que  les  seuls 
ensembles  de  mesure  non  nulle  qui  puissent  être  définis  sont  mesu- 
rables. 

Je  ne  me  dissimule  pas  que  les  raisons  que  j'invoque  à  l'appui  de 
cette  conclusion  ne  paraîtront  pas  satisfaisantes  à  tous  ;  il  me  semble 
néanmoins  qu'elle  s'impose  à  ceux  qui  considèrent  qu'une  définition 
mathématique  doit  fournir  quelque  procédé  de  calcul. 


III.  —  L'extension  de  l'intégrale  de  Cauchy. 

Je  voudrais,  en  terminant,  dire  quelques  mots  d'une  question  qui 
a  été,  en  réalité,  l'orii,nne  de  toutes  mes  recherches  sur  la  mesure, 
aussi  bien  des  recherches  anciennes  qui  m'ont  conduit  à  la  notion 
fondamentale  d'ensemble  mesurable,  que  des  recherches  récentes 
exposées  dans  ce  Mémoire.  Cette  question  est  l'étude  des  séries  de 
fonctions  monogènes  ayant  une  infinité  de  points  singuliers  denses 
dans  une  aire  et  cependant  convergentes  en  général  dans  celte  aire; 
et,  par  extension,  l'étude  de  fonctions  di-Cimes  a  priori  (au  sens  de 
Riemann)  et  monogènes  en  général  dans  une  aire.  Dire  qu'une  fonction 

est  monogène  en  général,  c'est  dire  que  l'on  peut  définir  des  domaines 
d'exclusion  d'étendue  aussi  petite  que  l'on  veut  tels  que,  dans  le 
domaine  restant,  les  fonctions  P  et  Q  admettent  des  dérivées  satisfai- 
sant aux  conditions  fondamentales   de  Cauchy  : 

^P  _ô<Q  !!£  _  _  ^ 

ôx        Oy  ()y  â.p 

Le  problème  de  l'étude  générale  de  telles  fonctions  y(-)  exige  l'ex- 
tension des  propriétés  essentielles  des  intégrales  de  Cauchy  : 


/■/(=)..   f-qn^. 


Je  suis  arrivé,  pour  la  première  fois,  à  cette  extension  au  moyen  de 

Journ.  de  Math.   (6*  série),  tome  VIH.  —  Fasc.  II,  1913.  '-"] 
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la  théorie  de  rintégration  développée  ci-dessus  (voir  Comptes  rendu,'! ^ 
2()  février  191 2).  Depuis,  je  suis  arrivé  à  un  mode  d'exposition  qui 
.rend  cette  théorie  des  fonctions  monogènes  non  analytiques,  indépen- 
dante des  théories  nouvelles  de  l'intégrale  définie.  C'est  ce  mode 
d'exposition  que  j'adopterai  dans  le  Mémoire  détaillé  qui  paraîtra 
aux  Aci.a  inaUicmalira.  Mais  j'ai  tenu  à  indiquer  ici  le  lien  entre  ces 
deux  questions,  car,  pour  les  géomètres  qui  sont  familiers  avec  la 
théorie  des  ensembles  mesurables,  le  mode  d'exposition  où  l'on  utilise 
cette  théorie  sera  sans  doute  plus  intuitif;  ils  le  reconstitueront  sans 
peine  en  utilisant  mes  Notes  des  Comptes  rendus  déjà  citées  ainsi  que 
les  suivantes  :  Les  séries  de  fonctions  analytiques  et  les  fonctions 
quasi  analytiques  (3  juin  191 2)  et  Sur  la  théorie  du  potentiel 
logarithmique  (  it  juin  191 2).  Je  me  bornerai  donc  à  renvoyer  à  ces 
Notes  et  au  Mémoire  à  paraître  dans  les  yicta  mathematica. 


THÉORIE    GÉOMÉTRIQUE     DES     DÉPLACEMENTS    BIEN    CONTINUS. 


Théorie  géométrique,  pour  un  corps  non  rigide,  des 
déplacements  bien  continus,  ainsi  que  des  déforma- 
tions et  rotations  de  ses  particules; 

Par  J.   BOUSSINESQ  ('). 
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I.  —  Déplacements  et  déformation  d'une  particule  élémentaire. 

1.  Soit  un  corps  déformable  comprenant  une  multitude  de  points 
hiatériels,  assez  rapprochés  pour  qu'il  puisse  être  censé  en  posséder 
un  dans  toute  situation  {-^Ty,  -)  comprise  à  son  intérieur;  et  admet- 
Ions,  de  plus,  que  ces  points  matériels  (a;,  j,  :;),  ainsi  distingués  les 
uns  des  autres  par  les  coordonnées  x,  y,  z  de  leurs  situations  primi- 
tives, viennent  à  éprouver  suivant  les  axes^xe.sdes  ce, y,  z  \rois  dépla- 
cements respectifs  ^,  ï],  (^  (accroissements  de  leurs  coordonnées),  bien 
définis  et  continus,  c'est-à-dire  exprimés  par  des  fonctions  de  x,  y,  z 
graduellement  variables  ou  à  dérivées  partielles  premières  en  x,  y,  z 

(')  Comme  il  est  peu  probable  que  je  puisse  jamais  publier  le  Cours  sur  l't'tas- 
ticité,  qui  a  fait  plusieurs  fois  déjà  l'objet  de  mon  enseignement  à  la  Sorbonne, 
il  m'a  paru  utile  de  résumer  ici  quelques  idées  particulièrement  élémentaires  de  sa 
première  Partie,  en  raison  de  l'extrême  simplicité  que  j'ai  réussi,  ce  me  semble, 
à  leur  donner  et  de  la  précision,  nouvelle  (je  crois)  pour  bien  des  géomètres,  à 
laquelle  j'ai  amené  la  notion  de  la  rotation  des  particules  que  Caucliv  appelle 
leur  rotation  moyenne. 
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très  sensiblement  les  mêmes  dans  toute  étendue  de  grandeur  un  peu 
perceptible,  comme  serait  celle  d'une  particule  presque  microscopique 
taillée  idéalement  dans  le  corps. 
Si 

sont  les  nouvelles  cordonnées  de  l'un,  M,  de  ces  points,  et 

a:',  =  x,-hf,,        j',  =_r,4-r,,.         x:',  =  Cj-hÇ,, 

celles  (l'un  point,  K,  wowm  (appartenant,  par  exemple,  à  la  même  par- 
ticule), les  projections  j9r«/72/;/(-r*.r,  —  œ,  y,— y,  z,  —  z  delà  droite  MK 
joignant  le  point  (a;,  j,  z)  au  point  {x,,  j,,  z,),  projections  que  nous 
appellerons  simplement  h,  k,  /,  détermineront  entièrement,  dans  la 
particule,  les  nouvelles  projections  de  la  même  droite,  x\  —x\y\  —y', 
z\  —  z',  que  nous  appellerons  pareillement  /i',  k',  /'.  Car,  à  très  peu 
près,  l'on  aura,  par  un  développement  de  Taylor  évident, 

"■1 ,  ,,    I    "î  / 

=  /> -H -T-^/iH-...,      r  =  i  + -j- Il  +  — 

dx  ctx 

El  ces  nouvelles  projections  h',  /,■',  l'  seront  bien  pareilles  pour  les 
droites  de  jonction  de  tous  les  couples  de  points  chez  lesquels  les  pre- 
mières A,  /i,  /  l'étaient,  vu  la  quasi-conslance,  dans  toute  la  particule, 
des  Jtieuf  dérivées  partielles  premières  de  ^,  ï],  ï,  en  a-,  y,  :;. 

Appelons  "k  la  longueur  primitive  et  a,  j3,  y  les  trois  cosinus  direc- 
teurs primitifs  de  la  droite  considérée  de  jonction  MK,  de  manière  à 
avoir  /«=Xa,  k  =  'k^,  l='k^'.  Soient,  de  plus,  a',  [3',  y' les  cosinus 
directeurs  de  la  même  droite  de  jonction  après  les  déplacements  et  à  sa 
dilatation  (linéaire),  c'est-à-dire  i  +  J  le  rapport,  essentiellenicnl 
positif,  de  sa  nouvelle  longueur  à  X.  Il  viendra  donc 

//'  =  /(I-^<))0!',  A-'=X(H-d)P',  /'=:).(i-+-())y'; 

et  les  expressions  (i)  ci-dessus   de/;',/.',/'   donneront,  pour  calculer 
les   nouveaux  cosinus  directeurs  a',    ^',   y'  de  la  droite,  ainsi  que  sa 
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dilatation  à  (positive  ou  négative),  les  trois  formules  fondamentales 


(2) 


,        r-  ,  d-(i  ,  ...  <K 


2.  La  dilatation  d  et  la  nouvelle  direction  (a',  p',  7)  de  la  droite  MK 
ne  dépendent  donc,  dans  la  particule,  que  de  la  direction  primi- 
tive (a,  ^,  y).  C'est  dire  que  deux  droites  de  la  particule  primiti- 
vement orientées  de  même  ont  encore  une  même  orientation  après  les 
déplacements  et  se  sont  allongées  ou  accourcies  dans  un  même  rapport. 

D'où  il  suit  : 

i"  Que  toutey//'^  ouy?/'/v' élémentaire,  rertiligne,  de  points  matériels 
reste  rectiligne  et  se  contracte  ou  se  dilate  uniformément; 

1°  Que  deux  fibres  voisines  primitivement  pa/-«//è/i?^  restent  indéfi- 
niment voisines  et  parallèles,  et  qu'elles  éprouvent  une  dilatation  <) 
commune  (positive  ou  négative)  ; 

3°  Que  toul  feuillet  matériel  p/a»,  élémentaire,  lieu  de  fibres'paral- 
lèles  croisées  par  une  même  fibre  droite  d'une  autre  direction,  ne 
cesse  pas  de  comprendre  toutes  ces  fibres  et  reste  un  feuillet  plan  : 

'i"  Enfin,  que  deux  pareils  feuillets,  parallèles  avant  les  déplace- 
ments ou  comprenant,  chacun,  de  telles  fibres  respectivement  paral- 
lèles dans  les  deux,  ne  cesseront  pas  d'être,  dans  la  particule,  deux 
plans  matériels  constamment  parallèles. 

Gela  posé,  taillons  idéalement  la  particule  en  forme  de  parallélépi- 
pède, avec  arêtes  parallèles  à  trois  fibres  intérieures  droites  MA, 
MB,  MC,  émanées  (non  dans  un  plan  unique)  du  même  point  central 
M  (x,  Y,  z);  et  supposons  l'angle  trièdre  de  celles-ci  défini  par  les 
trois  cosinus,  compris  entre  i  et  —  i,  des  angles  plans  BMC,  CMA, 
AMB  (aigus  ou  obtus).  Après  les  déplacements,  ces  trois  fibres  MA, 
MB,  MC  auront  éprouvé  des  dilatations  que  nous  appellerons  respec- 
tivement âa,  àd,  à^.,  et  les  cosinus  de  leurs  angles  auront  subi  des 
accroissements  dits  respectivement  les  glissements  mutuels  des  fibres 
MB  et  MC,  MC  et  MA,  MA  et  MB,  glissements  que  nous  appellerons 
ga,  gbi  gc-   Il  est  clair  ([ue  le  parallélépipède,  en  se  déformant,  sera 
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toujours  un  parallélrpipède,  à  arêtes  sans  cesse  parallèles  aux  trois 
fibres  intérieures  MA,  MI3,  MC;  et  que  son  angle  solide  d'où  parti- 
ront trois  arêtes  orientées  comme  les  fibres  MA,  MB,  MC,  angle  sans 
cesse  égal  au  trièdre  MABC,  aura  ses  changements  de  forme  complè- 
tement définis,  comme  ceux  même  de  MABC,  par  les  trois  glisse- 
monts  g„,  gi,^  gc<  tandis  que  ces  arêtes  du  parallélépipède  auront 
éprouvé  les  trois  dilatations  t}^,  Oi,,  ôc. 

Par  conséquent,  la  figure  apparente  de  la  particule,  après  les  défor- 
mations, pourra  être  construite,  si  l'on  donne,  outre  sa  configuration 
primitive,  les  six  déformations  élémentaires  ga,  gbi  ga  àa,  à^,  de- 

5.  Mais  il  y  a  plus.  C'est  la  configuration  interne^  elle-même,  de  la 
particule  qui  aura  son  changement  défini  au  moyen  des  six  mêmes 
déformations  g,„  gb-,  gc  à,,,  0/,,  â,.. 

Rapportons,  en  effet,  chaque  point  matériel,  K,  de  la  particule 
aux  trois  fibres  MA,  MB,  MC  prises  comme  axes  de  coordonnées. 
Soient  a,  h,  c,  relativement  à  ce  système  d'axes,  les  trois  coordonnées 
primitives  de  K.  Nous  aurons,  pour  représenter  ces  coordonnées  et, 
d'abord,  c,  une  fibre  JK,  parallèle  soit  à  MC,  soit  à  son  prolongement 
en  deçà  de  M,  suivant  que  c  est  positif  ou  négatif,  et  issue  d'un 
point  J,  du  feuillet  AMB,  d'où  elle  aboutit  à  la  molécule  K  ;  puis, 
pour  représenter  b,  une  fibre  IJ  du  feuillet,  parallèle  de  même  à  MB 
ou  à  son  prolongement  en  deçà  de  M,  suivant  que  6  est  positif  ou 
négatif,  etissue  d'un  point,  I,  de  la  fibre  MA  (ou  de  son  prolongement  en 
deçà  de  M),  d'où  elle  va  au  pied  J  delà  fibre  précédente  JK;  enfin,  jiour 
représenter  a,  la  portion  MI,  positive  ou  négative,  de  la  fibre  MA  ou 
de  son  prolongement  en  sens  opposé.  Les  trois  fibres  élémen- 
taires a=MI,  ^  =  IJ,  c^JK.  auront  constamment,  dans  tous  les 
états  successifs  de  la  particule,  les  directions  des  axes  matériels  (à 
orientations  changeantes)  MA,  MB,  MiZ,  dont  les  angles  respec- 
tifs BMC,  CMA,  AMB  se  trouveront  sans  cesse  déterminés  parles 
accroissements  g„,  g^,  gc  de  leurs  cosinus  à  partir  de  l'étal  primitif. 
De  plus,  après  les  déplacements,  les  longueurs  MI,  IJ,  JK-  auront 
éprouvé  les  trois  dilatations  d,„  i)/,,  àc',  en  sorte  que  les  nouvelles  coor- 
données, a',  b',  c',  du  point  K,  par  rapport  aux  axes  matériels 
mobiles  MA,  MB,  MC,  seront 

(3)  a'=a(i-hda)  b'—b{i-hôh),         c'=c(t  -^  Oc). 
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(^uand  on  aura  construit,  grâce  aux  trois  données  g^,  g^,  g^,  la 
nouvelle  figure  de  l'angle  trièdre  MABG  dont  les  arêtes  servent  sans 
cesse  d'axes,  les  formules  (3)  feront  donc  connaître,  pour  le  point 
matériel  quelconque  K  (de  la  particule)  à  coordonnées  primitives  a, 
b,  c,  ses  nouvelles  coordonnées  a',  b',  c',  qui  permettront  de  rattacher 
ce  point  au  trièdre  et,  par  suite,  de  se  représenter  la  configuration 
complète  du  corps  aux  environs  de  la  molécule  M. 

-i.  (Considérons  spécialement  les  points  (a,  />,  c)  de  la  particule  qui 
constituent,  avant  les  déplacements,  une  surface  matérielle  quel- 
contpie,  par  exemple,  une  nappe  dont  l'équation, /"(a,  b,c)  =  o,  soit 
algébrique  et  de  degré  /i.  Après  les  déplacements  ^,  rj,  '(,  cette  nappe 
aura  évidemment  pour  équation,  par  rapport  au  trièdre  de  référence 
MABC  pris  avec  sa  nouvelle  figure,  la  relation  que  donne 

/{a,  b,  c)  —  o 
par  la  substitution  à  a,  b,  c  de  leurs  valeurs  tirées  de  (3),  savoir 


La  nappe  transformée  est  donc  du  même  degré  que  la  nappe  primitive 
et  d'une  équation  peu  différente  (de  structure).  Ainsi,  les  défor- 
malions  subies  par  loule  surface  malcrleUe  algébrique  tracée  dans 
la  particule,  lui  laissent  son  degré  et  une  forme  analogue  à  la 
première. 

Supposons  maintenant  que  cette  surface  soit,  primilivcment,  l'ellip- 
soïde 
,  a-       b'-        c"^ 

ayant  trois  demi-diamètres  conjugués,  £,  î',  î",  suivant  les  libres 
(quelconques)  M/V,  MB,  MC  de  la  particule.  l*>lle  deviendra,  après 
les  déplacements, 

a'^  b"'-  c'- 


(■^) 


c-  (  I   +  da  )■  £'=(!+  (),,  Y  £--  (  I   -I-  d,)- 


Donc,  toute  particub'  ta/lb'e  en  forme  (V ellipsoïde  reste  ellip- 
soïdale; c{  ce  sonl,  dans  ses  états  successifs,  les  mêmes  fd>res  (pii 
constituent  ses  systèmes  de  diamètres  conjugués. 
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l'^n  cllcl,  on  pL'iil  choisir  coinnie  ôlat  priiiiilif  rriinpoile  quel  clat 
de  la  particule,  pour  passer  de  celui-là  à  tout  autre  ;  et  l'on  voit  que  les 
fibres  constituant  un  système  de  diamètres  conjugués  dans  le  premier 
en  constituent  également  un  dans  tous  les  autres. 


II.  —  Existence,  dans  la  particule,  d'un  trièdre  de  fibres 
principales  et  de  feuillets  principaux,  qui  reste  rec- 
tangulaire. 

5.  Mais  donnons  désormais  à  la  particule,  dans  l'état  primitif, 
la  forme  s[)liérique,  en  choisissant  s"  :=  £'=  s.Tous  ses  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués  seront  rectangulaires,  y  compris  celui  qui,  après  les 
déplacements  proposés  H,  y],  C,  devient  le  système  des  axes  de  l'ellip- 
soïde transformé  (5).  Donc,  le  système  particulier  de  fibres  rec- 
tangulaires qui,  dans  la  particule  spliérique,  fournit  après  défor- 
mation, les  axes  de  l'ellipsoïde,  constitue  un  trièdre  trirectangle, 
dont  la  figure  n'est  pas  altérée  par  cette  déformation. 

Nous  admettrons  qu'on  ait  j)récisément  choisi  ces  libres  pour  MA, 
MB,  MC;  et,  par  définition  même,  les  trois  glissements  mutuels  j^^, 
gi,,  ^'•^  seront  nuls,  chacune  des  trois,  MA,  ou  MB,  ou  MC,  étant  restée 
normale  auv  deux  autres  et  aussi,  par  suite,  au  feuillet  matériel  BMC, 
ou  CMA,  ou  AMD,  qui  lui  était  déjà  [)erpendiculaire  avant  les  dépla- 
cements. 

Il  existe  donc,  pour  toute  particule  (pii  suliil  nue  déformation 
déterminée,  trois  directions,  rectangulaires  entre  elles,  dites  direc- 
tions priucipales,  et  rien  que  trois,  généralement,  suivant  lesquelles 
les  fibres  de  la  particule  conservent  leur  normalité  aux  feuillets  ipii 
leur  étaient  })erpen(liciilaires  avant  la  déformation.  Par  suite,  celle-ci 
se  fait  .ymc'7r/y//(^?w«^/i/ de  part  et  d'autre  tles  feuillets  en  question, 
de  BMC,  par  exemple.  Car  si  l'on  admet,  pour  fixer  les  idées,  qu'on 
maintienne  le  feuillet  BMC-  dans  son  plan,  deux  points  matériels 
symétriques  Ket  K,  situés  de  part  et  d'autre,  on  dont  la  libre  de  jonc- 
tion K.IR,  était  perpendiculaire  au  feuillet  en  son  milieu  J,  se  dépla- 
ceront sans  cesser  d'être  symétriques,  leur  droite  de  jonction  K,IK, 
conservant  sa  normalité  an  feuillet  et  ses  deux  moitiés  K.l,  K,.l  se 
dilatant  (ou  se  coulraclaul)  narrilleiin'nt. 
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Ainsi,  la  déformation  de  la  particule  se  fait  toujours  symétrique- 
ment de  part  et  d'autre  de  trois  certains  feuillets  rectangulaires,  qu'on 
appellera  \c?,  plans  principaux,  et  qui  seront  ceux  s'interseclanl  sui- 
vant les  fibres  principales. 

6.  Il  était  inévitable  que  les  fibres  principales  émanées  de  M  consti- 
tuassent les  demi-axes  de  la  particule  d'abord  sphérique  et  devenue 
ellipsoïdale.  Car,  tandis  que,  dans  la  sphère,  toutes  les  fibres  émanées 
du  centre  étaient  normales  aux  feuillets  plans  menés  à  leurs  extrémités 
tangentiellement  à  la  particule,  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  seuls, 
d'^après  leur  définition  même,  offriront  cette  normalité  aux  feuillets 
plans  qui  leur  sont  sans  cesse  tangents,  et,  par  conséquent,  l'auront 
seuls  conservée  :  ce  qui  est  justement  la  propriété  caractéristique  des 
fibres  principales. 

De  plus,  un  tel  rayon  normal  à  l'ellipsoïde  se  distingue  des  autres, 
obliques,  en  ce  que  sa  différenlieltc,  obtenue  en  passant  de  lui  à  ses 
voisins,  est  nulle,  c'est-à-dire  d'un  ordre  de  petitesse  supérieur  à  celui 
du  déplacement  de  son  pied  sur  la  surface  ou  du  changement  corré- 
latif de  sa  direction.  Et  comme  ici,  l'inégalité  relative  des  rayons, 
tous  fibres  émanées  de  M,  est  due  uniquement  à  la  dilatation  linéaire  d 
qu'ils  ont  subie  dans  la  déformation,  il  en  résulte  que  les  fibres  prin- 
cipales différeront  de  fibres  quelconques  émanées  de  M  et  définies  res- 
pectivement par  leurs  cosinus  directeurs  primitifs  a,  [3,  y,  en  ce  (]u'on 
aura,  pour  elles  et  pour  elles  seules,  l'équation  dô  =  o,  où  t*  désigne 
la  dilatation  générale  des  fibres,  exprimée  en  fonction  de  a,  j3,  y,  et 
où  a,  |3,  Y  varieront  infiniment  peu  de  toutes  les  manières  possibles,  à 
partir  de  leurs  valeurs  relatives  à  la  fibre  principale  considérée  ('). 


(')  Le  changement  de  direction  et  la  dilatation  de  chaque  rayon  matériel 
émané  de. M,  dans  la  particule  sphérique  devenue  ellipsoïdale,  s'obtiennent 
aisément,  par  rapport  au  triédre  MABC  des  fibres  principales,  en  combinant 
deux  constructions  planes  basées  sur  les  formules  (3)  et  que  j'ai  fait  connaître 
dans  un  court  Mémoire  inséré  en  1877  au  Journal  de  Mulliéniatiques  pures  et 
appliquées  (Sur  la  construction  géométrique  des  pressions  que  supportent 
les  dit'ers  éléments  plans  se  croisant  en  un  même  point  d'un  corps  et  sur  celle 
des  déformations  qui  se  produisent  autour  d'un  tel  point;  t.  111,  p.  i47  à  i52). 
Ces  constructions  planes    rendent    immédiate,  par   exemple,  la    recherche  des 


Journ.  de  Math,.  (6'  série),  loriie  \I1I.   —   Fasc.  Il,  1912. 
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III.  —  Rotations  de  ce  trièdre  et  dilatations  principales 
de  la  particule. 

7.  Concevons  les  mouvements  elTeclifs  des  divers  points  de  la  par- 
ticule rapportés  à  des  axes  locaux  (jue  nous  appellerons  axes  des  /i, 
II,  /,  issus  du  point  mobile  M  et  constamment  parallèles  aux  axes 
'^ùnéraux ^xes  des  a:,  y,  z.  Par  rap|)ort  à  de  tels  axes  qu'entraîne  la 
translation  du  point  M  ou  delà  particule,  ces  mouvements  se  rédui- 
ront évidemment  :  i°  à  celui  de  déformalion,  censé  se  faire  de  part 
et  d'autre  des  trois  plans  principaux  BMC,  CMA,  AMB  inainteiuis, 
un  i/islanl,  fixes,  ou  propre  à  donner  ainsi  la  vraie  conjliniratloii 
nomclle  de  la  particule,  sans  se  compliquer  d'aucune  rotation  du 
trièdre  MAIJC  qui  a  ces  trois  plans  pour  faces;  et,  2"  à  une  rotation, 
autour  du  sommet  M,  de  la  figure  du  trièdre  (lié  à  la  particule),  rota- 
tion capable  d'amener  ensuite  les  trois  plans  principaux  dans  leurs 
directions  et  situations  définitives. 

Or,  X, y,  z  étant  les  coordonnées  primitives  et  ç,  ■/),  'i  les  déplace- 
ments de  M  par  rap|)ort  aux  axes  fixes,  x^,y^,z^  et  ^,,  y],,  l,  les 
coordonnées  et  déplacements  analogues  du  point  voisin  quelconque  K, 

/i— X|  — X,         k=Y^  —  y,         l  =  Zi—z         el         ti  —  ?•         f),  —  r,.        Ç,  — ? 

étant  aussi,  par  suite,  les  coordonnées  primitives  et  les  déplacements 
de  K  par  rapport  aux  axes  mobiles,  cherchons,  en  fonction  de  h,  k,  l, 
les  expressions  que  recevront  l,  —  ;,  y],  —  y],  ^,  —  C,  pendant  ces 
deux  mouvements  bien  distincts,  supposés  produits  l'un  ajirès  l'autre. 

8.  Donnons-nous  les  trois  dilatations  principales  (),,()■<,  à^  de  la 
particule,  ou  dilatations  respectives  des  trois  fibres  principales  MA, 
MB,  MC,  ainsi  (pic  leurs  cosinus  directeurs  (x,,  [3,,  y,),  (a^,  fji.,,  y.,), 
(aj,  [^3,  Y,)  par  rapport  aux  x,  y,  z  ou  aux  h,  k,  /,  cosinus  directeurs 
des  fibres  MA,  MB,  MC  elles-mêmes,  à  orientation  constante  durant 
la  déformation  supposée. 

rayons  les  plus  déviés  el,  par  suite,  celle  des  fibres  qui  éprouvent  dans  la  défor- 
mation les  plus  grands  glissements  relatifs,  ou  dont  les  angles  mutuels  changent 
le  plus. 
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Entre  les  deux  systèmes  de  coordonnées  primitives  a,  b,  c  et  h,  A ,  /, 
nous  aurons  évidemment  les  relations 

fl  =  a,A -H  3,/:-l-7i/.         b  ^^y-^li  ~ . .  ..         c  =z  x^/i  -h  .  .  . . 

D'autre  part,  des  relations  analogues  existent  entre  les  déplacements 
corrélatifs  à  la  déformation,  que  nous  appelons  :,  —^,'q,  —  q,  ç,  —  "Ç 
suivant  les  /i,  k,  l  et  qui,  d'après  (3),  se  réduisent,  suivant  les  a,  b,  c, 
à  (^„a,  di,b^  d^c  ou  à  ^^a,  d^b,  d^c.  Ces  relations  sont 

t_t  —  l  =  oc,d,a  +  x,dib  +  iX)diC.     y),— n  =  3,  dicr-f-.  .  ..     T,  — ;  =  y,  (^,0  +  .... 

Remplaçons,  dans  celles-ci,  a,  b,  c  par  leurs  valeurs  précédentes 
en  h,  k,  /;  et,  si  nous  posons,  pour  abréger, 

Kz=za]di-^(x\dt-h(xlà3,  B  =  ^\d,-i- C  =  -/]di-h. . ., 


^    ^  ^  D  =  (3,-/,<>,  +  i3,y.<J,+ (33  73^3,       E  =  y,of,d,  +  .  ■  ••       F  =  a,(3,(J,+ 

il  viendra 

(7)  ^,-;  =  AA  +  FA-4-E/,    Y!,  — ri=:F/(-HBA--v-E/,    Ç,— ;  =  E/( +  D/:-i-C/('). 

9.  Tels  sont  les  déplacements  partiels  que  produit  suivant  les  h,  k,  l 
la  déformation  ^«/'e,  abstraction  faite  du  changement  d'orientation 
qu'éprouve  le  Irièdre  MABC  des  fibres  principales.  Il  n'y  a  donc  plus, 
pour  avoir  les  déplacements  totaux  ^|  —  ?,  y],  —  Y],  !^,  —  ï,,  qu'à  y 
joindre  ceux  qu'engendre  la  rotation  effective  de  ce  trièdre,  censée  se 
faire  une  fois  qu'est  produite  la  nouvelle  configuration  de  la  particule. 

Evaluons  ces  derniers  déplacements  partiels,  dans  Thypothèse  babi- 

(')  Jusqu'ici  nos  démonstrations  et  nos  formules  n'ont  nullement  supposé 
petits  ni  les  déplacements,  ni  les  déformations;  elles  s'appliqueront  donc 
quelque  grandes  que  soient  les  neuf  dérivées  partielles  de  ;.  r/,  Ç  en  x,y,  c, 
pourvu  loulefois,  d'après  les  relations  (7)  comparées  à  (i),  que  ces  dérivées  se 
réduisent  à  six  distinctes.  A,  B,  G,  D,  E,  F,  ou  qu'elles  donnent,  dans  la  par- 
ticule, 

dn  _  dZ     d^  _dl    dl_  dfi 

dz       dy    dx       dz    dy       dx  ' 

ce  qui  implique,  comme  on  voit,  déformation  pure,  sans  mélange  de  rotation. 
Mais,  à  partir  du  numéro  suivant,  nos  calculs  deviendront  seulement  approchés, 
et  supposeront  négligeables  les  carrés  et  produits  de  ces  neuf  dérivées  par- 
tielles (censées  alors  toutes  distinctes)  à  côté  de  leurs  premières  puissances.  On 
sait  d'ailleurs  que  la  thécjrie  classique  se  borne  à  ce  cas. 
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tuelle  que  la  rotation  soit  petite  et  que  la  déformation  elle-même 
de  la  particule  se  soit  trouvée  assez  faible  pour  n'avoir  apporté 
aux  coordonnées  primitives  h,  k,  l  que  de  très  petites  altérations 
relatives  ;,  —  ;,  yj,  —  yj,  ^,  —  "C.  Soient  alors  w^.,  co^,  w.  les  trois  com- 
posantes, suivant  les  a;,  jK,  -  ou  suivant  les  //,  A,'/,  de  la  petite  rotation 
cfTeclive  il  'du  trièdre  des  fibres  principales  autour  de  leur  point  M  de 
croisement.  On  sait  que  les  accroissements  respectifs  qui  en  résul- 
teront, pour  les  trois  coordonnées  du  point  quelconque  K  (h,  k,  l)  de 
la  particule,  seront 

(8)  COy/ —  (i>./\\  O./t  —  f<lj-/,  Wx/'   — (0,  /'. 

Ceux-ci  s'ajoutent  donc  à  (7)  pour  donner,  comme  déplacements 
totaux  cherchés,  relatifs  aux  axes  mobiles  des  //,  A,  /à  orientation 
fixe, 

i  t,  -  ^  =  A  /j  +  (  F  -  co;)  A-  +  (  !•:  +  wj.)  /, 

(9)  r),-vi  =  (F4-w,)/(-+-BA +(D— (,.^.)/, 
I  Ç,  —  Ç  =(R;  — cov)//'+(D  +Ux)/^-4-C/. 

Ils  sont  les  excédents  h'  —  h,  k'  —  k,  I  —  l  des  nouvelles  coor- 
données des  points  de  la  particule,  après  les  déplacements,  sur  les 
coordonnées  primitives //,  />,  /;  en  sorte  qu'ils  égalent  identiquement 
les  derniers  membres  des  formules  (i)  diminués  respectivement  de 
/i.  A", /.  Or  leur  identification  à  ceux-ci  donne,  comme  valeurs  des 
neuf  dérivées  partielles  de  ^,  yj,  C  en  x,  y,  z  au  centre  M  de  la  par- 
ticule : 


(10) 


d.r 

dy 

—  W;, 

S  =  ^ 

du        „ 

-7—  =  ''    -1-  «:' 
dx 

^=B, 
dy 

dz 

d^       r 

dx                  ■' 

dy 

4-(.>j-, 

1h  =  - 

10.  Ces  relations  reviennent  à  poser  : 


(M) 


dx          ' 

'é  =  -^ 

du  ^  dK 
(/;        dy 

f/?        dt          „ 
dx        dz 

|-£=^^ 

du        d: 
dz        dy 

dK        di 
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Considérons  d'abord  les  trois  dernières  formules  (i  i),  parce  que 
leur  interprétalion  est  immédiate.  Elles  signifient  que  les  demi-diffé- 
rences, bien  connues, 

,     ^  l(^_'Èl\      l(^^^\      L(±L^^\ 

appelées  par  Cauchy  rotaUons  moyerirws,  peuvent  être  nommées 
simplement  les  rolalions  dr  la  particule  {x^y,  z)  du  corps;  car  ce  sont 
bien  de  vraies  rotations,  des  mouvements  d'ensemble,  autour  de  M, 
d'une  figure  à  trois  dimensions  appartenant  à  la  particule;  savoir,,  les 
rotations  effectives  co^.,  co_, ,  m.  du  trièdre  géomêlrique  des  fibres  prin- 
cipales, qui  a  constitué,  en  quelque  sorte,  la  charpente  idéale  de  la 
particule,  ou  comme  une  substruction  résistante  formée  de  plans  de 
symétrie  et  cachée  sous  la  matière,  substruction  ou  charpente  dont  la 
déformation  de  celle-ci  a  respecté  intégralement  les  angles  et  la 
figure  ('). 

11.  Passons  maintenant  aux  six  premières  formules  (i  i). 

Définissons  la  déformation  de  la  particule  par  le  moyen  des  six 
dilatations  ou  glissements,  que  nous  appellerons  d^,  ày,  0.,  g^,  g^,  g^, 
'de  trois  fibres,  MX,  MY,  MZ,  sensiblement  parallèles  aux  axes  géné- 
raux des  x,y,  z  :  nous  les  nommerons  les  six  déformations  princi- 
pales relatives  aux  x,  y,  z.  Pour  fixer  les  idées  (sans  rien  changer 
d'ailleurs  aux  résultats  approchés  cherchés  ici),  supposons  ces  fibres 
de  la  particule  rigoureusement  parallèles  aux  x,y,  z  dans  l'état  pri- 
mitif, ou  définies  par  les  valeurs  respectives  (i,o,o),  (o,  i,o), 
(0,0,  i)  des  cosinus  directeurs  a,  p,  y  ;  et  cherchons,  avec  leurs  petites 
dilatations  ù^,  ô^.,  à.,  les  variations,  censées  également  petites,  de 
leurs  cosinus  directeurs. 

A  cet  effet,  dégageons  d'abord  des  formules  (2)  les  expressions 
générales  approchées  de  la  petite  dilatation  ô  d'une  fibre  quelconque  et 
de  SCS  nouveaux  cosinus  directeurs  a',  fl',  7'.  H  suffira,  pour  avoir  <), 
d'ajouter  ces  trois  équations  (2),  multipliées  préalablement  par  a', 

(')  Quant  au  même  trièdre,  mais  physique,  ou  à  faces  et  arêtes  matérialisées 
dans  \&s  feuillets  principaux  et  \es/ibres  principales,  il  a  éprouvé  les  trois  dila- 
tations Oi,  4)2,  di- 
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^' ,  Yi  ]>iiis  d'observer  :  d'une  pari,  que  le  cosinus  aa'-i-  ^3'-4-  yy'  du  pclil 
angle  des  deux  direclions  primitive  et  finale  d'une  même  fibre  se  con- 
fond 1res  sensiblement  avec  son  maximum  i;  d'autre  part  que,  dans 
les  termes  du  second  membre  où  figurent  les  neuf  petites  dérivées  de 
;,  Y),  C  en  x,y,  z,  les  facteurs  a',  j3',  y'  sont  réductibles  à  a,  p,  y. 
Après  quoi,  d  étant  connu,  les  quotients  des  formules  (2)  par  i  4-  J, 
ou  leurs  produits  par  i  —  â  avec  suppression  des  termes  non  linéaires, 
donneront  a',  p',  y'.  On  trouve  ainsi  : 

(.3)  ,=§-.^ 


dn  r,.,       dt    ,       fdri        dt,\. 

-dj-^-^Tz-r+{Tz-^d-ypy 

l  dX,        di\            l  dl        dr)\     . 

dl    r,              ffl                    Q,            dl\                                           . 

-7^3  H- -7^ y.      P'= -—a -)-....     y'  = 
dy  '         dz'        '          dx                    ' 

(.4)  «'=(.- ^ -H  i 

Or,   l'application   de  la  formule  (i3)  aux   trois  fibres  MX,  MY, 
MZ  donne  d'abord 

/  r^                              ^        dl                    dn  -,       d!^ 

ilx               -        dy  dz 

El  il  résulte  ensuite  des   formules  (l'i),  pour   les  nouveaux  cosinus 
directeurs,  par  exemple,  de  M\  et  MZ,  • 

dl         d^\        /  dl    dfj 


dy      ''  dy )'      \dz'  dz' 

Le  cosinus  du  nouvel  angle  \MZ,  somme  des  produits  deux  à  deux 

1  -1  -11  dri        dt       ,  , 

de  ceux-ci,  est  donc  seiisil)lemenl -; — l — r-,  alors  nue   le    cosinus  pri- 
'  d:         dy  '  ' 

milif  était  nul.  I/augnienlation   de    ce  cosinus  conslituanl  le  glisse- 
ment i(j.,  auquel  ^^.  et  ^'■.  seront  analogues,  on  aura  donc 

.  _dn        dl,  __  dl,         de  _  dl         du 

^"''  "^"-TTz^dJ''        ^^-TÛ'^Tz'        ^-■'-dj''^drr' 

Ainsi,  les  six  premières  formules  (11)  expriment  que  les  trois  dila- 
tations linéaires  (J^,  <?,,  (i-,    relatives  aux   axes  coordonnés,  et  les  trois 

demi-glisseinenls  corrélatifs  7  ^'a-,  7  gy,  -g-,  sont  précisément  les  six 

quantités  A,  B,  C,  1),  M,  F,   (|uc  les  formules  ((>)  rallachenl  d'une 
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manière  simple  aux  trois  dilatations  principales  0,,  0^,  O^el  à  leurs 
cosinus  directeurs  par  rapport  aux  J',/,  z. 

12.  La  voie  géométrique  principalement  suivie  ici  nous  a  donc  fait 
connaître  les  six  déformations  élémentaires  d^,  t),,  0^,  g^,  g^.,  g^  en 
fonction  des  trois  dilatations  principales  d,^  d.,,  Ô3,  censées  données  en 
grandeur  et  en  direction.  Or,  il  y  a  lieu,  le  plus  souvent,  de  faire  l'in- 
verse, c'est-à-dire  de  chercher  les  dilatations  principales  et  leurs 
cosinus  directeurs,  étant  donnés  les  dilatations  A,  B,  C  relatives  aux 
a;,  y,  z  et  les  dcmi-glisscments  corrélatifs  D,  E,  F.  Terminons  ce 
travail  en  rappelant  la  marche  à  suivre  pour  cela,  d'après  le  n°  6. 

On  a  vu,  à  la  lin  de  ce  n"  6,  qu'il  faudra  d'abord  former  l'expression 
générale  de  la  dilatation  d  des  libres  émanées  du  centre  M  de  la  par- 
ticule, puis,  égaler  à  zéro  sa  différentielle  totale  en  a,  [3,  y  pour  tous 
les  rapports  mutuels  possibles  de  <^a,  d^,  dy.  La  formule  (i  3)  revient, 
vu  les  six  premières  (i  1),  à 

(17)  c)  =  A5!'-+B(32  4-Cy^-+-2DPy +  2E'/a  +  2Fa;3; 

d'où  il  résulte,  pour  les  demi-dérivées  partielles  de  0  en  a,  [3,  y, 

(18)  Aa-t-F(3  4-Ey,  Fa  +  B|3-t-Dy,         Ea+D;3  +  C-/. 

Or,  comme  la  relation  a-  +  p-  +  y-  =  i  donne  toujours 

<xdx  -h  ^  d^  -t-  y  dy  ^=  o, 

l'annulation  identique  de  la  différentielle  totale  de  (J^  à  partir  de  la 
direction  (a,  [3,  y)  d'une  fibre  principale,  équivaut  à  écrire  l'égalité  des 
trois  rapports  des  demi-dérivées  partielles  (1  8)  à  a,  p,  y.  Un  quatrième 
rapport  égal  s'obtient  en  multipliant  ceux-ci,  haut  cl  bas,  par  a,  ['i,  y 
et  ajoutant  terme  à  terme;  ce  qui,  vu  (17),  donne  simplement*). 
Enfin,  l'égalité  ko  des  trois  premiers  rapports  conduit  à  écrire,  en  a, 
[3,  y,  les  trois  équations  du  premier  degré,  homogènes, 

1        (()  — A)a  — F(3  — Ey  =  o, 

(19)  I    -Fa-)-(fJ-B)[3 -Dy  =  o, 
f   —\ly.—  D;3  +(,)  —  C)y  =  n. 

La  compatil)ililé  de  celles-ci  exigeant  ranuulation   de  leui'  délcrmi- 
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nant,  il  vient,  pour  calculer  les  trois  dilatations  principales  cher- 
chées df,  i).,,  â^,  l'équation  en  à  du  troisième  degré 

(20)  {<)~X)(d  —  B){d-C)  —  D''-(d—A)  —  E'{d-B)  —  F'{à-C)^-îDKÏ-=o. 

La  résolution  de  celte  équation,  qu'on  sait,  par  avance,  avoir  ses 
trois  racines  réelles,  fera  donc  connaître  les  trois  dilatations  princi- 
pales <),,  (?2,  <^ii  après  quoi,  deux  d«s  trois  équations  (19)  dévenues 
ainsi 'co^mpatibles  détermineront  les  rapports  mutuels  de  a,  p,  y  et, 
par' suite',  là  direction  (a,  [i,  y)  de  la  fibre  principale  qui  éprouve  la 
dilatation  consi-dérée.  On  sait  déjà  que  ces  trois  directions,  (a,,  [3,,  y,), 
(*a>  ^2»  Yi)»  (*3)  [^.n  Y^i)'  seront  mutuellement  rectang-ulaircs. 

Le  problème  actuel,  bien  moins  simple  <jue  son  inverse  traité  pré- 
cédemment, exige  donc  la  résolution  de  Téquation  du  troisième 
degré  (20). 

13.  Le  premier  membre  de  celle-ci,  (20),  ordonné  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  0,  c'est-à-dire  mis  sous  la  forme 

(J»_  (  A  -h  B  -h  C)(^'+  (BG  H-  CA  -t-  AB  -  D'—  K-—F-)() 

—  (ABG-D'A  — E'B  — F-C  +  aDEF), 

est,  comme  on  sait,  identicjuc   au   produit  (d  —  d,)  (d  —  d.^)  (d  —  d,), 

ou  à 

d'-{d,  +  d^-^d3)0'-i-{d,d,  +  d,d,-hd,d,)d  —  d,d^d,; 

ce  qui  donne,  entre  les  trois  dilatations  principales  d,,  d.,,  <),,  de  la  par- 
ticule et  les  six  déformations  élémentaires  d^,  dy,  d-,  ^^,  if,,  ^-,  ou  A, 
B,  C,  2D,  2K,  2  F,  relatives  à  des  x^y.,  "  rectangulaires  quelconques, 
les  trois  relations,  respectivement  des  premier,  deuxième  cl  troisième 

degrés  : 

1  ,)^  +  o^+d,=  K  +  V,-^C., 

(21)  )  d. d,  -H  d,d,  4-  (J,  di=  BC  H-  GA    h  Ai5  -  D- —  VJ  —  F^ 
I  <i,  (J,  da  r=-.  A  BG  -  D=  A  —  E=  B  —  I'» G  h-  2  DEF. 

Les  seconds  membres  de  ces  relations  sont  donc,  dans  la  particule, 
des  mra/7'rt«/.y  de  la  déformation,  c'est-à-dire  des  expressions  indé- 
pendantes des  ./;,  y,  r  choisis.  Le  premier  de  ces  invariants  exprime, 
comme  on  sait,  la  (lilalntion   <iil>iqn('  de   la  parlicide.  Le  second,  du 
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deuxième  degré,  est  aussi  très  iinportanl,  de  même  que  celui-ci,  égale- 
ment du  second  degré,  qui  résulte  de  sa  combinaison  avec  le  premier, 

(  22  )    f)]-i-dl-hôl  =  ((l,-h  d.  +  d,  )'—  ■>.  (d^<),+  d,d,  -h  à, à,) 

=  (.\  +  B-I-C)'— 2(BC  +  CA  +  AB-  D^— E-^— FM 
=  A2+B'  +  C'+2(D2-+-  FJ-f  FM. 

On  les  vérifie,  du  reste,  en  y  remplaçant  A,  B,  C,  D,  E,  F  par  leurs 
valeurs  (6)  en  fonction  des  dilatations  principales,  et  en  constatant 
alors  que  les  neuf  cosinus  directeurs  de  celles-ci  s'éliminent  à  raison 
des  six  relations  dues,  entre  eux,  à  la  rectangularité  des  deux  systèmes 
d'axes. 

Il  y  a  lieu  de  joindre  aux  invariants  du  deuxième  degré  ci-dessus,  un 
invariant  évident,  du  même  degré,  concernant,  non  plus  la  défor- 
nialion  de  la  particule,  mais  sa   rotation  il  :  c'est  la  somme  de  carrés 

(23)  £2''=foJ-hw^=..,_(,,|. 

Enfin,  si  l'on  ajoute  le  double  de  celui-ci  au  précédent  (22),  en 
remplaçant  A,  B,  C,  D,  E,  F,  w^,  co^,  w.  par  leurs  valeurs  tirées 
de  (i  i),  il  vient  l'invariant  mixte  assez  intéressant,  toujours  du  second 
degré, 

(24)  <)î-..|.-..^2.Q^=g  +  |;+^, 


dr,-' 

drr- 

du'' 

dK- 

dç- 

d:-^ 



-+- 



+ 

+ 

H- 

-t- 

— '— 

dx^ 

rf)-2 

dz- 

dx^ 

dv- 

dz' 

IV.  —  Cas  particulier  des  grandes  déformations  que  n'accompagne 
aucune  rotation  de  la  particule. 

l  i'.  Il  est  intéressant  de  voir  la  signitication  simple  que  prennent, 
en  toute  rigueur,  les  trois  directions  rectangulaires  (a,  ^,7),  définies 
par  les  équations  (19),  ainsi  que  les  racines  d  correspondantes  de 
l'équation  (20),  dans  le  cas  particulier  de  déformations  de  la  parti- 
cule aussi  grandes  qu'on  voudra,  mais  produites  de  manière  que  les 
dérivées  premières  en  ./;,  y»  -  des  déplacements  ^,  -/i,  Z,  vérifient,  dans 
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cette  particule,  la  triple  égalité 

,  df]  f/C  'K  _  (/■  d-  df) 

Alors,  en  appelant  respeclivcmenl  D,  E,  F  ces  six  dérivées  obliques, 

égales  deux  à  deux,  et  A,   H,  (^  les   trois  dérivées  directes ^,  -^, 

"  >  ?       '  (ix    dy 

jy  •' 

-j-_->  il  y  ;i  l>ien  toujours,  comme  solutions  (a.  [i,  y)  du   système  (20) 

et  (19),  trois  directions  rectanj^ulaires,  savoir,  celles  des  axes  de  la 
surface  du  second  désiré  à  centre  dont  l'équation  est 

A.r'-H  By'  -)-  C  3-  -i-  2  Dyc  +  aE^.r  +  aF.t-r  :=  const. 

Or,  d'autre  part,  les  équations  (2)  (p.  2i3),  qui  déterminent  les 
nouveaux  cosinus  directeurs  (a',  [i',  y)  et  la  dilatation  d  d'une  fibre 
ipu'lconque,  deviennent 

(26)  (n-<^)3!'=a-4-(Aa-+-F;3-i-E7),     (n-())p'=:  (3 -+-....     (i-+-d)y'— y-h.  .  .; 

et  si,  pour  ne  rien  préjuger  sur  la  signification  physique  (dans  la  ques- 
tion) des  racines  d  de  (20)  qui  rendent  compatible  le  système  ('9); 
on  désigne  provisoirement  ces  racines  par  p,  les  équations  (26) 
prennent,  vu  (19),  la  forme 

(27)  (l-+-(»a'r={.H     p)a,  (l-Hf))P'=(.+p);3,  (,-H,J)-/=(,  +  p)y, 

où,  11"  binôme  i  -1-  ()  élant  positif,  a',  ^  ,  y'  ont  respectivement  mêmes 
signes  et,  entre  eux,  mêmes  rajipoiMs  ([ue  (1  -f-p)a,  (1  +  p  )[il,  (i-l-  p)y. 

\\\.  11  en  résullr  la  pro|)orlioniialité  de  a',  [i',  y'  à  x,  [il,  y.  Donc, 
dans  la  particule,  chacune  des  trois  fibres  rectangulaires  MA,  MB,  MC 
orientées  suivant  les  trois  directions  (a,,  [3,, y,),  (a»,  jîo, y./),  («3,^37  7.1)7 
a  gardé  sa  direction  ou  pris  la  direction  coulraire.  Or,  il  est  im|)os- 
sible  qu'une  seule  des  trois  ait  renversé  sa  direction;  car  cette  libre 
aurait  alors  percé  le  feuillet  déterminé  par  le  plan  des  deux  autres. 
D'ailleurs,  dans  le  cas  où  deux  libres  auiaient  renversé  leurs  direc- 
tions, une  rotation  d'une  demi-circonférence  autour  de  la  troisième, 
rotation  (jii'on  peut  sup|iosri'  i-IVectuée  par  la  piii  licule,  amènerait  ces 
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deux  fibres  dans  leurs  directions  premières;  et,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  voir,  il  n'est  pas  possible  que  la  troisième  fibre  se  trouve  alors  ren- 
versée. Donc,  en  résumé,  si  l'on  fait  tout  au  plus  abstraction  d'une 
rotation  de  180",  on  aura  a' =  a,  ^'^  [3,  y'  =  y,  et  les  formules  (27) 
donneront  alors  p  =  0. 

Ainsi,  dans  une  particule  où  les  neuf  dérivées  partielles  de  ^,  y),  'C 
en  X,  y,  -  se  trouvent  réduites  à  six  distinctes  par  la  triple  égalité  (25), 
les  équations  (19)  font  connaître  trois  fibres  rectangulaires  qui  gar- 
dent leurs  directions,  malgré  les  déplacements  opérés,  si  grands  qu'ils 
soient;  et,  |)our  chacune  d'elles,  la  racine  correspondante  d  de  l'équa- 
tion (20)  exprime  la  dilatation  linéaire  subie.  Les  équations  (20) 
et  (19)  déterminent  donc  alors  rigoureusement,  en  grandeur  et  en 
direction,  les  trois  dilatations  principales,  quelque  grands  que  soient 
déplacements  et  déformations. 

En  joignant  ce  résultat  à  celui  qu'exprimaient,  au  n°  8,  les  for- 
mules (7),  on  voit  que  les  trois  relations  (aS)  caractérisent  parfai- 
tement le  fait  d'une  déformation  pure,  sans  mélange  de  rotations. 

Il  résultera  d'ailleurs,  évidemment,  des  équations(i9)et  (20),  pour 
les  fortes  déformations  .ya/i's /'o/aZ/ort,  l'existence  des  invariants  (21), 
(22)  et  (24),  dans  tous  les  systèmes  d'axes  rectangulaires  des  x,  y,  z. 

A  ce  propos,  on  remarquera  que  la  dilatation  cubique,  accroisse- 
ment de  volume  d'une  particule  par  unité  de  son  volume  primitif,  peut 
être  obtenue  au  moyen  d'un  parallélépipède  taillé,  dans  la  particule, 
suivant  les  trois  feuillets  principaux  BMC,  CMA,  AMB,  et  qu'elle 
admet,  par  suite,  l'expression 

{i  +  di)(i  +  <),)  (1  ^()3)  —  i  =  (()^  +  ()2+à,)-h{ d,d, -i-d,û,-h  à, â,)  +  (à, ô^ à-,). 
Elle  sera  donc  la  somme  algébrique  des  trois  invariants  (21)  (  '  ). 

(  '  )  Le  |)réseiil  Mémoire  a  été  résumé  dans  une  Noie  insérée  aux  Comptes 
rendus  (l.  loi,   i5  avril  1912,  p.  949). 
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Su/-  1(1  projxigation   des  ondes   dans   les   membranes 
flexibles  ; 

Par    Louis    ROY. 


INTRODUCTION. 

Une  membrane  parfaitement  flexible  est  une  surface  matérielle 
d'épaisseur  infiniment  petite,  qu'on  suppose  capable  d'éprouver  toutes 
les  déformations  qui  n'altèrent  pas  sa  continuité.  Si  l'on  considère  en 
un  point  de  cette  surface  un  élément  d'aire  f/S,  cet  élément  aura  une 
masse  p^/S,  p  désignant,  par  définition,  la  densité  superficielle  de  la 
membrane  au  point  considéré. 

Si  la  membrane  est  partout  de  même  nature,  ce  que  nous  suppose- 
rons, l'état  physique  d'un  élément  de  la  membrane  sera  uniquement 
défini  parla  densité  superficielle  p  de  l'élément,  par  sa  température 
absolue  T  et  son  aire  rfS;  la  position  relative  des  divers  éléments  qui 
constituent  la  membrane  est  supposée  ne  pas  intervenir  dans  la  défi- 
nition de  chacun  d'eux. 

Dans  ces  conditions,  la  membrane  admettra  un  potentiel  thermo- 
dynamique interne  <I>  qui  sera  de  la  forme 


^=  I  o{p. 


T)(/S. 


l'intégration  s'étendant  à  la  surface  entière  de  la  membrane  et  o  dési- 
gnant une  fonction  continue  des  deux  seules  variables  z,  T  mises  en 
évidence. 

Les  forces  extérieures  qui  peuvent  être  appliquées  à  la  membrane 
seront  de  deux  sortes  : 

I"  Chaque   élément   linéaire,   de    longueur  r/.y,   du  contour  de  la 
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membrane  sera  soiiiiiis  à  une  force  donl  les  composâmes,  suivant  les 
axes  de  coordonnées  ox,  oy,  oz  seront  désignées  par 

2"  Chaque  élément  superficiel,  d'aire  d'è,  de  la  membrane,  sera 
soumis  à  une  force  dont  les  composantes  suivant  les  mêmes  axes  seront 
désitfnées  par 

P(X.Y.  Z)r/S. 

Tel  est  le  point  de  dépari  qui  nous  servira  à  former  les  écpiations 
générales  du  mouvement  el  de  ré(|uilil)re  des  meml)ranes. 

La  recherche  des  conditions  d"é(|uilibre  des  membranes  date  de 
Lagrange,  qui  a  indiqué  sommairement,  comment  ces  conditions 
pouvaient  être  établies  (').  Celle  théorie  fui  reprise  plus  tard  j)ar 
Poisson  (-),  puis  par  Lamé  (•''),  el  enfin  par  M.  Duhem  ('),  qui  lui  a 
donné  une  forme  entièrenienl  satisfaisante  en  parlant  des  princi[)es 
de  la  Thermod\  nami(iue  générale.  Tous  ces  auteurs  se  sont  bornés 
à  considérer  une  membrane  de  température  uniforme. 

Quant  aux  équations  du  mouvement,  elles  n'ont  été  établies, 
jusqu'ici,  à  noire  connaissance,  que  dans  le  cas  extrêmement  parti- 
culier des  petits  mouvements  d'une  membrane  plane  uniformément 
tendue,  dénuée  de  viscosité  et  de  température  uniforme  el  conslanle. 
L'équalion  du  mouvement  transversal  a  été  obtenue  la  première, 
d'abord  par  Kuler  (^),  au  moyen  de  considérations  peu  rigoureuses; 
ensuite,  par  Lagrangc  el  Poisson. 

Les  équations  du  mouvement  langenliel  n'ont  été  trouvées  que  plus 
tard,  d'abord  par  Poisson,  ensuite  par  Lamé.  Mais  ces  deux  derniers 
géomètres,  par  ce  fait  même  qu'ils  déduisaient  les  équations  des  mem- 

(')  La(;hange,  Mécanique  analytique,  édition  iS53,  i"'  Partie,  t.  I,  section  \', 
Gh.  III,  §  II. 

(')  Poisson,  Mémoire  sur  les  surfaces  élastiques,  lu  à  l'Académie  des  Sciences 
le  1'''  août  1814. 

(^)  Lamé,  Leçons  sur  la  théorie  niat/iéniati(/ue  de  l'élasticité  des  corps 
solides,  neuvième  leçon. 

(')  P.  DuiiEM.  HydrodyiKiniiijuc,  /■Jtasticilé,  Acoustique,  t.  II.  I,i\ .  III, 
Cil.  V,  p.  78. 

('')  L.  ICuLLit,  .Voit'  Coinmcntarii  Acadeniiœ  Petrojiolita/ia',  t.  \.  ]>.   >.'{-. 
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bi'iines  de  celles  des  plaques  élastiques,  transporlaienl  dans  la  tliéorie 
des  membranes  le  désaccord  qui  les  séparait  dans  la  théorie  de  l'élas- 
ticité relativement  aux  deux  coeflicients  X  et  [/..  Et,  en  effet,  les  équa- 
tions du  mouvement  tangentiel  qu'ils  ont  données  l'un  et  l'autre 
diffèrent  par  la  valeur  des  coefficients.  Enfin,  M.  Duhem,  partant  de 
la  définition  précise  de  la  membrane  que  nous  avons  reproduite  en 
commençant,  et  d'après  laquelle  une  membrane  apparaît  comme  un 
fluide  à  deux  dimensions  dont  la  continuité  ne  peut  être  altérée,  a 
donné  à  ces  équations  leur  forme  définitive  (').  Celle-ci  a  été  adoptée, 
depuis,  par  tous  les  géomètres  qui  se  sont  proposés  d'étudier  les  pro- 
priétés analytiques  des  équations  des  petits  mouvements  d'une  mem- 
brane plane. 

Mais,  comme  nous  l'avons  dit,  ces  équations  supposent  en  particu- 
lier la  température  uniforme  et  constante  et  la  viscosité  nulle.  Or,  si 
le  fait  de  négliger  les  variations  de  température  est  une  hypothèse 
simplificatrice,  qui  n'a  pas  plus  d'importance  restrictive  dans  le  cas 
actuel  que  dans  le  cas  des  fluides,  il  en  est  tout  autrement  de  l'hypo- 
thèse qui  consiste  à  supposer  la  membrane  dénuée  de  viscosité. 

Il  existe  en  effet,  dans  la  nature,  des  fluides,  tels  que  les  gaz  et  les 
liquides  très  mobiles,  dont  le  fluide  parfait  de  l'Hydrodynamique 
constitue  une  image  suffisamment  approchée,  tandis  qu'au  contraire 
toutes  les  membranes  connues  présentent  une  viscosité  considérable, 
qu'on  reconnaît  très  bien  à  l'amortissement  prononcé  qu'éprouvent 
les  mouvements  qui  font  varier  la  densité  ;  et  cette  viscosité  existe 
même  pour  celles  qui  se  rapproclient  le  plus  de  la  mendjrane  idéale 
parfaitement  flexible  comme  la  membrane  de  caoutchouc.  L'étude 
des  mouvements  où  la  viscosité  intervient,  faite  en  partant  d'équa- 
tions qui  la  négligent,  ne  peut  donc  même  pas  fournir  des  résultats  de 
première  approximation;  et  c'est  ce  qui  arrive  précisément  pour  les 
équations  du  mouvement  tangentiel. 

Ainsi,  l'étude  du  mouvement  des  membranes  est  incontestablement 
moins  avancée  que  celle  du  mouvement  des  fluides.  On  sait,  en  effet, 
(jue  les  géomètres  ont  abordé  de^juis  longtemps,  en  Hydrodynamique, 
l'étude  des  mouvements  finis  et  rechi.'rché  l'influence  de  la  viscosité 
et   des   variations    de    température.    Les    équations    les   plus    géné- 

(')  ]'.  Duhem,  loc.  cit..  \>.  i36. 
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raies  obtenues  dans  ce  domaine  ont  été  données  récemment  par 
M.  Duhem  ('),  qui  a  proposé  une  théorie  de  la  viscosité  dont  les 
formules  renferment,  comme  cas  particulier,  celles  qu'avaient  pro- 
posées .Xavier,  Cauchy,  Barré  de  Saint- Venant  et  Stokes.  De  plus, 
M.  Duhem  a  étendu  aux  iluidcs  réels  la  théorie  de  la  propagation 
des  ondes,  ébauchée  par  Hugoniot  (-),  précisée  et  développée  par 
M.  Hadamard  (')  dans  le  cas  des  fluides  parfaits;  et  l'on  sait  que 
celte  théorie,  jointe  à  celle  des  tourbillons,  représente  le  progrès  le 
plus  important  fait  par  l'Hydrodynamique  moderne. 

Nous  nous  sommes  proposé,  dans  le  présent  Mémoire,  le  même 
but  que  M.  Duhem  en  Hydrodynamique,  en  prenant  également  comme 
base  les  principes  de  la  Thermodynamique  générale.  Il  nous  fallait 
tout  d'abord  obtenir  les  équations  générales  du  mouvement  des  mem- 
branes, en  tenant  compte  de  la  viscosité  et  des  variations  de  tempéra- 
ture. C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  Chapitre  I,  où  nous  avons 
traité  de  la  viscosité  dans  les  membranes,  en  nous  inspirant  de  la 
théorie  générale  de  la  viscosité  donnée  par  M.  Duhem  ('). 

Les  Chapitres  suivants  sont  exclusivement  consacrés  à  la  théorie  de 
la  propagation  des  ondes.  Bien  des  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenu  ont  leurs  analogues  en  Hydrodynamique  ;  c'est  ce  qui  arrive 
chaque  fois  que  la  membrane  admet  un  plan  tangent  unique  en 
chaque  point  de  l'onde  et  que  le  vecteur  discontinuité  se  trouve  dans 
ce  plan.  Mais,  si  ce  vecteur  n'est  pas  contenu  dans  le  plan  langent,  les 
résultats  auxquels  on  parvient  sont  spéciaux  aux  membranes,  (^ela 
tient  à  ce  qu'en  Hydrodynamique  on  étudie  le  mouvement  d'un  uiilieu 
continu  à  trois  dimensions  dans  un  espace  à  trois  dimensions  :  quelle 
que  soit  alors  l'orientation  du  vecteur  discontinuité,  celui-ci  se  trouve 
nécessairement  dans  le  milieu  étudié.  Il  n'en  est  plus  de  même  dans  le 
cas  des  membranes,  puis(ju'une  meuibrane  est  un  milieu  à  deux 
dimensions,  mobile  dans  un  espace  à  trois  dimensions.  C'est  ce  qui 

(')  P.  Dlhem,  Recherches  sur  l' Hydrodynamique,  Paris,  igoS-igo/i. 

(-)  Hlgomot,  Mémoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans  un  Jluide 
indéfini  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4''  série,  t.  III  et  IV). 

(')  J.  Hadamard.  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes  et  tes  équations  de 
V Hydrodynamique,  Paris,  ioo3. 

(')  P.  Dlhem,  Théorie  thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et 
des  ftux  équilibres  chimiques,  Paris,  1896. 
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fait,  par  exemple,  qu'une  membrane  afTectée  de  viscosilé  peut  pro- 
pager des  ondes  correspondant  à  une  discontinuité  normale  à  la 
membrane,  tandis  que  les  lluides  visqueux  n'en  propagent  pas. 

Bien  que  la  membrane  dénuée  de  viscosité  nous  apparaisse  comme 
une  pure  abstraction,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  nous  étudierons 
néanmoins  la  propagation  des  ondes  dans  les  membranes  dénuées  de 
viscosité,  parce  que  bien  des  résultats  auxquels  nous  conduira  cette 
étude  correspondent  à  d'autres  résultats  obtenus  dans  rilvdrodyna- 
mique  des  lluides  parfaits. 


CHAPITRE  I. 

LES    ÉQUATIONS    DU    MOUNEMKNT    DES    MEMBItANES. 

5i  I.  —  Préliminaires. 
Soient 
(')  x  =  /(«.  i-,  0-        y  =  g{ii,^\t).         :.  =  /i(u.i\l) 

les  équations  de  la  membrane  à  l'instant  /,  (^/,  c)  désignant  les  coor- 
données curvilignes  d'un  point  quelconque  M  de  la  membrane,  dont 
les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  par  rapport  à  trois  axes 
fixes  sont  x,  y,  z.  En  .employant  les  variables  dites  de  Lagrange, 
chaque  point  matériel  de  la  membrane  se  trouve,  à  chaque  instant, 
caractérisé  par  le  même  couple  de  valeurs  (u,  v)  des  paramètres,  de 
sorte  que,  pour  suivre  un  point  matériel  déterminé  dans  son  mouve- 
ment, il  faut  faire  varier  /seul  dans  les  équations  (i  ),  ipii  représentent 
alors  la  trajectoire  de  ce  point. 

Posons,  suivant  les  notations  classiques. 


(2) 


E  = 

<^ï 

-m 

-m 

F  r 

_  d.v  dx 
du  <)v 

,    'Ky  ày 

au  rff 

Ou  dv 

G  = 

-m 

-m 

-m 

H  =  v/EG  -  F^  ; 
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réliMiiPiit  liiiraire  (h  rolatii"  auv  valeurs  (  //,  r  :  //  +  r/«,  t-  +  dv)  des 
paramèlres  el  rrléinent  (raire  f/S  correspoiidanl  auront  pour  expres- 
sions 

l  cis-  =  E  du-  -+■  2  F  du  dv  +  G  c/c-, 
^    '  ■  )  dS-Wdad,-. 

Comme  les  lignes  du  réseau  correspondent  toujours  aux  mêmes 
lignes  matérielles,  si  le  réseau  est  orthogonal  à  un  instant  /„,  il  ne  le 
sera  généralement  plus  à  un  instant  l^  /„,  de  sorte  que  nous  devons 
considérer  le  cas  général  des  coordonnées  curvilignes  obliques. 

A  la  membrane  de  forme  variable  et  de  contour  variable  F  corres- 
pond, dans  le  plan  des  (m,  t),  une  aire  invariable  de  contour  iixe  C  et 
dont  chaque  point,  de  coordonnées  rectangulaires  («,  c),  est  l'image 
du  point  de  la  membrane  qui  a  pour  coordonnées  curvilignes  (w,  r). 
Nous  supposerons  la  correspondance  univoque  entre  les  points  de 
Faire  et  ceux  de  la  membrane.  A  un  élément  ds  de  F  dont  l'expres- 
sion est  donnée  par  la  première  des  égalités  (3),  correspond  un  élé- 
ment d<j  de  C  tel  que 

d'7-^  du^+  dv-. 

Dès  lors,  a,  ^  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  exté- 
térieure  menée  au  contour  C  en  un  point  de  l'élément  r/a,  ou  aura 

du  ^=zzf  p  da.         dv  =  rt  a  di, 

le  signe  à  prendre  dépendant  de  la  position  du  point  (//  -4-  du,  c  -\-  dv) 
par  rapport  au  2)oint  [u,  p),  et  il  viendra 

ds  :=  k  d(j, 
en  posant 


(4)  A^v'Ga^— 2Fa{3-HE(3». 

Le  contour  F  n'est,  en  somme,  qu'une  courbe  particulière  tracée 
sur  la  memhrane  ;  considérons,  maintenant,  une  courbe  quclconcpie  y 
à  laquelle  correspond,  dans  le  plan  des  (a,  c),  une 'image  c.  Nous 
nous  proposons  de  calculer  les  cosinus  directeurs  a,  i,  c  de  la  demi- 
normale  M/<  à  la  courbe  y,  menée  en  un  point  M  de  cette  courbe  dans 
le  plan  tangent  en  M  à  la  membrane  et  dans  un  sens  tel  qu'il  corres- 
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ponde  à  celui  d'une  demi-normale  de  cosinus  directeurs  a,  J5  menée  à 
la  courbe  c  au  point  m  image  de  M. 

Soit  M'  un  autre  point  de  la  demi-normale  Mn  de  coordonnnées 
x-\-dx^y-^dy,  z  -+-  dz,el  correspondant  aux  valeurs  (u-\-du,  i-  +  c/r) 
des  paramètres  (m,  v).  En  appelant  dn  sa  distance  au  point  M,  on 
aura 

dx  x'  du  4-  y\  di- 

(o)  «  =  :?::=  -^ 


d'i        \JE  du- -+-  2F du  dv  -{-  G dv- 

avec  des  expressions  analogues  pour  b  et  c.  Exprimons  que  l'élément  du 
est  normal  à  y.  Pour  cela,  soient  ./;  -I-  \)x,  y  +  D/,  j  +  D«  les  coor- 
données dun  point  M"  de  y  voisin  de  M  ;  on  devra  avoir 

iDxf/j  :=  o. 

Mais,  le  long  de  y,  u  et  r  sont  fonctions  d'un  même  paramètre  w,  de 
sorte  que,  si  u  +  Dco  est  la  valeur  de  ce  paramètre  au  point  M' ,  on 
aura 

/    ,  au  .  d^'\^ 

l)x  =:  l  X,,- r  X.,  -—  )  D'jJ. 

et  Tégalité  précédente  deviendra 

Or,  soient  (m-hD//,  p-f-D()  les  coordonnées  du  point  m"  image 
de  M";  on  a  la  condition  de  perpendicularité 

xD u  -i-  |jD  c  =r  o. 
ou 

du       ^  Oi'  

dcii         df,) 

La  condition  de  perpendicularité  peut  donc  s'écrire 

i(^^),  —  Or-x'^,)  (  J-„  du  -+-  J-^  rfc)  =  0, 

doù  nous  déduisons 

du  dv 


G«— Fâ        —  Fa-t-KfS 
Si  nous  remplaçons  alors,  dans  la  formule  (  )),  du  et  di-  par  leurs 
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(juanlités  proportionnelles,  il  viendra 

Hv'Ga»— 2Fap  +  Ej3» 

Pour  choisir  le  signe,  il  suffit  de  remarquer  que  si  les  équations  de 
la  membrane  se  réduisent  à  x=  «,  jy  =  (^,  ;  =  o,  celle-ci  peut  être 
amenée  à  coïncider  avec  son  image  et,  par  suite,  la  courbe  y  avec  son 
image  c  ;  on  devra  avoir  ainsi  a  =  a.  Il  faut  donc  prendre  le  signe  +, 
et  Ton  a,  en  définitive,  en  tenant  compte  de  la  formule  (4), 

(6) 


"~                             AH 

,._y«(Ga-Fp) +.>•:,. 

(-Fa  +  E(3) 

"-                            AH 

^_=;,(Ga-Fp)  +  4( 

-F«-+-ES) 

\  AH 

Les  formules  ci-dessus  vont  nous  fournir  presque  immédiatement 
la  valeur  de  la  dérivée  d'une  fonction  de  point  suivant  la  normale  M»  ; 
cette  dérivée  a  pour  expression  générale 

(/   d    du        â   dv 

dn        du  du        de  du 

Or,  les  égalités  (5)  nous  donnent  les  suivantes 


a 

^=  x', 

du 
'du 

-+- 

j:[ 

dv 
■  dn 

b 

=  y'u 

du 

'  dn 

-t- 

y< 

dr 
■  dn 

c 

=  -■',. 

du 
'  dn 

-t- 

--;. 

dv 
dn 

En  les  multipliant  respectivement  par  ^''„,  y',„  ^l,,  pnis  en  les  ajou- 
tant membre  à  membre,  on  obtient  la  première  des  égalités 


,,  <^       pdv 
dn  dn 


du  f/i- 

I'  -y-  +G-3-  =r  iaor,,, 
an  an 
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la  deuxième  s'obtenant  d'une  manière  analogue.  Tenons  compte  alors 
des  formules  (())  et  nous  trouverons 


/,H^'" 


L'égalité  (7)  nous  donne  ainsi  le  résultat  clierclié 


Soit 


^  II.  —  Équation  de  continuité. 


dm  =:  p  dS  =:  pu  du  dt 


la  masse  de  l'élément  ^S,  p  désignant  la  densité  superficielle  ;  cette 
masse  demeurant  la  même  quand  le  temps  varie,  on  a 

l'indice  zéro  se  rapportant  à  un  instant  /„  choisi  une  fois  pour  toutes. 
On  en  déduit  l'écjuation  de  continuité 

^  =  ». 

analogue  à  celle  de  Lagrange  en  Hydrodynamique.  Cette  équation 
peut  encore  se  mettre  sous  une  autre  foime  :  donnons  à  la  membrane, 
à  l'instant  /,  un  déplacement  virtuel  défini  par  les  accroissements 
0  (.r,  jKi  ^))  fonctions  continues  de  (u,  c),  des  coordonnées  de  ses 
dilTérents  points.  Il  en  résultera,  pour  les  quantités  K,  F,  (î.  H,  des 
variations  qui,  d'après  les  formules  (2)  ,  seront 


(.0) 


îi-         -^     ,  dox                 V/    .  à  o.r  ,  do.f\        »,-,  vi    ,  à  ox 

(>hj=:2  y  x,,—, — ,      oF—  >     a;-,,  — ; hx^^: —   }      OLi  =  ?.  >  a-,, -- — > 

Jmd  du  ^d\  C)i'  ou   j  'ma  Ov 


2  H  511  =  G  pV.  —  ■>.  F  oF  +  F  rîG 


et  l'on  aura,  en  outre. 


0  (YS  =  p\\  du  di\ 

Journ.  de  Math.  (6*  iérie),  tunie  VIM.  —  l'use.  III,  1912,  •-'I 
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î^a  dilalalion  superliciolle  sera  ainsi 

o^/S  _  oH 
Us  ~~  TT' 

Supposons  maintenant  que  le  déplacement  virtuel  considéré 
coïncide  avec  le  déplacement  réel  élcnienlaire  à  Tinslant  /;  en  appe- 
lant 

les  composantes  de  la  vitesse  du  [loint  M  (.r,  y,  z),  on  aura 
à{.r.y.z)  —  {V.  V,  \W)dt 

et 

{,?.)  dE  =  E'dl,         oV  =  Vdl,         oG^GW/i.         rjll=.li'r//, 

eu  posant 

dt  -^      On 


(i3)  -^  i"  =  ^7  =  \^^« ^- +■'■'•  :r-  ' 


îIIir=GE'-2FF'-i-EG' 


Soit  alors  ')<//  la  dilalation  superficielle  réelle,  on  aura 

,11'       GE'-2FF'h-EG' 
(")  ^==1T  = ^IP ' 

d'où,  d'ajirés  Fécpialion  (f)), 

(.5)  .  P^^+g7  =  0' 

ce  ([ni  est  une  autre  forme  de  r(''(juali()U  de  conlinuilé.  lui  tenant 
compte  des  égalités  (i3)  et  (i  i)?  cette  dernière  équation  peut  s'écrire 
d'une  manière  plus  explicite 
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s  III.  —  Travail  élémentaire  des  actions  de  viscosité  ('). 

Imposons  à  la  membrane  im  déplacement  virtuel  o(a-,  v,  :):  l'éié- 
ment  linéaire  éprouvera  une  variation  od.s  telle  que 

2dsods=^oF.du'  -h  -îoF  du  dv  -h  oG  dv^, 

o(E,  F,  G)  étant  donnés  parles  formules  (lo),  et  la  dilatation  cor- 
respondante d  de  l'élément  ds  sera 

o  dx        I   o[£  du-  -i-  :>. oV  du  de  4-  oG  d^•- 
ds    "  q:      ¥.  du-  -j-  2F du  dv  -i- G  dv- 

Soient,  d'autre  part,  ds  et  D^  deux  éléments  linéaires  issus  du  même 
point  M(./;,  )-,  r)  de  la  membrane  et  correspondant  aux  accroisse- 
ments respectifs  {du,  dv),  (D«,  Dv)  des  paramètres;  ils  font  entre 
eux  un  angle  o  tel  que 

EduDu  -i-FiduDv-h  di-  Du)-i-G  dr  D  v 

C0S5=  3-fr 

Après  la  déformation  élémentaire,  ds  est  devenu  ds,  =  ds  -h  ods, 
Ds  est  devenu  Ds,  =  Ds-i-  oD.s-,  et  l'angle  o  est  devenu  l'angle  9,  tel 

que 

E,duDu^F,(duDi-^diT>u)-hGidi'Dr 

COS'J,r=   — ; , 

'  ds^  Us, 

formule  où  l'on  a  posé 

E,=  E-hàE.         F,=  F-i-oF.         G,=  G-+-oG. 

Pour  (juc  la  déformation  conserve  les  angles  et  les  longueurs,  il  faut 
et  il  suffit,  d'après  les  égalités  précédentes,  que  0  (E,  F,  G)  soient 
nuls;  dans  ces  conditions,  la  surface  déformée  est  applicable  sur  la 
surface  primitive  et  l'élément  dS  est  égal  à  l'élément  transformé.  La 
déformation  de  dS  se  trouve  donc  entièrement  définie  par  les  trois 
quantités  SE,  oF,  oG. 

Soit  oT  la  variation  infiniment  petite  de  la  température  absolue  T 

(')  De  la  viscosité  dans  le  moui-ement  des  membranes  Jlexibles  {Comptes 
rendus,  l.  CLIII,  4  décembre  191 1,  p.  1082). 
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de  l'élémenl  </S  dans  la  iiiodilicalioii  virliielle  considérée;  abstraction 
faite  du  déplacement  d'ensemble  dans  l'espace  éprouvé  par  cet  élé- 
ment, la  modification  virtuelle  qu'il  subit  est  entièrement  déterminée 
par  les  quatre  quantités 

ob^.     ôl".     oG.     oT. 

que  nous  supposerons  constituer  un  système  de  variations  nor- 
males (  '). 

D'après  cela,  le  travail  élémentaire  de  viscosité  intrinsè(jue  de  l'élé- 
ment (/S  sera  de  la  forme 

—  (^  ôE  —  2.foF  +  (j'ôG)  clS. 

C,  rT,  ()'  désignant  les  actions  de  riscosi/é,  fonctions  des  paramètres 
qui  définissent  l'état  de  l'élément  et  qui  sont  la  densité  p  et  la  tempé- 
rature absolue  T,  et  aussi  fonctions  des  dérivées  E',  F',  G'  données 
parles  formules  (i3). 

Les  liaisons  entre  les  divers  éléments  (/S  étant  des  soudures  au  sens 
de  M.  Dubem,  le  travail  virtuel  de  viscosité  ot,.  relatif  à  la  membrane 
entière  sera  la  somme  des  travaux  de  viscosité  intrinsèque  étendue  à 
tous  les  éléments  «/S,  soit 

(17)  ôç;.  =  —  /  (^' àK  -  2-Tol" -^  (|'àG)f/S. 

11  résulte  de  celte  expression  que  le  travail  de  viscosité  est  nul  dans 
toute  déformation  transformant  la  membrane  en  une  autre  applicable 
sur  la  première,  et  ceci  est  bien  conforme  à  lidée  que  nous  nous 
faisons  de  la  membrane  parfaitement  flexible. 

Dans  une  modification  réelle  élémentaire,  le  travail  de  viscosité 
devient 

(18)  dÇ^—.  —  dtl{C\l'  —  -iS  V  4-  (j'G'  )  di). 

et  Ion  sait  que  cette  expression  doit  élre  essentiellenienl  négative. 
D'autre  part,  les  actions  de  viscosité  C,  ^,  Q  doivent  s'annuler  en 
même  temps  (jue  les  dérivées  E',  F',  G';   l'hypothèse  lapins  simple 

(')  Voir  I'.  DuHEM,  Théorie  lliermodynainiijue  delà  viscosité,  du  frotle- 
iiwnl  et  desfaii.r  rquilihrcs  chimiques,  i"'  l'ai'lie,  VM.  I. 
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qu'on  puisse  faire  est  donc  de  regarder  ces  actions  comme  des  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  de  K',  F',  G',  dont  les  coefficients  soient 
de  simples  fonctions  de  o,  T.  Lord  Rayleigh  suppose  de  plus  l'exis- 
tence à\inefonclion  dissipatUe  'KQ,  c'est-à-dire  d'une  forme  quadra- 
tique de  E',  F',  G',  dont  les  coefficients  soient  simplement  fonctions 
de  c,  T,  et  telle  qu'on  ait 

d(S)  ,._d'S)  d(t) 

(•9)  ^^W         -'-^-W         '^-dG'' 

On  a  dès  lors 

2CÔ  rr  i'E'—  2.jF'+  d'G', 

de  sorte  que  l'égalité  (^18)  devient 

(20)  (lç^  =  —  dt  I  2iQ>dS. 

Le  travail  élémentaire  de  viscosité  relatif  à  une  modification  réelle 
devant  être  essentiellement  négatif,  il  en  résulte  que  la  fonction  dissi- 
pative  2(D  doit  être  une  forme  quadratique  définie  positive.  Nous 
verrons  dans  un  instant  les  conditions  qui  doivent  être  vérifiées  pour 
qu'il  en  soit  ainsi. 

Cela  posé,  pour  obtenir  l'expression  de  2uD,  nous  devons  écrire  que 
cette  fonction,  en  un  pointde  la  membrane  et  à  l'instant/,  a  une  valeur 
indépendante  du  réseau  de  coordonnées  curvilignes  tracé  sur  la  sur- 
face et  e\primer  que  la  membrane  est  isotrope.  Auparavant,  voyons 
comment  la  déformation  réelle  (12)  est  caractérisée  géométri- 
qucmenl. 

Au  point  Ml//,  i- )  de  la  surface  à   l'instant  /  et  dans  la  direction 

((///,  di-),  portons  une  longueur  MP  =  -7—  =     _^    et  cherchons, dans 

le  plan  langent  en  M,  le  lieu  du  point  P,  dont  nous  appellerons  ?,  r, 
les  coordonnées  par  rapport  à  deux  axes  (Mç.  M r,)  respectivement 
tangents  aux  deux  lignes  du  réseau  (Mw,  Mr  )  cpii  se  coupent  au 
point  NL  On  a 

ch\  z=.  li,  du'-  -h  2  F,  du  rfi-  -H  G,  f/i*. 

avec 

(21)  li:,=  E-i- !•:'.//.        F,  =  F  +  F'f//.        G,  =  G-hG'///. 
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C.ominc,  d'autre  part, 


MI^ 


il  résulte  de  ces  égalités  qu'on  a 

E  ,^/EG  G 

Nous  voyons  que  le  lieu  du  point  P  est  une  ellipse  ayant  le  point  M 
comme  centre;  on  l'appelle  ellipst-  des  dilalntions  au  point  M.  Cher- 
chons les  axes  de  cette  ellipse  en  écrivant  que  leurs  directions  ((lii^rh), 
(D?/,  Di)  sont  deux  diamètres  conjugués  rectangulaires. 

Tout  d'abord,  pour  que  deux  directions  soient  conjuguées,  il  faut 
(ju'elles  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  directions  asympto- 
tiqucs  de  l'ellipse;  de  là  la  première  relation 

E,  du  D «  -h  F,  ( (lu  JJ (•  -H  f/f  I) (/ )  -f-  G,  rff  1)  (•  =  o, 

(ju'oii  doit  joindre  à  la  condilion  de  perpendicularilé 

E  du  iJ  u  -H  F  (  f///  D  e  +  f/c  I  )«)-)-  C;  f/f  D  r  =  o. 

Les  expressions  données  précédemment  de  cos  o  et  de  cos  o, 
montrent  ainsi  qu'il  n'existe  que  deux  directions  en  chaque  point, 
qui,  perpendiculaires  avant  la  déformation,  restent  perpendiculaires 
après  la  déformation.  Ce  sont  celles  qui  sont  dirigées  suivant  les  axes 
de  l'ellipse  des  dilatations;  les  directions  de  ces  axes  s'appellent  les 
directions  principales  au  point  M.  En  tenant  compte  des  éga- 
lités (21),  on  déduit  des  deux  dernières 

E'  du  +  F'  f/i'  _  F'  du  -\-  G'  c/i' E'  du-  +  3  F'  du  f/c  -+-  G'  dv'^  _     „ 

lî  du  -+-  F  (h  1*"  du  -\-  G  dv  M  du-  +  2  F  du  dv  -+  G  d\''-  ' 

Dd/  représentant,  d'après  la  formule  (i(j),  la  dilatation  principale 
relative  à  la  direction  (du,  dv).  Les  dilatations  principales  sont  ainsi 
données  par  ré(|ualion 

I  E'— 2ED      F' -2FD   I 
F'-aF'D       G'-aGD     ^  "" 
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qui  s'i'-orit  d'une  manière  plus  explicite 

(22)  1II=D^-  2(GE'-  2FF'+  EG')D  +  E'G'—  F'^'=:  o. 

Dès  lors,  si  D,  et  D,  désignent  les  racines  de  cette  équation,  les 
demi-axes  de  l'ellipse  des  dilatations  auront  pour  longueurs  respec- 
tives 

1  —  D,  (//.     I  —  I).  (/t. 

Ce  premier  résultat  obtenu,  revenons  aux  trois  quantités  c(E,l'',  G) 
qui  définissent  la  déformation  éprouvée  par  un  élément  dS  de  la 
membrane;  celles-ci  peuvent  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de 
trois  autres  quantités  qui  sont  : 

i"  La  dilatation  linéaire  r}„  suivant  la  ligne  M //  du  réseau  le  long 
de  laquelle  v  est  constant; 

1°  La  dilatation  linéaire  J,,  suivant  la  ligne  Mr  du  réseau  le  long 
de  laquelle  //  est  constant; 

3°  L'accroissement  0',[y  de  l'angle  formé  au  point  M  parles  deux  lignes 
(M«,  Mt')  du  reseau  et  défini  par  l'égalité 

F 
l5" 


Nous  aurons  l'expression  de  t>„  en  faisant  dans  l'égalité  ^^IG)  clç  =  o 
et  J  =:  J„;  nous  obtenons  ainsi  la  première  des  formules 

oE;=2E<}„,        oG  -=  -îG  f)^.. 

la  deuxième  s'obtenant  d'une  manière  analogue.  D'autre  part,  la  dilfé- 
rentiation  de  l'expression  de  cos'j'  nous  donne  par  un  calcul  facile  et 
en  tenant  compte  des  deux  précédentes  formules 

Supposons  maintenant  que  la  déformation  virtuelle  considérée  coïn- 
cide avec  la  modification  réelle 

(i>)  6E  =  E(/^         rjF—V'c/t.         oG=:G'dt,         oll^U'clt; 

dans  cette  modification,  nous  poserons 
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de  sorte   (ju'il  viendra 

E'=2ED„,         F'=F(D„-r  D,)  -  Ijy.         G'=2GD,. 

D'après  ces  foniiiiles,  nous  iioiivoiis,  dans  l'expression  de  la  fonc- 
tion dissipative  2tô,  substituer  aux  variables  (E',  F',  G')  les  variables 
(1)„,  D,.,  ']/');  2ÛB  devient  ainsi  une  forme  quadratique  des  variables 
(D,„  D,.,  'J;')  qui  doit  avoir  une  valeur  indépendante  du  rrseau  tracé  sur 
la  membrane  à  l'instant  /.  Substituons  alors  aux  coordonnées  (//,  t) 
d'autres  coordonnées  curvilignes  (m',  i')  telles  que  les  deux  lignes 
du  nouveau  réseau  (Mm',  Mr')  qui  se  coupent  au  point  M  soient  diri- 
gées suivant  les  axes  principaux  de  dilatation  en  ce  point.  On  aura 

D„=:D,,        D,  =  D,, 

et  comme  le  réseau  est  resté  orthogonal  pendant  la  modification  réelle 
considérée,  à  la  place  des  variables  (D„,  D,.,  'j/'),  on  a  les  variables  (D,, 
Ds,  o).  La  fonction  dissipative  2tD  devient  donc  une  forme  quadratique 
par  rapport  à  D,,  D^. 

Tenons  compte,  alors,  de  ce  que  la  membrane  est  isotrope  tout 
autour  du  point  M  :  dans  ces  conditions,  la  fonction  dissipative  2 tO 
doit  garder  la  même  valeur,  soit  que  la  dilatation  principale  ait  la 
valeur  D,f// suivant  Mm',  la  valeur  Do  f//  suivant  Mr',  soit  qu'on  per- 
mute entre  elles  ces  deux  valeurs.  Il  en  résulte  que  21O  est  non  seu- 
lement une  forme  quadratique  de  D,,  D^,  mais  encore  une  fonction 
symétrique  de  ces  mêmes  variables;  elle  s'exprime  donc  forcément  par 
l'égalité 

2  (£i  =  A  (  D,  -1-  D.,  y  -t-  B  D,  Dj , 

A  et  B  étant  deux  quantités  qui  dépendent  seulement  de  l'état  de  la 
membrane  au  point  M  à  l'instant  /,  c'est-à-dire  de  la  densité  et  de  la 
température. 

Mais,  d'après  l'écjuation  (22)  et  l'égalité  (i/|), 


D,-t-Dj=^.        I),D,:     ''^^■'      ^'  ' 


f.  II-      ' 


si  donc  on  |)0se 
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il  viendra 

(23)  ■     2(D  =  AH'5=+M(E'G'— I"'2) 

el  la  fonction  dissipative  se  retrouvera  exprimée  au  moyen  des  variables 
E',  F',  G'.  Comme  H  ne  dépend  que  de  la  densité,  en  vertu  de  l'équa- 
tion de  continuité,  les  quantités  A  et  M  sont,  ainsi  que  A  et  B,  de 
simples  fonctions  de  p,  T,  qu'on  appelle  les  coefficients  de  riscosi(é 
de  la  membrane. 

Les  égalités  {l'i),  (19)  et  (23)  nous  donnent  les  expressions  sui- 
vantes pour  les  actions  de  viscosité 


(24) 


2£  =  AG5  +  iMG', 
2.?  =  AF5  -H  MF'. 
?.CJ  =  AE5-+-ME'. 


Il  reste  à  exprimer  que  la  fonction  dissipative  20  est  une  forme 
quadratique  définie  positive.  Le  discriminant  de  la  fonction  2  C»H-  a 
pour  expression 


-G' 

2 

-AFG 
EG  4- M  H' 


-  A  FG 
2(AF=  — MtP) 

—  A  FF 


:;^FGh-  Min 
-  AEF 


les  conditions  pour  que  la   forme   quadratique  considérée  soit  définie 
positive  sont  alors 


-G'>o. 
2 

A 


!(AF'-.Mll')>o. 


E'>o. 


>o. 


A>o. 


■G^  -AFG 

AFG     2(AF=-.MHn 

T<}us  calculs  faits,  on  trouve  pour  le  discriminant  A 

A  =  2FF.M=(A-+-.M). 

de  sorte  qu'on  voit  facilement  que  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes sont 


(25)  .M<o,        A4-.M>o. 

Journ.  de  Matlt.  (0'  série),  loiiic  VIII.  —  t-'asc.  III,  1912 
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Si  les  iiK"i;alilés  pircrdcnles  sont  vériliées,  aucun  des  deux  coefli- 
cieiils  de  viscosité  A  et  M  ne  peut  être  nul;  dans  ces  coiulitions,  toute 
modification  élémentaire  pour  laquelle  on  n'a  pas  à  la  fois 

E'  — o.        l?'  =  o,         G'=o, 

enlralne  un  travail  négatif  des  actions  de  viscosité.  Qu'arriverait-il  si 
l'une  des  deux  inégalités  (2;))  se  changeait  en  une  égalité? 

i"  Supposons  qu'on  ait  ]M  =  o;  la  deuxième  inégalité  se  réduira 
à 

A>o 
et  régalité  (lii)  deviendra 

{y.6)  2C0  —  AIP9-; 

dans  ces  conditions,  le  travail  de  viscosité  sera  nul   dans   toute  modi- 
fication ne  faisant  pas  varier  la  densité. 

2"  Supposons  (ju'on  ail  A  -l-  M  —  o;  la  [)reniière  des  inégalités  (aj) 
s'écrira  indill'é  rem  ment 

A  >  o,        ou        M  <;  o 

et  l'égalité  (23)  deviendra 

2Cô  =  A(H-5=-l':'G'4-F'-), 
ou,  en  tenant  couiple  de  ce  que,  d'après  l'écpuition  (22), 

|.:'G' —  F'2 

acO=  VI1=(I),  -  1).,)=. 

Dans  ces  conditions,  le  travail  de  viscosité  sera  nul  si  l'ellipse  des 
dilatations  se  réduit  à  un  cercle,  c'est-à-dire  si  la  déformation  laisse 
l'élément  ^/S  senihlahlc  à  lui-même. 

Si  les  deux  inégalités  (2j)  se  cliangcaient  toutes  deux  en  égalités, 
on  aurait 

A  —  o.        M  =  o, 

et  la  nienibraiic  serait  dénuée  de  \iscosité. 

La  première  liypotlièse  (M  =^  o)  est  celle  à  la(pielle  nous  aurions 
été  conduits  si  nous  avions  tenu,  dans  l'étude  de  la  viscosité,  à  rester 
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rigoureusement  conséquents  avec  la  définition  de  la  menibraiif  parfai- 
tement flexible.  Revenons  en  efi'et  à  cotte  définition. 

On  appelle  membrane  parfaitement  flexible  une  surface  matérielle 
dont  l'épaisseur  est  infiniment  petite  et  dont  l'état  pliysiquc  de  chaque 
élément  est  entièrement  défini  par  sa  densité  p  et  sa  température 
absolue  T.  Pour  déterminer  entièrement  la  modification  virtuelle 
éprouvée  par  un  tel  élément,  il  suffit  de  connaître  son  changement 
de  position  dans  l'espace  ainsi  que  les  variations  correspondantes  de  sa 
densité  et  de  sa  température;  il  est  tout  à  fait  inutile  de  connaître  le 
changement  de  forme  que  cet  élément  a  pu  subir  pendant  la  modifi- 
cation considérée. 

Mais,  si  l'on  admet  ([u'il  est  nécessaire  de  tenir  couqite,  pour  définir 
la  modification,  non  seulement  des  variations  de  la  densité  et  de  la 
température,  mais  encore  des  déformations  éprouvées  par  l'élément; 
si  l'on  admet  que  deux  états  où  l'élément  a  même  densité,  même  tem- 
pérature, mais  des  formes  différentes,  constituent  non  deux  états 
identiques,  mais  deux  états  distincts,  on  ne  doit  plus  dire  que  la  sur- 
face considérée  est  une  membrane  parfaitement  flexible;  on  doit  dire 
qu'on  étudie  les  propriétés  d'une  surface  élastique. 

Cela  posé,  voyons  ce  que  devient  l'expression  du  travail  élémentaire 
de  viscosité  si  l'on  tient  à  rester  rigoureusement  conséquent  avec  la 
définition  du  mot  membrane. 

Une  modification  virtuelle  de  l'élément  dS  est  entièrement  définie, 
d'après  ce  ([ui  précède,  par  le  système  de  variations  normales  (oc,  oT), 
de  sorte  qu'au  lieu  de  l'égalité  (17),  on  aura  siuiplement 


■/'« 


10  c/S. 


,a  étant  la  seule  action  de  viscosité  relative  à  la  variable  p,  fonction  de 

p,  T,  J-'  L'liy[)ollièse  la  plus  simple  (pi'on   puisse  faire  est  d'admettre 

que  A  est  [)roportionnelle  à  y-,  le  coefficient  de  propoilionnalité  ne 

dépendant  que  de  p  et  de  T.  Comme  H  ne  dépend  que  de  p,  on  poiiira 
donc  poser 

p»     dl 
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A  étant  une  fonction  de  c  et  de  T  appelée  coefficient  de  viscosité  de 
la  nienihranc.  11  y  aura  forcément  ici  une  fonction  dissipalive  2it>  telle 
nue 

A  = 


<"5? 


car,  si  l'on  tient  compte  de  l'équation  de  continuité  (1  ">),  il  viendra 
(26)  liSi  —  WV-'j'. 

Nous  retombons  donc  bien,  en  partant  de  la  définition  rigoureuse 
de  la  membrane  parfaitement  flexible,  sur  les  conséquences  de  l'hypo- 
thèse (M  =  o).  A  l'imitation  de  la  terminologie  employée  par 
M.  Duheni  en  Hydrodynamique  ('  ),  une  membrane,  pour  laquelle 
M  =  G,  peut  être  appelée  une  menibiane  proprement  dite. 

L'égalité  (2G)  entraîne  immédiatement  la  conséquence  suivante  : 
le  travail  virtuel  des  actions  de  viscosité  est  identiquement  nul  pour 
une  membrane  de  densité  invariable;  autrement  dit  l'hypothèse 
d'une  membrane  affectée  de  viscosité  dont  la  dilatation  superrici(ille 
ne  peut  différer  de  zéro,  quoique  la  dilatation  linéaire  puisse  ne  pas 
être  nulle,  est  en  contradiction  avec  la  définition  de  la  membrane  pro- 
prement dite.  Une  semblable  membrane  serait  l'analogue  d'un  fluide 
incompressible  visqueux. 

Ainsi,  en  suivant  les  conséquences  logi(pies  de  la  définition  stricte 
du  mot  membrane,  nous  serions  conduits  à  cette  conclusion  qu'il 
nexiste  pas  de  membrane  visqueuse  de  densité  invariable,  de  même 
qu'en  Hydrodynamicpie  il  n'existerait  pas  de  liquide  visqueux.  De 
telles  conclusions  sont  évidemment  contraires  à  l'expérience  la  plus 
vulgaire. 

C'est  pour  s'alfranchir  de  ces  contradictions  que  M.  Duheni  a 
élargi,  en  Hydrodynamique,  la  notion  de  fluide,  cjuand  il  a  traité  des 
actions  de  viscosité.  Nous  n'avons  fait  que  suivre  son  exemple  en  trai- 
tant de  la  viscosité  dans  les  membranes. 

Hemarcpions  tMifin  que  la  seconde  Inpolhèse  (A  -1-  M  ^:  o)  est  ana- 

(')  P.  DuuEM,  Reciierclies  sur  l' Ilydrodynamitjue,  2'  série,  sixième  Partie, 
Chap.  I,  ,^  2. 
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logiie  à  celle  que  Barré  de  Sainl-^'enanl  et  Slokes  avaient  admise  en 
Hydrodynamique.  Suivaul  ropinion  de  M.  Duliem,  nous  irétablirons 
aucune  relation  entre  les  coefficients  de  viscosité  A  et  M  et  nous  nous 
bornerons  à  admettre  les  inégalités  (23)  auxquelles  notre  analyse  nous 
a  conduits. 

s;  IV.  —  Équations  du  mouvement  ('). 

D'après  les  principes  de  rEnergétitjue,  nous  obtiendrons  les  équa- 
tions du  mouvement  eu  écrivant  (pion  a,  dans  toute  modification 
virtuelle  isotliermiquc 

(27)  Ofe+oCç.4-ÔJ  —  Oi<l»::^0. 

05,  désignant  le  travail  élémentaire  des  forces  extérieures,  of,.  celu 
des  actions  de  viscosité,  0  J  celui  des  forces  d'inertie  et  o^tI>  la  variation 
isothermique  du  potentiel  thermodynamique  interne. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  par  unité  de  niasse  de  la  force 
appliquée  à  chaque  élément  de  surface  de  la  membrane,  T^.,  T,,  T. 
les  composantes  par  unité  de  longueur  de  la  force  appli(juée  à  chaque 
élément  de  son  contour,  on  aura 


dp,  =  I  ù(\  6.V  +  \  ô >•  +  Z  0; )  r/S  -h  A T^  ox  -H  T,  oy  -t-  T,  oz )  ds. 
.;  /'    fà'x  ,  d'y  ,  à-z  ,  \    ,^ 


et  si  nous  posons 


('-^V 


il  viendra 

ofe  +  0 j  =  /    /  ( -\-  ox  +  -T  OY  -t-  -ï-  èz )  du  (/r  4-  /  ( ff j,.  ox  -+-  C ,  <^y  +  F;  oj )  d'j. 

la  première  intégrale  s'étendant  à   l'aire    comprise  à  l'intérieur  du 
contour   G,   image    de   la   membrane   dans  le  plan  des  (m,  r),  et  la 

(')    Les  équations  générales    des  nicnibranes  Jlexibles  (^Comptes   refi'/us, 
l.  CLIV,  ij  janvier  i^gia,  p.  109). 
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dcuxiôine  à  ce  contour  lui-niL-ine.  Nous  écrirons  pour  ahrt'i^cr 

(28)  ofc  4-  0 j  =  /    I  1\-  '11-  (lu  f/i'  -+-   llCj-Oj-  ch, 

cl  nous  conserverons  celle  nolalion  dans  loul  ce  (|ui  va  suivre. 

Soit,  d'aulre  part,  o(p,T)  le  polenliel  thermodynaniicpie  interne 
par  unité  de  niasse;  si  nous  supposons  (ju'entre  les  dillérents  éléments 
de  la  membrane  ne  s'exerce  aucune  action,  le  potentiel  theiniodyiia- 
niique  interne  $  de  la  membrane  entière  sera  de  la  forme 

<I>  =z  /  -^(o.T )d/ii. 
Dans  une  modification  virtuelle  isotliermique,  on  aura 

J    ào    •  J   dp  •     ■ 

Mais,  comme  la  masse  élémentaire  dm  =  ;r/S  ne  varie  pas  dans  la 
modification  considérée,  on  a 

00  (iS  -^-  p  Ô  dS  =:  O. 

de  sorte  que,  si  Ton  pose 

(au)  0  +  o'-r^  =  o, 

\   ^'  '    ()p 

il  viendra 

ôj<h  =  /  0of/S. 

Or,  d'après  la  (piatrième  des  formules  (to),  odS  a  pour  expression 

,  ,^      GÔI2  — 2FÔF  +  EÔG  ,     , 

0  ab  .=  n du  di'  ; 

2H 


^  G  oE  —  2  F  ÔI-^  4-  E  ÔG  ,     , 
0 ^71 ^«^'' 


nous  avons  donc  en  délinitive 

Cela  posé,  d'après  l'égalité  (17)  et  la  précédente,  on  peut  écrire 

^p„_OT»^=:-  i.  r /T(0^  H-2iit)(5E-  2('0J^  -h2nj\ôF 
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OU,  en  posant 

(3o)  /  Ob  =0j|  -1-  2H,î, 

ol  en  tenant  compte  des  formules  (lo), 

+    'i'2^  .T,  -^        du  (h' 

+  (  —  X x'„  +  <P.r;  )  -^     (lu  ({<.'. 


Les  expressions  (28)  et  (3 1)  transportées  dans  IV'i^alité  (-.ij)  nous 
donnent  alors 

( 3a  )      (  I  --^-  ''■^-  «'"  f'''  +  /  - f  a-  o*^  «^t^ 

En  appliquant  à  la  dernière  intégrale  l'intégration  par  parties  et  en 
se  rappelant  que  si  P  et  Q  désignent  deux  fonctions  de  (ii,  r)  admet- 
tant à  l'intérieur  du  contour  C  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
Unies,  on  a,  d'après  la  formule  de  (ireen, 

l'é(piation  (32)  s'écrira  en  définitive 

J  J   -«^  L  <'«  ai'  J 

4-  /i[P^—  5:(.">H  j-'„—  Ob.i-;,)  —  [5(—  Xa;;,  4-  ^£x\,)]ô.c  ch  —  o. 
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Cette  équation  doit  être  vériliée  quel  que  soit  le  déplacement  vir- 
tuel o(x,y,  z)  imposé  à  la  membrane  ;  il  en  résulte  qu'on  doit  avoir  : 

1°  Kn  tous  les  points  de  Taire  intérieure  au  contour  C 


(33) 


à  (  Ok  j:„  —  ,1t  .<■,.  )  <J{—  JbJ\,  +  Û\r'..)  _ 

du  dv 

<)(3l'Ly;,—  -X.  y..)  dj—  -Xj:,4-'i?.r'.,)  _ 

du  de  ~ 

d (  ;m  s;,  —  3t  ;', )  d{—  Ob :'„  -H  'Jf;'., ) 

du  di' 


En  tous  les  i)oiuts  du  contour  C 


a  (011  a-; 

—  XJ-; 

)-;î(-.rbx;,  +  it'j-'j 

a(3n./„ 

—  Dl,y\. 

)-!3(--x,y;.  +  «/.) 

«(OR:;, 

—  X;;, 

^  -;3(-.x,:;,  +  <f=;,) 

(34) 


Ce  sont  les  équations  générales  du  mouvement  des  membranes  ; 
mais,  entre  les  six  fonctions  inconnues  a-jV,  :,  p,  T,(-),  nous  n'avons 
encore  que  cinqéqualions  indéfinies,  les  équations  du  mouvement(33), 
récjualion  (29)  et  Téquation  decontinuité(i5').  Pour  que  le  problème 
soit  entièrement  déterminé,  nous  devons  donc  former  une  sixième 
équation  appelée  la  relation  supplcine.utairc  que  nous  allons  déduire 
des  principes  de  la  Tliermodynamique  et  de  la  conduclibililé  calori- 
fique. 

S  V.  —  La  relation  supplémentaire. 

Soient  o(^  la  (piantité  de  clialeur  dégagée  par  une  porlion  <pud- 
conque  de  la  membrane  dans  une  modification  virtuelle,  (6  ré(|uiva- 
lent  mécanique  de  la  clialeur;  la  Thermodynamitpie  nous  enseig'ne 
qu'on  a 

it  o\)  =-y  <£  Tô(^-  ~  ^,  j  dm  -  âcV 


ù'j 


Dans  celte  égalité,  o(  —  ^  -yf  )  représente  la  variation  de  1  entropie 

par  unité  de  masse  et  ot,,  le  travail  des  actions  de  viscosité  relatii  à  la 
portion  de  membrane  considérée  à  laquelle  s'étend  l'intégration. 
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Soit  d()  la  (juanlité  de  clialcur  dégagc'-e  dans  une    niodilicalion 
réelle,  il  viendra,  d'après  l'éj^alilé  (20), 

Tenons  compte  de  ce  (pie 

dp  __    f.  ,  'Po    __<^ 

^  "      '°  ''•        ^  ()p  (h  ~      â'ï 
el.  posons 

(3o)  ^=-«;7p' 


on  aura 

(3.i) 


rinlégration  s'étendant  à  la  région  du  plan  des  ('/,(')  qui  correspond 
à  la  portion  de  membrane  considérée. 

Mais  on  a  aussi,  d'après  la   théorie  de  la  conductibilité  caloriii<jue 
et  en  supposant  la  membrane  athermane, 

( 3; )  dQ  =—dt  r K  ^  ds  4-  dt  Ax ( T  —  T„ )  f/S. 

K  désignant  le  produit  par  l'épaisseur  de  la  membrane  du  coeflicient 
de  conductibilité  interne  de  la  substance  qui  constitue  la  membrane, 

-r-  la  dérivée  de  la  température  absolue  suivant  la  normale  extérieure 

an  ^ 

{a,b,c)  au  contour  y  qi'i  limite  la  portion  de  surface  considérée, 
DC  le  double  du  coeflicient  de  conductibilité  extérieure  ([ue  nous  sup- 
posons le  même  pour  les  deux  faces  et  T^  la  moyenne  des  tempéra- 
tures absolues  extérieures  sur  les  deux  faces  de  la  membrane.  La 
formule  (8)  nous  donne  alors,  en  nous  souvenant  que  r/ï  =k(h, 

Si  les  dérivées  secondes  de  la  fonction  Tpar  rapport  à  //et  (existent 
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et  sont  finies,  la  formule  de  Green  nous  donnera 
de  là  cette  seconde  expression  de  r/(^ 

Retranchons  uicuibre  à  membre  les  égalités  (36)  et  (38),  nous 
obtiendrons  une  certaine  intégrale  cjui  doit  être  nulle  quelle  que  soit 
Taire  d'intégration  ;  il  en  résulte  que  son  coefficient  diOV^rentiel  doit 
être  égal  à  zéro.  De  là  résulte  l'équation  cherchée 


1  1 
H  Oi'  11 


n(-^-4)  —  T..*è(Tf,....). 


II  y  a  enfin  une  dernière  condition  au  contour.  Tout  le  long  d(,'  V  on 
doit  avoir 

K^+;k'(T-T„)=o. 

tx'  désignant  le  produit  par  l'épaisseur  de  la  membrane  du  coefficient 
de  conductibilité  extérieure  relatif  à  la  surface  latérale  de  la  mem- 
brane. Ou  a  donc  le  long  du  contour  C  et  outre  les  égalités  (3./j) 


5>  VI.  —  Equations  de  l'équilibre. 

Si  la  membrane  est  en  équilibre,  les  actions  d'inertie  et  de  viscosité 
sont  nulles  et  les  formules  (3o)  se  réduisent  à 

(4o)  (Olux,«)  =  0^^^^ 
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[..es  é(ju;Uioiis  indéfinies  dcvienneiil  ainsi 

Soient  a,b,c  les  cosinus  direclcurs  de  la  normale  extérienrc  an 
contour  F  menée  en  un  point  M  de  ce  contour  dans  le  plan  tangent 
en  M  à  la  membrane  ;  ces  cosinus  sont  donnés  par  les  formules  (6). 
Si  nous  tenons  compte  de  ces  formules  et  des  formules  (  /(o),  les  équa- 
tions au  conLour  (34)  se  réduisent  aux  suivantes 

(42)  (T„T,,T,)-f-)(,/.*.o-)  =  o; 

elles  expriment  que  la  force  (T.,.,  T_^,  T.-)  appliquée  par  unité  de  lon- 
gueur à  chaque  élément  du  contour  F  d'une  membrane  en  équilibre 
est  dirigée  suivant  la  normale  extérieure  (a,  b,  c)  à  ce  contour  et  a 
pour  valeur©.  Cette  quantité  0  considérée  en  un  point  quelconque  de 
la  membrane  s'appelle  la  tension  superficielle  en  ce  point('  );  d'après 
Fégalité  (29),  il  existe  donc  en  chaque  point  de  la  membrane  une 
relation  finie  entre  la  tension  superficielle,  la  densité  etla  température. 
Cette  égalité  s'appelle  Véquation  caractéristique  de  la  membrane. 

La  notion  de  tension  dans  la  théorie  des  membranes  correspond  à 
la  notion  de  pression  en  Hydrodynamique;  les  égalités  (42)  conduisent 
à  des  théorèmes  analogues  à  ceux  qu'on  démontre  relativement  à  la 
pression  dans  un  milieu  fluide  (-). 

M.  Duhem,  dans  son  cours  autographié  de  la  Faculté  de  Lille,  a 
donné  les  équations  de  l'équilibre  d'une  membrane  sous  une  autre 
forme  que  nous  allons  déduire  des  équations  (4i)  et  (42).  Multiplions 
les  équations  (4 1)  respectivement  par  j?,^,r„,  ;,]  et  ajoutons-les  membre 
à  membre  :  les  termes  contenant  les  dérivées  en  u  et  v  se  réduisent 

(')  Pour  l'origine  de  celle  déiioniinalioii,  voir  P.  Di;iiem.  Hydrodynamique, 
lilaslicilé,  Acoiistic/iie,  t.  II,  p.  88. 

('^)  Pour  l'énoncé  el  la  démoiislralion  de  ces  ihéorèmes,  voir  P.  E)iiie.m,  loc. 
cit.,  t.  II,  p.  87. 


2.l(5  T..    noY. 

à  -r—  cl  Ton  Iroiivc  la  nrciiiicrr  des  (''iiualions 
ou  '  ' 


(43) 


du 

p  (  \  .r[.  +  Y  y;.  +  Z  --,',  )  4-  T-  =  o  ; 


la  flciixièine  s'obliont  d'une  manière  analogue. 

Soient,  d'aulrc  pari,  a",b",c"  les  cosituis  directeuis  de  la  demi- 
normale  à  la  membrane  menée  d'un  côté  dclerniiné  de  sa  surface  ;  si 
nous  multiplions  les  équations  (4')  respectivement  par  a',b",c"  et 
que  nous  les  ajoutions  membre  à  membre,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions de  perpendicularité 

irt"j.'„=:0.  ir/".ï\,  =:  O, 

il  viendra 

pla  \  4-02, ïp =  "• 

Mais  on  reconnaît,  dans  le  coefficient  de  (-),  la  coui'bnre  moyenne 

- — h  7T-  de  la  surface   en  un  point,  les  rayons  de   courl)ure   p'rinci- 

[taux  H,  ctlî^  étant  comptés  positivement  suivant  ladirection(rt' ,//',("") • 
L'équation  précédente  peut  donc  s'écrire 


(44)  p{a"\  +  b"Y  -t-  c"Z)  +  0/ —  +  —  \  =  o. 

Les  équations  (43)  et  (/|4  )  sont  les  équations  indéfinies  de  récpii- 
libre  données  par  M.  Dubem  (  '  ),  qui  les  a  établies  dans  rhypotbèse 
d'un  réseau  orlbogonal  (F  =  o);  nous  voyons  que  ces  é(p]ations  gar- 
dent la  même  forme  dans  le  cas  d'un  réseau  quelcon(jue. 

Passons  aux  équations  au  contour  el  a])pe!ons(i\,  w  )  l'angle  (jue 
fait,  en  un  point  du  contour  1\  la  demi-normale  (a,  h,  c)  à  ce  contour 
avec  la  tangente  en  ce  point  à  la  ligne  du  réseau  (('  =  consl.)  dont  les 
cosinus  din'cleurs  sont 

(K,  y  u,  =:',.) . 
v/Ë      ' 

(')  Dans  l'Ouvrage  cil'i  de  M.  Diiliem,  le  lerme  en  (■)  de  l'éqiialion  (44)  i^sl 
précédé  du  signe  —  :  cela  tienl  à  ce  qne  l'auteur  compte  les  rayons  de  courbure 
po•^i^i\  euienl  dans  la  diieclion  o|i|iosée  à  (a",  h",  c"). 
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si  nous  multiplions  les  égalités  (42)  respectivement  par  ces  trois 
cosinus  directeurs  et  que  nous  ajoutions  membre  à  membre,  il  viendra 
la  première  des  éf^alités 

-7=(Tx.r'„  -+-  T,.  >-;,  +  T;:;,)  -  0  cos(N.  11)  =  0, 

(4.>)  ^ 

4=  (T:r-<+  T,-/;,  M-  T,c;,  )  —  0  C0S(N,  (.)  =  O, 

la  deuxième  s'obtenant  d'une  manière  analogue  et(N,  t')  désignant 
l'angle  que  fait  la  demi-normale  (a,  b,  c)  au  contour  F  avec  la  tangente 
au  même  point  à  la  ligne  du  réseau  (M  =  const.)  dont  les  cosinus 
directeurs  sont 

V/G 

Multipliant,  enfin,  les  égalités  (42)  respectivement  par  a  ,  6  ,  c '  et 
ajoutant  membre  à  membre,  nous  obtiendrons 

(45')  a"Tx-h  ^"T,  +  c"T;=o. 

Les  équations  (44)  et  (^5')  sont  les  conditions  au  contour  données 
par  M.  Dubem. 

Ouant  à  la  relation  supplémentaire  {3(j),  elle  se  réduit,  dans  le  cas 
de  l'équilibre,  à  la  forme 

Ou  11  \     du  wi' /       ai'  11  \         Ou  Ov  J 

et  la  condition  au  contour  correspondante  ne  change  pas. 


<^  VII.  —  Équations  des  petits  mouvements. 
Keprenous  les  équations  générales  du  mouvement  de  la  membrane 

(oii/^x— —  \     t^('^'^-''»  — -^t^>^\.)     d(— x-c^-t-'-fx;.)  _^ 

(-1*J)         '      V  dt'^  )  du  de  ~    ' 

/.  Vx  —  a  (  ■)\1  a.-;,  —  Oô  v[.  )  —  P  (  —  Oî,  .c'„  -t-  tf  .r;  )  =  o, 


(47) 
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et  supposons-les  vérificcs  pour  des  valeurs  de  ■.r,y,  :,  T  indépendanlcs 
du  temps,  c'est-à-dire  satisfaisant  aux  équations  de  l'équilibre  posées 
dans  le  précédent  paragraphe.  Si  la  position  correspondante  d'équi- 
libre est  stable,  ces  équations  pourront  encore  être  vérifiées  par  des 
valeurs 

x-i-l.     y  ^r,.     5  -H  Ç,     T  -;-  Sr. 

iiirmiuienl  voisines  des  précédentes,  mais  où  les  accroissements  ;,  yj, 
Z,  .ï,  supposés  infiniment  petits  ainsi  que  leurs  dérivées,  vont  dépendre 
de  /.  Les  équations  que  vont  vérifier  ces  nouvelles  fonctions  sont  les 
équations  des  petits  mouvements. 

Pour  les  obtenir,  il  suffit  de   remarquer  que  les  éijuations  ('iG) 
et  (47)  devant  être  vérifiées  par  les  systèmes  de  valeurs 

X.    y.     z,     T, 
x-\-l.     v  +  r,.     •=-;-?,     T -t- S'. 

les  différentielles  totales  des  premiers  membres  de  ces  équations  par 

rapport   à  a?,  y,  z,  T,  où  H,  y],  'C,  £■  désignent  les  accroissements  des 

variables,  doivent  être  nulles.  l']n  supposant,  pour  simplifier,  (prou 

ait 

rf(.\, 'i.Z)  =  o.        ^(Tj.T,.Tj)  =  o. 

et  en  remarquant  (pie  f/(pH)  =  o,  il  vient 


dt-        du  \  du  à 


i-  ^  f  —  3Î,  -^  +  *  ^  -  x,,  dr^  +  X,    d^\  -  o, 
Oi'  \  du  de  / 

1  T^  cl  A  —  a  (  ;1|l      -r^  —Dh-^  -\-  x„  (/i)\\.  —  x,.  t/Jô  ) 
j  \  du  di'  } 

x'^   d(s\  —  o, 


du  dv 


Dans  ces  é(juations,  les  (.Tt,  dX,,  T)  figurant  hors  des  signes  r/  ont 
leurs  valeurs  correspondant  à  l'équilibre  et  comme,  à  l'équilibre,  on 
peut  supposer  le  réseau  orthogonal  (F  :=  o),  ces  valeurs  sont,  d'a[)rès 


ilD\l 

-K'-ïï)-^"^- 

dK. 

^^(0^)^.11^. 

d^£ 

=  ,/(<4)^.H(^ 
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les  formules  (  '(o), 

.m  1=0^,  X  =  o.  $  =  0^,  avec  ll=v/ËG. 

H  11  ' 

D'autre  part,  puisque  les  quanlilés  C,  ?,  (/  sont  nulles  à  l'équilihre. 
on  a 


(5o) 


les  aclioas  do  viscosilé  ^',  i,  (/  étant  données  par  les  formules  (2/1)  et 
les  dérivées  I']',  F',  (î'  par  les  formules  (i3),  dans  lesquelles  les  com- 
posantes l  ,  V,  W  de  la  vitesse  ont  pour  valeurs,  d'après  les  for- 
mules (i  i), 

(U.V.W)  =  ^%îlll^. 

]in  tenant  compte  de  cecpie 

«0  =   -:-  rtp  +    -— ,  .',  p  rfH   -h   I  I  f/&  =  O, 

dp     '         <Jl  '  r  > 

les  égalités  (5o)  deviennent 

i     /11-  '    ïn^r       rl'n  dQ\d\i        rf0.1  ,,  „ 

(5i)  '   d)Z   =  j^0r/F-f-2lLf, 

7u^  '    In  ir       rfr.  d&Xdïl        d&  .1 

d^X     =j^|^0./L-h^0-l-p^j-^4-^,.^J   +.H(j. 

avec 

(52)  "'  -^V      <^''  (^« 

I  dQ  =27  j-[.  -^ , 
I     -'.Ilf/II^Gf/E-H  Ef/G. 
Pour  obtenir  la  forme  (jue  prend  la  relation  supplémentaire,  il  faut 


iGo  l.     lui  Y. 

remarquer  que  la  lliéorie  analytique  de  la  chaleur  suppose  les  quan- 
tités ^ ->  r  —  T„  infiniuienl  petites  du  premier  ordre.   Il  suffit 

donc,  dans  la  relation  sup[)léinenlaire  (39),  de  faire  porter  la  différen- 
liation  sur  T  seulement.  En  remarquant  d'autre  part,  (pie  la  fonction 
dissij)ative  2cD  est  du  second  ordre  de  petitesse,  il  vient 


d?7  I      d 


11   du  \      Il   du  '  "*"  Il   rJr  V      II   t>.7  "  ^    »É   dV  ^' 


et  la  condition  au  contour  est  de  même 

an 

Supposons,  comme  cas  particulier,  que  la  nicnihrane  soit  plane  à 
réquililjre.  contenue,  par  exemple,  dans  le  plan  des  (-i",  v )  ;  on  aura 


E=:i,            F: 

=  0,            G=::l. 

11 

:=  1  ; 

dK=9^, 
du 

,„       di        an 
de         du 

...  _  d-  du 
du         dv 

E'=2  -;— , 

du 

P,       àV        d\ 

F'—  -7-  +  -;-> 
dv         du 

di' 

,  di}  d\ 
du          dv 

Les  actions  de  viscosité  seront  ainsi,  d'après  les  formules  (2/1), 

d\\         ..d\ 

ur)  +  ^''jr' 

1  /d\] 

(53] 


d\} 

âv 

4- 

du 

dV 
du 

-1- 

d\ 

dv 

Subsliluons  ces  expressions  dans  les  éi;alilés  (T)  i  )  ;  il  vieiulia 

dûn  =  20;3-!—     04-p—         —  +  —      -r--^,  :74-A-— 4----+-2N1— , 
dv        \  '    dp  J  \du        dv  J        dl  \du         dv  J  dv 

du        \  '^  dp  J  \du        dvj        dl  \dii         dv  /  du 
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et,  en  supposant  qu'à   ré(juilibre  la  membrane   soit  liomogène,   les 
équations  (  '|8)  nous  donneront 


)T  du  ^^  '         'dldu\Oii       dv)  dt 

,_,J    à'-r,  à&  d  (dl       àr,\      dQ  d=:      ,  .      ..^    d-     ( dl      dr,\     .,dl 


d\r, 


^dP 

équations  où  l'on  a  posé 


A  — -^   ,    d^ 
du-  "^  d^-' 


Ces  équations  (54)  généralisent  celles  qui  ont  été  données  jusqu'ici, 
où  l'on  supposait  la  température  constante  et  la  membrane  dénuée  de 
viscosité  ;  les  deux  premières  sont  analogues  à  celles  des  petits  mouve- 
ments plans  d'un  fluide  visqueux  et  l'on  voit  que  la  troisième,  qui 
détermine  le  mouvement  transversal,  est  indépendante  de  la  tempé- 
rature et  de  la  viscosité.  Les  résultats  obtenus  par  les  géomètres  qui 
ont  étudié  cette  équation  sont  donc  absolument  généraux  et  s'appli- 
quent aux  membranes  réelles.  Par  contre,  les  équations  qui  se  com- 
pliquent par  suite  de  la  viscosité  et  des  variations  de  la  température 
sont  précisément  celles  qui  présentent  les  plus  grandes  difficultés 
d'intégration. 

On  déduit  des  deux  premières  équations  (54)  l'équation  de  la  dila- 

.     •        di         dft 

tation  -r-  +  -^ 

du       ai' 

d^/dl,       &r,\  dQ./àl        dr,\       dQ  ..        .  à   .  f  di        dn\ 

^drAdr>^d:-)=-Pd^^[d7.^d^)^df^''--^d-t\Tu^d;-) 

et  l'équation  de  la  rotation  moyenne  't^ r^ 

'  •'du       ai' 

^  dl'\dn        dv)~  dt      \du        d^- 

lùiliii.  ré([uation  indélinie  de  la  tenq)éralure  devient 
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CHAPITRE  II. 

LES   OXDES   AU    POINT    DE    VI  E    ClM^MATIQLE. 

!<  I.  -  Préliminaires. 

Soil  il  une  courbe  mobile  Iracéc  sur  la  membrane  à  Tinstanl  /  ;  le 
long  de  celle  courbe  u  et  v  sont  des  fonctions  d'un  même  paramètre  w 
et  du  temps/,  de  sorte  que  ses  équations  s'obtiennent  en  adjoignant 
aux  écpiations  de  la  mendjrane 

(1)  ^■  =  /(„,r,t,,         y:=ir(u,r,l),         z  =  h{„,i;t), 
deux  équations  de  la  forme 

(2)  «  =  -/(r„.  /),  r:rr.|(w,0. 

Dans  le  plan  des  (u,v)  les  éipiations  (2)  représentent  une  courbe 
mobile  s  (jui  est  l'image  de  la  courbe  Z.  Nous  supposerons  cpie  la 
courbe  I]  partage  la  surface  de  la  membrane  en  deux  régions  distinctes 
que  nous  désignerons  par  les  indices  i  et  2  et  auxquelles  correspon- 
dent, dans  le  pian  des  (;/,  e),  deux  régions  i  et  2  bien. déterminées, 
séparées  par  la  courbe  ii. 

En  un  point  m  quelconque  de  la  courbe  S,  menons  une  demi-nor- 
male nm  a  cette  courbe  et  soient  a,  ^1  (  '  )  ses  cosinus  directeurs  respec- 
tivement proportionnels  à r-  et  à  — •  Définissons-les  par  la  double 

égalité 

«      _  _p__  ^ 
dv         du         r 

dû)  ÔM 

où  l'on  a  posé 


■=^+\/(^y+(^y5 


(')  Nous  désignons  également  par  a,  (3  les  cofinus  directeurs  de  la   normale 
extérieure  au  contour  (.],  mais  il  ne  peut  en  résulter  aucune  confusion. 
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nous  dirons  que  la  denii-norniale  mit  a  élc  menée  vers  la  région  2  par 
définition.  iNous  avons  donc 

(3)  -—  —  i-p.         --=—rc(. 
Cela  posé,  soient 

(4)  .r,:i=/,(«.r.  0-         J,  =  .A',(/M\  0.         ^,  =  /(,(«.  c,  0 
les  équations  de  la  région  i  de  la  membrane  et 

(5)  .i\_z=/^(ii.i\t),        j-2  —  ff-.{u,v,l),         z,=  lu_{u.v,t) 

les  équations  de  la  région  2.  Il  peut  arriver  que  la  courbe  i  jouisse  de 
cette  propriété  que  les  fonctions  (4)  et  (5)  aient  deux  à  deux  la  même 
valeur  tout  le  long  de  la  courbe  S,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  par 
rapport  à  (//,  v,  /)  jusqu'à  l'ordre  n  ~  \  inclusivement,  mais  qu'il  n'en 
soit  plus  de  même  pour  une  au  moins  des  dérivées  d'ordre  n  ;  (ju'ou  ail 
par  exemple 

du"'         du"- 

On  dit  alors  que  la  courbe  2^  est  une  onde  cV ordre  11  ou  encore  une 
ligne  de  discontinuité  d'ordre  n  pour  les  coordonnées  des  différents 
points  de  la  membrane  ;  cette  courbe  peut,  en  même  temps,  être  une 
onde  d'un  ordre  différent  de  n  pour  une  autre  fonction  de  (;/,  f,  ï). 
Une  onde  du  premier  ordre  pour  les  coordonnées  s'appelle  aussi  une 
onde  de  choc,  parce  qu'à  la  traversée  d'une  telle  onde  les  composantes 
de  la  vitesse  sont  discontinues,  tout  comme  cela  arrive  quand  deux 
corps  se  choquent  ;  une  onde  du  second  ordre  pour  les  coordonnées 
s'appelle  aussi  une  onde  d'accélération,  parce  qu'à  la  traversée  d'une 
telle  onde  les  composantes  de  l'accélération  sont  en  général  discon- 
tinues. 

Si  une  telle  onde  1  existe  pour  toutes  les  valeurs  de  ?  correspondant 
à  un  certain  laps  de  temps,  on  dit  que  l'onde  considérée  est  une  onde 
persistante.  Ce  sont  les  propriétés  des  ondes  persistantes  que  nous 
nous  projiosons  d'étudier. 
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§  II.  —  Vitesse  de  propagation  de  l'image  de  l'onde. 

Soient  -S  et  -S'  les  images  de  l'onde  dans  le  plan  des  (ua')  aux  ins- 
tants /  el  t  -h  dt  :  la  demi-normale  mn  à  la  courbe  .S  ou  son  prolonge- 
ment rencontre  S'  en  un  point  m'.  Soit  dn  =  mm'  la  valeur  algébri(|uc 
du  segment  mm'  compté  positivement  suivant  la  demi-normale  mn  ;  la 
vitesse  de  propagation  V„  de  l'image  .s  de  l'onde  1  est  définie  par 
l'égalité 

(/il 

^"^  dï' 

elle  est  donc  positive  si    la  propagation  se  fait  de  la  région  i  vers  la 
région  2  et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Calculons  V^  et  soient  (//,  t'),  («  -+-  du,  r  +  d^')  les  coordonnées  des 
points  m  et  m',  auxquelles  correspondent  les  valeurs  respectives  (eu,  /), 
(co  -+-  ddi,  t  -+-  dl)  des  paramètres.  On  a 

,  ,        Ou   ,        Ou 

au  =  a  dn  rr  -—  «oj  H — r-  f//  ; 
ow  Ol 


de  là,  la  première  des  égalités 

Ou  d',1        Ou 

a  v  0=  -T -, — I — r-' 

6*0)    dt  Ot 

«  V—  '^''  '^'*'       ''' 

la  seconde  s'établissant  d'une  manière  analogue.  En  les  multipliant 
respectivement  par  a,  3  et  ajoutant  membre  à  membre,  le  coefficient 

de  ^est  nul  en  vertu  des  égalités  (5  )  et  il  vient 

D'après  les  égalités  (3),  on  peut  écrire  aussi 
"      /•D(w,  0" 
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§  III.  —  Discontinuités  du  premier  ordre. 

D'une  manière  générale,  nous  désignerons  par  o'  l'accroissement 
brusque  qu'éprouve  une  quantité  discontinue,  quand  on  franchit  la 
ligne  de  discontinuité  21  en  passant  de  la  région  i  à  la  région  i  ;  l'ac- 
cent ayant  pour  but  d'éviter  toute  confusion  avec  le  symbole  o  employé 
dans  le  calcul  des  variations.  Supposons  que  S  soit  une  onde  de  choc, 
c'est-à-dire  une  ligne  de  discontinuité  du  premier  ordre  :  les  expres- 
sions (4)  et  (5) des  coordonnées  coïncident  deux  à  deux  tout  le  long 
de  S,  mais  il  n'en  est  plus  de  même  d'une  au  moins  des  dérivées  par- 
tielles  .  '   ■  Suivant  la  notation  que  nous  venons  d'adopter,  nous 

poserons  donc 

^1  O.r dx.^        àji, 

du        On         du 

Cl  Ton  peut  évidemment  intervertir  à  volonté  les  caractéristiques  ô 
et  o'. 

L'onde  i^  étant  du  premier  ordre,  nous  avons 

(7)  o'(>r.  j,  ;)=r  o 

et  ces  égalités  doivent  avoir  lieu  tout  le  long  de  I  à  l'inslanl  /,  c'est- 
à-dire  qu'étant  vérifiées  par  les  valeurs  (m,  t',  t)  des  jjaramètres,  elles 
doivent  l'être  encore  parles  valeurs  (//  +  du,  v  +  dv,  i),duel  dv  avant 
pour  expressions 

(8)  ./(„,„)=  '^l^./co; 


il  en  n'sultc  qu'on  doit  avoir 


d  è'x  ,        d  ô'x  , 

—. —  au  H ; —  ac  =  o, 

ou  Ov 


ou 


/„\  ^(  '^'^  J  ^,0x, 

au  Oi' 

ainsi  (jue  doux  égalités  analogues  pour  _>- cl  ;.   Drs  lors,  d'après  les 
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égalités  (3)  cl  (8),  nous  pourrons  écrire 
,,  dx       ^.  dx 

"  Tu  J  i:' _-, 

X  désignant  une  certaine  fonction  de  (m,  «',  /).  En  appelant  a  et  v  deux 
autres  fonctions  analogues,  nous  aurons  donc  les  deux  formules 
triples 

(lo)  l 

Ces  égalités,  qui  expriment  (ju'à  chaque  instant  le  lieu  des  points 
de  discontinuité  pour  les  dérivées  partielles  est  une  courbe  continue 
tracée  sur  la  membrane,  s'appellent,  d'après  M.  Hadaniard  (  '),  les 
conditions  identiques. 

Il  reste  à  exprimer  cpie  ce  lieu  des  points  de  discontinuilé  continue 
d'être  une  courbe  unique  tracée  sur  la  membrane  (juand  /  \arie  ;  nous 
obtiendrons  ainsi  ce  que  M.  Hadamard  (■)  a[)pelle  les  conditions  ciné- 
matiques  de  compatibilité.  Pour  cela,  il  faut  écrire  que  les  égalilés(7) 
sont  vérifiées,  non  seulement  par  les  valeurs  (m,  c,  /)  des  paramètres, 
mais  aussi  par  les  valeurs  (u  +  du,  v  +  dv,  l  +  dt),  du  et  dv  ayant 
pour  expressions 

(il)  diii,  ^■)  —     \'    '  du>^ ^ — '-dl. 

do  ot 

Nous  avons  donc 

^,  àx  ^  ()x  ^  àx 

o'  -T—  du  +  o'  -T—  dv  4-  o'  -7—  dl  r=  o, 
ou  di'  ut 

ainsi  cpie  deux  égalités  analogues  pour  >'  et  :;.  Si  l'on  renq)lace  dans 
cette  égalité  du  et  dç  par  leurs  valeurs  (i  i),  le  coeflicient  de  dco  est 
nul  en  vertu  des  égalités  (8)  et  (9)  et  il  vient 

,,  dx  du        ^,  dx  ai'        ^.  àx 

0' 3--+-b'-T —4-0-^  =  0. 

du  dt  àv  dt  àt 

(')  .1.  IIadamaki).  Leçons  sur  tu  inopagaliun  des  ondes  cl  les  érjualions  de 
i Hyd rodynamiij ue ,  Cli.  Il,  !^  2. 

(')  J.  IIadamaiid,  Loc.  cit.,  (Jli.  II,  §  3. 
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Tenons  compte  enfin  des  formulcs(6)  et  (lo),  il  viendra 

o'-—  =  — /.\„. 

dt  " 

Nous  aurions  deux  formules  analogues  pour  y  et  :  ;  de  là  les  condi- 
tions cinématiqucs  de  compatibilité 

Les  égalités  (lo)  et  (12)  nous  montrent  <|a'une  onde  de  choc  est 
caractérisée  en  chacun  de  ses  points  par  trois  quantités  a,  u.,  v,  qu'on 
peut  regarder  comme  les  composantes  d'un  vecteur  appelé  f//AY;o/<//- 
nuité  au  point  considéré,  et  par  la  vitesse  de  propagation  V„  de  l'image 
de  l'onde. 


!^  IV.  ~  Expressions  des  dérivées  (j„.  .r\ z\)  en  fonction 

des  cosinus  directeurs  de  la  normale  et  de  la  tan- 
gente à  l'onde. 

Eu  un  point  M  de  l'onde  Z,  menons  la  demi-normale  M//^  à  l'onde 
située  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  région  2  et  menée  vers  celte 
région.  Nous  allons  calculer  les  cosinus  directeurs  a^j^o,  c^  de  cette 
demi-normale;  pour  cela,  il  y  a  bien  peu  à  changer  au  calcul  général 
de  a,  i,  c,  qui  a  été  fait  au  paragraphe  I  du  Chapitre  I. 

Au  lieu  de  la  formule  (5)  de  ce  Chapitre,  nous  aurons 

,,3)  (^'u)iciu  +  {x'^),dv 


v/Ej  r/«'H-  2 1'\  du  de  +■  G,  (h'- 


Avec  les  mêmes  notations,  appelons  x  -+-  D.r,  j  -+-  Dy,  ::  -h  D=  les 
coordonnées  d'un  point  M"  dé  2  voisin  de  M  et  correspondant  à  la 
valeur  tu  -1-  Do»  de  la  variable  co.  On  aura  encore 

(.4)  D.r=fx;,J-'-+-x,Jl)lV.. 

\       <7co  Où)/ 

formule  dans  laquelle  les  dérivées  x„  et.r[,  peuvent  être  prises  toutes 
deu.x  indilléremnient  mais  simultanément  soit  sur  la  région  i,  soit  sur 
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la  région  2.  En  effet,  il  résulte  des  conditions  identiques  (10)  qu'on  a, 
en  vertu  des  formules  (3), 

,    , .   du       ,   , .   dv       ,   ,  ^  du       ,    , .   dv 

U'ji  (J'j)  0'j>  O'ii 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  Dorénavant,  c[uand,  dans 
une  égalité,  des  quantités  dépendant  des  dérivées  du  premier  ordre 
pourront  être  affectées  indillërcmment  et  simultanément  de  l'indice  i 
ou  de  l'indice  2,  nous  n'écrirons  pas  ces  indices. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  tirer  de  l'égalité  précédente  cette 
conséquence  que  /•  reste  continu  à  la  traversée  de  l'onde.  En  cfl'et, 
d'après  s  cette  égalité  et  l'égalité  (i4)}  l'élément  linéaire  Ds  =  MM" 
suivant  l'onde  a  la  même  valeur  suivant  qu'on  y  alfecte  les  dérivées 
en  «/et  r  de  l'indice  i  ou  de  l'indice  2;  comme  on  a,  d'autre  part, 
\)s  =  k(h,  dn  désignant  l'image  mni  de  l'élément  D.s,  image  qui  a  une 
valeur  indépendante  des  indices,  on  a  forcément 

(  I  ■")  )  0'  k  =  o. 

Cela  posé,  revenons  au  calcul  de  a^ib-^^c,  :  la  condition  de  perpen- 
dicularité  des  éléments  MM'  et  MM"  s'écrira 


y, 


'^"         '^''  '[(x;,).w/// -4- (./•;.),./.']  =  0 


et  le  calcul  s'achèvera  comme  au  Chapitre  I  ;  nous  trouverons  ainsi 

(.r:.),(G,^-I'\;5)  +  (.r:.  ),(-F,st  +  K,p) 


(.G 


/.H, 


avec  deux  formules  analogues  pour  h.clc^.  Nous  ne  mettons  pas 
d'indice  au  bas  de  k  en  vertu  de  la  convention  faite. 

Soient  a,,h,,c,  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-normale  Mn, 
menée  en  M  à  l'onde  S  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  région  1  et 
dirigée  vers  l'extérieur  de  cette  région.  TJn  calcul  tout  pareil  au  pré- 
cédent nous  donnerait 

,..,,  ^  _  (x„),(G,Gt-F,(3)  +  (x:,),(-F,«+E,p) 

et  deux  formules  analogues  pour  //,  el  r,.  lui  vertu  de  la  convention 
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faite  relativcmcnl  aux  indices,  les  formules  (  16)  cl  (  i()')  et  leurs  ana- 
logues renlrenl  ainsi  dans  les  formules  générales 

""- Th  '-' 

j:,(Ga-Fp)  +  .y;.(-Fa  +  l-3) 


I       _:;:,(Ga-FP)+4(-Fot  +  EP) 
P   ~  /.H 

que  nous  avons  données  au  Chapitre  I  ;  nous  poserons 

o'az^a., —  «|,         n' b  =1 1).,— bi,         d' c  :=  c^  —  c,. 

Dorénavant,  nous  réserverons  exclusivement  les  notations  (a,  b,  c) 
pour  désigner  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-normale  à  l'onde 
menée  dans  le  plan  tangent  et  vers  la  région  2. 

Soient  a',  h' ,  c'  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  à  l'onde  - 
menée,  pour  fixer  les  idées,  dans  le  sens  des  eu  croissants  :  on  aura 

D(.r.  r. -) 


(«'.*',  c')=r 


D.ç 


OU,  d'après  la  formule  (  \'\)  et  puisqu'on  suppose  Dw  >  o, 

,  du         ,  àv 


V/  Z  •^"T-^-■^■T- 
Tenons  compte  des  formules  (3)  et  de  ce  que 

\/i((3^;,  -ax;,)-  =  A-, 

il  viendra  la  première  des  égalités 

1/ca'  ;=  (3  x'„  —  a  x[, . 

les  deux  autres  s'ojjtcnatil  d'une  manière  analogue. 

Les  formules  (17)  et  (18)  permettent  d'exprimer  les  dérivées  par 
rapport  à  11  el  à  r  des  coordonnées  en  fonction  des  cosinus  directeurs 

Jiiurn.  de  Math.  (6'  série),  tome  VIII.  —  Fasc.  Ill,  191...  '3 
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de  la  normale  cl  de   la  langente  à  Fonde.  Le  calcul  n"oiVie  aucune 
difficiilli'"  ;  si  nous  posons 


=      Ga-Fp, 
=  -F«  +EP, 


(>9) 

d'où  il  l'csulU'  ([ue 

(9,0)  wot  4-  /(|3  =  /«S 

nous  trouverons 

1h.v'„  rrz  c.Wa  +  na', 
ky'„—  y.\\b  +  nh', 
X"c„  =1  aile  -f-  lie'; 
1/x\r[,~^  j3II  a  —  ma' , 
kz[.  =  (311  f  —  me' . 
formules  dont  nous  l'erons  par  la  suite  un  usajj^e  frc(jucnl. 

§  V.  —  Variations  des  quantités  dépendant  des  dérivées 
du  premier  ordre. 

Les  formules  établies  dans  les  deux  derniers  paragraphes  vont  nous 
permettre  de  donner  une  forme  simple  aux  variations  0'  des  piimi- 
pales  fonctions  dépendant  des  dérivées  du  premier  ordre,  et  (jui 
sont 

K.      F.      G.      H.      p.      m.      II.      a.      h.      r. 

De  la  première  des  formules  (a)  du  Chapitre  I  on  déduit 

o'Er=i;â'(j-'„)^=i[(,r;j^-l-(.zr;,),]à'.r;,; 

mais,  d'après  les  formules  (10)  et  (21),  on  a 

o'.r„  =  a/, 
^' K-c» )i  +  {-^'u  )2 1  =  3( (  II, rt,  -t-  H,^,)  -f •  ( //,  +  II,) a'  ; 

il  vient  donc 

(22)  /.oI';r=5([  «(II,  !«,>,  +  II,irt;>.)4-  (/(,+  iu_)':Làl'\. 
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On  aurait  de  même 

(23)  /.o'G  =  ,3[3(H,ia,/. -+-  U.la,'/.)  —  {m^  +  m,)la'/.\. 

Soient,  d'autre  part,  A  et  B  deux  (}uantitt''s  discontinues  le  long 
de  2;  on  a  la  suite  d'identités 

(24)  o'(AH)  =  A.B,— A,B,=  \,o'B-h  B^q'A  =A,o'B  +  B,o'A 

=:-i[(A,-h  A,)q'B-+-(B,  +  B,)o'A]. 

La  deuxième  des  formules  (2)  du  Chapitre  I  nous  donne  ainsi 

o'F  =  io'(x>',)=r;iV  |[(x;,),+  (a;„ ),]q'^;. +  [(.<,),  + (.r;,),]o'.r;,;, 

ce  qui  peut  s'écrire,  d'après  les  formules  (10),  (21)  et  (21'), 

Passons  au  calcul  de  oH.  La  quatrième  des  égalités  (2)  du  Cha- 
pitre I  jointe  aux  identités  (24)  nous  donne 

2o'H'=(G,4-G2)o'E  — 2(F,H-Fo)o'F  +  (E,-i-E,)o'G; 

en  remplaçant  dans  cette  égalité  o'(E,  F,  G)  par  leurs  expressions 
(22),  (23),  (23),  les  termes  en  Sa'X  se  détruisent,  et  il  reste 

(26)  (11,4-  H,)o'H  =/,(H,i;rt,/.  -r  l\,la,l). 

Nous  avons  vu  (Chap.  1,  §  11)  qu'on  a  en  un  point  (juclconqne  de 
la  membrane 

pH=:p„H„. 

l'indice  zéro  se  rapportant  à  un  état  initial  choisi  une  fois  pour  toutes. 
En  appliquant  cette  égalité  à  deux  points  infiniment  voisins  situés  de 
part  et  d'autre  de  la  courbe  1,  et  en  passant  au  cas  limite  où  ces  deux 
points  se  confondraient  sur  cette  courbe,  il  viendra 

(27)  P,n,  =  p,H,=  p„n„, 

égalités  d'où  nous  déduisons 

H.  ^H,^H.+  H,^poH. 

P»  ?i  Pi-t-pj  Pi?! 
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Nous  pouvons  ainsi  exprimer  H,  et  IL,  en  fonction  de  p,,  ç,.,  et 
dep„H„. 

Mais  la  première  des  égalités  (27)  n'est  autre  que 

(28)  o'(pH)  =  o. 

ce  que  nous  pouvons  écriro,encore,  daprès  les  identités  ('■!■'{), 

(Il,  +  lL)o'p  +  (p,4-  p2)o'H  =  n. 

lleniplaçons  o'H  par  sa  valeur  tirée  de  l'égalité  (sO)  et  tenons 
compte  des  formules  (27'),  nous  obtenons 

pi  Pi   '  pi  +  pî 

Cette  égalité  tient  lieu  de  léquation  de  continuité  dans  l'étude  des 
discontinuités  du  premier  ordre. 

Les  variations  des  quantités  ///  et  /i  se  calculent  aisément  en  partant 
des  formules  (19),  (22),  (23),  (25);  les  termes  en  -a,  A,  Za.,7.  dis- 
paraissent et  l'on  trouve 

(3o)  0  //(  :r=— /,  3in'>,         V II  ^=  ky.la''}.. 

On  a  donc  bien,  d'après  légalité  (20), 

0'  /,  •  =  a  î'  /?(  -i-  3  0'  «  =  o, 

comme  nous  avions  déjà  eu  l'occasion  de  le  démontrer. 

Il  reste,  enfin,  à  calculer  les  variations  o'{a,  b,  c)  des  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  l'onde;  posons  pour  abréger 

et  la  première  des  formules  (17)  s'écrira 

iSous  avons  donc 

.,    _  N,  +  o'N  _  N,  „  ll.o'N  — N.S'H  _  2MV  _  ,      ^1 
11,-t-o'll        II, ~    11,(11, ^-'Vll)    -   II,  "'II,/ 
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Mais  régalilé  (28)  nous  donne  encore,  d'apiès  les  idenlilês  (24  ), 
p, o'II  -h  H,o'p  :=!  Ojo'IL  +  Hjo'p  =  0; 
nous  pouvons  doue  écrire  la  première  des  éi^alités 

H2  ,  pi 

Ao  a  =  -p; h  Aa,  — -} 

H,  -  p, 

la  deuviènie    s'oblenant   d'une    manière    analogue.    Calculons    0  W. 
D'après  les  identités  (24),  nous  avons 

o'X  =  «(,'5'(.7-„  )  +  (.r'„)^d'  m  -+-  /i|0'(.z-',,)  -I-  (j'[,)jrj'/;  ; 

tenons  compte    des  formules  (10),  (20),  (21),  (21'),  (3o)  et  nous 
trouverons  facilement 

Substituons  alors  cette  expression  dans  celles  qui  viennent  d'élre 
obtenues  pour  /iO'a  et  nous  trouverons  la  première  des  doubles  éga- 
lités 

/.  —  a'^La'l  ô'p 


11,  '   p,   ""  H, 

les  deux  autres  s'oblenant  d'une  manière  analogue. 

!^  VI.  —  Vitesses  de  propagation  d'une  onde  de  choc. 

Considérons,  sur  la  membrane  à  l'instant  /,  l'onde  1  et  la  courbe  D', 
lieu  des  points  de  la  membrane  à  l'instant  /  qui  seront  atteints  par 
l'onde  à  l'instant  t-\-dt.  Supposons  (jue  celte  courbe  2'  soit  située 
dans  la  région  2  :  on  dira  alors  ([ue  l'onde  se  propage  de  la  région  i 
vers  la  région  2,  ou  encore  que  le  mouvement  i  se  propage  dans  le 
mouvement  2.  Dans  ces  conditions,   la  demi-normale  }Ait.,  menée  à 
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l'onde  -  au  point  M  dans  le  plan  langent  en  M  à  la  région  2  et  vers 
cette  région  coupe  la  courbe  il'  en  un  point  M!,.  Soit  dN„  =  MM.',  la 
valeur  algébri(|uc  du  segment  MM.,  compté  positivement  suivant  la 
demi-normale;  la  quantité 

^-~  f/t 

s'appelle  la  vi/csse  de  propaij:atioii  de  ronde  se  propageant  de  la 
région  i  vers  la  région  2.  Nous  allons  calculer  cette  vitesse  cpii,  d'après 
les  hypothèses  faites,  est  forcément  positive. 

Soient  x  +  dx,  y  -\-  dy,  z  +  dz\e?,  coordonnées  du  point  M!,  cor- 
respondant aux  valeurs  (u-+-dii,  r -t- cA-)  des  paramètres  (;/,  c); 
puisque  la  courbe  Z'  est  tracée  sur  la  membrane  à  l'instant  /,  pour 
calculer  d{x,y,  :■),  on  doit  laisser/  constant  dans  les  équations  (5) 
qui  représentent  la  région  2  et  ne  le  faire  varier  que  dans  les  équa- 
tions (2).  On  obtient  ainsi 

dx  =  (  j:''„  )2  du  ■+-  {.fDi  di\ 
avec 

,,         ,        f)i  II,  (•)   ,         d(i/,v)   , 
(11)  d{ii.v)=  '  du)  +     ^^       ■  dl, 

et  l'on  aurait  deux  expressions  analogues  pour  dy  et  dz  ;  nous  avons 
donc 

Tenons  compte  des  formules  (3)  et  (18)  et  nous  obtiendrons,  après 
avoir  divisé  par  dl,  la  première  des  égalités 

,      ,dw        ,    ,  ^   Oit       ,    ,  ^   dv 

■     „         ,    ,  ,d(3i        ,    ,  ^   du        ,    ,  ^    di' 

,     ,d(ii        ,  ,  .    du       ,  , ,  àv 

les  deux  autres  s'obtenant  de  la  môme  manière. 

Multiplions-les  alors  respectivement  par  a.,  h.,,  c,  et  ajoutons-les 
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membre  à  membre  :  le  coefficienl  de  ~  esL  nul  el  il  resLe 

(ht        ,     .      (>v\ 


=v«^[(^")-^^ +  (-:•) 


lui  remplaçant  a^,  l>..^  ''^  par  leurs  valeurs  fournies  par  les  for- 
mules (17),  OÙ  les  quantités  discontinues  à  la  traversée  de  l'onde  sont 
afTcctées  de  l'indice  2,  on  trouve  aisément 

IL  /     {)a        „  ôv  \ 


k  V    di       "^  dt  ) 
et,  d'après  la  formule  ((ij, 
(32)  /,\'),=  1I,V„. 

ÎNous  avons  supposé  que  la  courbe -' se  trouvait  dans  la  n'-^ion  2; 
si  elle  se  trouve  dans  la  ré|j;ion  1,  on  dit  (|ue  le  mouvement  2  se  pro- 
page dans  le  mouvement  i.  Dans  ces  conditions,  la  courbe  11  rencontre 
en  un  point  M',  le  prolongement  de  la  demi-normale  Mn,  menée  en  M 
à  la  courbe  Z  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  région  i  et  vers  l'exté- 
rieur de  cette  région.  Soit  (/N,  =  MM',  la  valeur  algébrique  du 
segment  MM',  conq)lé  positivement  suivant  la  demi-normale;  la 
quantité 

afiV, 
dl 


Vr- 


s'ap[)elie  la  vitesse  de  propa'j:ulii)n  de  l'onde  se  propageant  de  la 
région  2  vers  la  région  i.  D'après  les  liypotlièses  faites,  cette  \ilesse 
est  forcément  négative. 

Un  calcul  tout  à  fait  analogue  au  précédent  nous  donnerait  alors 

(32')  Av/,=  n,v;, 

on  niellant  \  „  à  la  place  de  V„  pour  désigticM-  la  vitesse  de  propagalion 
de  l'image  de  Tonde  dans  le  plan  des  («,  v)  et  afin  d'éviter   toute 
confusion,  car  ces  vitesses  V,  et  V'„  sont  de  signes  contraires. 
Mais,  supposons  qu'on  ait 

V„-t-V;  =  o; 
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alors,  les  égalités  (Sa)  et  (32'),  multipliées  respectivement  par  5j 
et  p,,  puis  ajoutées  membre  à  membre,  donnent,  d'après  la  première 
des  égalités  (27), 

(33)  p,V',4-p5\'),  =  o. 

Nous  obtenons  ainsi  Textension  au  cas  des  membranes  d'une  rela- 
tion élai)lie  en  Hydrodynamique  par  Kicmann  dans  le  cas  des  ondes 
planes  et  généralisée  par  M.  Jouguct  (  '  ). 


§  VII.  —  Discontinuités  du  second  ordre. 

Supposons,  maintenant,  que  la  courbe  S  tracée  sur  la  membrane 
soit  une  onde  du  second  ordre  par  rapport  aux  coordonnées,  ou, 
comme  on  dit  encore,  une  onde  d'accélération  :  les  dérivées  du  pre- 
mier ordre  de  x^y,  z  resteront  continues  à  la  traversée  de  l'onde  et, 
avec  la  noiitlion  adoptée,  nous  aurons 

(ûa)  0    -7 ^  O. 

Dès  lors,  la  membrane  admettra  un  plan  tangent  unique  en  cliaque 
point  de  S,  les  demi-normales  M/t,  et  M/ij  se  confondront  en  une 
demi-normale  unique,  et  les  formules  (17),  (18),  (^19),  (20),  (21), 
(21')  devront  être  utilisées  telles  quelles,  sans  indice  au  bas  des  quan- 
tités qui  tout  à  l'heure  étaient  discontinues. 

D'autre  part,  les  égalités  (32)  et  (32')  se  réduisent  à  une  formule 
unique 

(35)  /,V'  =  1IV„. 

en  ajïpelant  V  la  vitesse  ilc  pro[)agalion  de  Tonde  qui  est  positive  ou 
négative  suivant  (jue  le  mouvement  1  se  propage  dans  le  mouvement  2 
ou  inversement. 

Revenons  aux  égalités  (34)  et-  écrivons  qu'elles  sont  vériliées  tout 


(')  P.  DiuEM,  Recherches  sur  V llydrodynaniique^  i"^  série,  ilcuxièiiie  l'ai  Lie, 

a..i.  s;  1. 
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le  long  de  la  courbe  i  à  riiistaiit  /.  Nous  aurons,  par  exemple, 
„  d-.v  ,         ^,  d-x     , 

0  -T—r  dit  -+-  0  -^i T-  «('  =  0, 

air  Ou  dv 


(36) 


avec 


- — r-  du  +  0'  -7-r  dv  =  o, 
dv  du  at' 


(8)  ,/(„,,)  =:^i^^.,. 

^    '  dM 

Si   nous   tenons  coniple   des  formules  (3),  les  égaillés  (56)  nous 
cnseigncnl  qu'il   existe  en   chaque  [)oint  de  il  une  quantité  A,  telle 

qu'on  ait 

^,  d'^x  .,   d-x 

à  -T-r  û  ^i — r- 

du^  du  dv       , 

=  /«, 


ce 

(3 

<3' 

d'-x 
àv  du 

o' 

d^x 

Nous  aurions  pour  y  et  z  des  égalités  analogues;  si  donc  nous 
désignons  par  ;j.  et  V  deux  autres  quantités,  nous  obtiendrons  les  for- 
mules 

I'>u  écrivant  cnlin  que  les  autres  égalités  (3'|) 
(38)  0'       J        ^  o 

sont  vérifiées  tout  le  long  de  1  à  l'instant  /,  nous  aurons  [loiir  la  pre- 


mière 


^ — r-  du  -\-  o'  ,  ',   dv  =z  o, 
dt  du  dl  dv  ' 


<lu  et  <h-  étant  donnés  par  la  double  formule  (^H);  d'après  les  for- 

Jouin.  de  Math.  (!)•  scrie),  lniiie  VUI.  —  Fasc.  IM,  ifji->.  ^^ 
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mules  (3),  nous  pouvons  donc  écrire 
,5  ,  »,  d^x  ,,  d-x 

{Sa)  0     -r r—  3—0    -; T"   3(  =  O. 

Cela  pose,  il  reste  à  exprimer  que  le  lieu  des  points  de  discontinuité 
continue  d'être  une  courbe  tracée  sur  la  membrane  quand  /  varie. 
Pour  cela,  il  faut  exprimer  que  les  égalités  (34)  sont  vérifiées,  non 
seulement  par  les  valeurs  (//,  c,  /)  des  paramètres,  mais  aussi  par  les 
valeurs  («  -f-  du,  r  +  d\\  t  +  dl),  du  et  dv  ayant  pour  expressions 

(n)  d{u.v)—     \      VcoH ^ — (II; 

01,)  dt 

nous  obtenons  ainsi  des  égalités  telles  (|ue 

^, c^'.r  d^x    ,        ,,  ô'-x    , 

ou-  au  (71'  au  dt 

-.,  à-x     ,         -^d-x      ,         ,,  d-x     , 
o  - — --  ilu  -+-  r)  — —      (/^•  ■+-  0  - — -  dl  =  o. 
didu  dl-  dl' dt 

Si  nous  remplaçons  dans  ces  égalités  r///  et  f/rpar  leurs  valeurs  (11), 
le  coefficient  de  dw  est  nul  d'a[)rès  les  égalités  (36)  et  (8),  et  il 
reste 

^,d-x     du       ^,   d-x    dl'       ^,  d'-x    

"  ^^     11  '^°  dlûfi-  dï'^°  dJTdt  ~  ^' 
,,   d^x    du        ,.  d-x      dl'        -.,  d-x 

0     -, : r ho     -— ^  -r    H-  0     -r r-    =:=  O. 

dl'  du  dt  dl-       dt  dl'  dt 

Tenons  compte  enfin  des  égalités  (  3^)  et  (G),  nous  aurons 


-,  à-x  ,.  ,,       .,  d-x 

du  dt  ^  dl-  dt 


x'/.  V„  +  ô'    j     ',,  ;^  o.  jjÂ  V'o  -t-  à'  -Y— T.  =  °' 


résultat   qui   vérifie  idcnticjuement  l'égalité  (3()).   Nous  aurions  des 
résultats  semblables  pour^  et  z  ;  de  là,  les  deux  groupes  de  formules 

l'icrivons  enliu   (pie  les  formules  (38)   sont  vérifiées   (oui  le  long 
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lie  ronde  i]  el  à  clia(jiie  instant;  nous  aurons,  pour  la  proniirrc  de  ces 
formules, 

0'  -— -  (fil  +  0'  -—y-  dv  4-  0'  — —  (/<  =  o. 
<jt  Ou  <)l  ov  01- 

Si  l'on  remplace  (///  et  dv  [)ar  leurs  valeurs  (ii),  le  coet'licienl  ûalM 
est  nul  en  vertu  des  formules  Ci)  et  (/\o'),  et  il  reste 

,,   dKr    àii         ,,  ô-t:    àt'        ^,d-a:  

Tenons  compte  alors  des  égalités  (6)  et  (4o),  et  nous  obtiendrons 
la  première  des  formules 

les  deux  autres  s'oblenant  d'une  manière  toute  semblable. 

Ainsi,  tout  comme  une  discontinuité  du  premier  ordre,  une  discon- 
tinuité du  second  ordre  est  caractérisée  en  cliaque  point  de  l'onde  par 
un  vecteur  discontinuité  (A,  [i.,  v)el  la  vitesse  de  propagation  Vj  de 
l'image  de  l'onde. 


iî  VIII.  —  Variations  des  quantités  dépendant  des  dérivées 
du  second  ordre  des  coordonnées. 

Les  formules  obtenues  au  précédent  paragrapbe  vont  nous  per- 
mettre de  calculer  aisément  les  variations  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  des  quantités 

Iv     F.    G.     11.    f>.     H. 
Tout  d'abord,  les  formules  (2)  du  Chapitre  ï  nous  donnent 

jj,  ôE •^    ,j,,  d-j?  ^,  dE  _    •^    ,  ,,   ()-x  ,,  dE  _    «^    ,  ^,  à'.T 

"       '"  '       ITi' 

du 


^,  Oli          V     ,  ^,d-X  M  t(li>          'V'     .   ^,    d- X             s.dVu          v^     ,  ^,   0^ 

0    -T—  =  2    y    X,,<i    -p-T-J  0    —-  ^=  2    >   X,,  0     -r —i  0 ^—  =  2   7    X.,0    -^r— 

du        ^mi    "     du-  dv         ^          dudv             de         ^          du 

^,dl'  v  /   ,  -^.d^x            ,  ,,   d-x 

du  ^u\   "^     du-                   de  du 

^,dV  -v  /   ,  .,   d-x           ,  .,d^x\ 

dv  ^  \    "^     du  dv          "      rfc-  / 

,,  t)F  v^  /    .  ,,   d^x           ,  ^,  d^x 

'>     -:-    -^    y     [  X„  0 r (-  X„  0     -T r- 

dt  ^^\         dudt.          "      dvd(, 

^,  dCw         x^     ,„   d'-x  ^,dG          v^     ...d-x           ..dCi          \^     ,  ,,  d'.t 

0    — -    =  2    >    X^O    -, r-i  0    ---  =  2    >    X^O    -r^>             O^r-   ~  2   >    ./,,0    -T ; 

<;«          ^          de  du  dv          ^           di-               dt          --<          d\- d 


d^■  dt 


Tenons  compte,  maintenant,  des  formules  (21),  (21'j  et  des  for- 
mules (37)  et  (4o)  :  les  neuf  égalités  précédentes  pourront  se  con- 
denser dans  les  trois  formules  triples 

^■0'  ^^^f ';.  ^^  =  2a(a.  (3.  -  VJ  (y.Ulal  +  nia'}.). 

dF 
(42)      ^  /.o'        "  =  {(X.5.  —  \„)\:ixpUlal  +  i-  me.  -h  n?>)la'/.]. 

ko'  ,,  ^^     ,  =  2S(=(.  3.  -  V„)  (Sllifl),  -  wiff'/.). 

Cela  posé,  la  quatrième  des  formules  (2)  du  (".liapitre  I  nous 
donne 

„.,(;M      ^.,dE  „^,dV  „.,dG 

au              ou  ou  du 

ainsi  que  deux  égali  lés  analogues  pour  les  dérivées  par  rapporta  r  et  à /. 
En  y  remplaçant  les  variations  des  dérivées  de  E,  E,  (i  piii'  leurs 
valeurs  (4^),  nous  obtiendrons  la  formule  triple 

(/.3)  â'^^^=(«.p.-V„)/.-i«/.. 

Enfin,  l'équation  de  continuité  pH=  p„H„  nous  donne 
.,      <^ll  „.,       do 

PO    -T-, r  +  U  0    ^; ■ =:  O  : 

nous  avons  donc,  en  vertu  des  formules  (/j3), 
(44)  o'-^^^-.t^.,p.-yjAiui. 

Nous  savons,  d'après  Téqualion  caractèristi<jue 

'       (10 

que  la  tension  0  en  un  point  de  la  membrane  est  une  fonction  Unie  de 
la  densité  p  et  de  la  température  absolue  T.  D'après  les  formules  (44); 
l'onde  d'accélération  considérée  est  du  premier  ordre  pour  la  densité  ; 
supposons  qu'elle  soit  également  du  ()remier  ordre  pour  la  tempéra- 
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turc.  On  aura  alors  en  cliaqne  point  de  l'onde 

ô  T  =1  o. 

une  au  moins  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  T  étant  dis- 
continue à  la  traversée  de  Fonde.  Kn  raisonnant  comme  au  para- 
graphe ni  du  présent  Chapitre,  nous  reconnaîtrions  (]u'il  existe  en 
chaque  point  de  S  une  quantité  -  telle  qu'on  ait 

(45)  o'^^^  =  (..?.-Vo).. 

Ce  résultat  obtenu,  les  dérivées  de  0  sont  liées  à  celles  de  p  et  de  T 
par  des  relations  de  la  forme 

du        t)p  du       d'Y  du' 

nous  en  déduisons  immédiatement  les  variations  des  dérivées  de  0  qui 
sont,  d'après  les  formules  (14)  et  (45), 


d&  ,      ,        .,  .(      p  .dQ^    ^       dQ 


(^«)  ^'j(^=(-P--^^»)'--^'-"-^-«^' 


§  IX.  —  Discontinuités  d'ordre  supérieur. 

Les  formules  auxquelles  nous  sommes  parvenus  pour  les  disconti- 
nuités du  second  ordre  se  généralisent  aisément.  L'onde  1  étant 
supposée  d'ordre  //  par  ra[)porl  aux  coordonnées  x,y,  z,  toutes  les 
dérivées  de  ces  fonctions  par  rapport  à  (m,  v,  t)  jusqu'à  celles  d'ordre 
/«  —  I  inclusivement  sont  continues  quand  on  passe  de  la  région  i  à  la 
région  2  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  d'une  au  moins  des  dérivées 
d'ordre  //,  qui  subit  une  variation  brustpie  à  la  traversée  de  l'onde. 

On  reconnaît  alors  que  les  variations  des  dérivées  d'ordre  //  des 
coordonnées  sont  exprimées  par  les  formules 

(^■)  ^'S¥^  =  ^-"^"(-^'«)^^^''^'"^)        (/.-f74-'-  =  "). 

où  A,  [Ji,  V  désignent  les  composantes  du  vecteur  discontinuité  et  V„  la 
vitesse  de  propagation  de  l'image  de  i'onde. 
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L'onde  est,   en  géïK-ral,   d'ordre  11  —  i   par  rapport  aux  qiianlilôs 
E.     F.     G.     II.     0. 

el  Ion   IroiivL-  It^s   t'orniules   suivaiiles  (pii   gcncraliseni  les  formules 
(4•^),(43)el(44): 


(48)     <   /.o 


d"-'! 


— ^^ ^- — -  =  2  «''+' 3'/ (—¥(,)'•-•(  ail  i;rtX  +  /(irt'À). 


a»-' F 


^j^^^^^^^^^^^^  =  a"  pn  _  V  J'--' [  2  a|3  H  :;  ^ },  +  { - /«  a  + // ;3  )  i  a' ).  ] . 


<}''-'G 


,    ^''   '" — ;  =5(''S'/(— V„)'-'/iaX. 

^    ^"~'^ — r  =-  -^a''P''(— V„)'-'/,i«"/.. 
dii''àvi  ât'-'  Il      '^   ^  ' 


lùiiîn,  si  Tonde  est  aussi  d'ordre  //  —  i  pour  T,  il  existe  une  quan- 
tité ~  telle  que 


et  les  variations  des  dérivées  de  0  sont  données  par  la  formule 

de 

du"ài-idC'-'  — -•  >-  ^       •"'       \      H  '  dp 


CHAPITRE  III. 

LES    O.NDRS    DE    CHOC.    (  ') 


S$  I.  —  Emploi  de  l'équation  fondamentale  de  l'énergétique. 

Supposons  qu'à  l'inslant  /  la  membrane  soit  le  siège  d'une  onde  de 
choc  i;  :  traçons  sur  la  membrane  une  courbe  1""  la  divisant  en  deux 

(')    Les    ont/es   de    clioc    dans     le    nioitvemenl    des    membranes    flexibles 
{Comptes  rendus,  iS  mars  nji'.'.,  t.  CI-IV.  p.  709). 
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parties  (jue  nous  dc-sij^nerons  par  les  indices  a  cl  h,  cl  soienl  V„  cl  I''^ 
les  parties  du  contour  F  correspondant  à  chacune  de  ces  deux  régions; 
nous  aurons,  évidemment,  r=  V„  +  F^. 

La  courbe  F'  est  tracée  de  telle  sorte  qu'entre  les  instants  l  et 
t  -\-dl,  l'onde  se  trouve  tout  entière  dans  la  région  a  sans  toucher  la 
courbe  F'  en  aucun  point  ;  dans  ces  conditions  et  dans  le  même  inter- 
valle de  temps,  la  discontinuité  n'atteindra  aucun  point  de  la  région  h 
ni  de  son  contour  F'  -t-  F^. 

Soient  C,  C„,  C^  les  images  respectives  dans  le  plan  des  («,(')  des 
courbes  F',  F„,  Fj  tracées  sur  la  membrane;  nous  désignerons  par  les 
mêmes  indices  a  cib  les  deux  régions  du  plan  limitées  parles  contours 
C'  +  C„,  C  +  Cj  et  correspondant  à  celles  déterminées  sur  la  mem- 
brane par  la  courbe  F'. 

Gela  posé,  l'équation  fondamentale  de  1  Énergétique 

(  I  )  Otj  +  oÇ,,  +  ÔJ  —  0  I  <1»  =:  (), 

que  nous  avons  employée  (CJiap.  I,  §  IV)  pour  obtenir  les  équations 
du  mouvement,  suppose  les  accélérations  finies  en  chaque  point  du 
milieu  considéré;  il  n'en  sera  plus  de  même  si  le  milieu  est  le  siège 
d'une  onde  de  choc,  car  les  accélérations  des  points  rencontrés  par 
l'onde  sont  infinies.  Avec  M.  Duhem,  nous  ferons  l'hypothèse  que 
l'équation  précédente  est  encore  applicable  dans  ce  cas,  et  c'est  à  très 
peu  près  la  méthode  employée  par  cet  auteur  en  Hydrodynamique 
que  nous  allons  suivre,  pour  étudier  la  propagation  des  ondes  de 
choc  dans  les  membranes  (  '  ). 

Evaluons  lesdifTérents  termes  de  l'équation  (i  )  :  on  a  d'abord 


<lm. 


Les  composantes  de  la  vitesse  étant  discontinues  en  certains  points 
de  la  région  a,  nous  écrirons,  pour  les  points  de  cette  région,  les  com- 
posantes de  Taccéléralion  sous  la  forme 

L"— u     y— V     w  —  w 

dl      '  dt      '  dl      ~' 

(')  I'.  DiiiiEM,  Reclicroliex  sur  rilyihodyiKuiti'iiie.   v  l'aitio,  Cli.  I.  ^  ^i- 
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U',  A  ',  A\  '  désigiiaiil  les  coiuposanles  de  la  vitesse  à  l'inslaiil  /  +  dt  ; 
nous  avons  donc 

oj  =  —  fy  ^  ox  dm  —  -^  fy  (  U'  -  U  )  âr  dm  ; 
J^  ^  dL-  dt  J_  ^  '  ^ 

d'aiilre  part,  on  a  évidemmcnl 

o(?,,  =  ob,,„  -f-  ôô../,,         ôf  "I»  ^r  ôr't,,  +  OfA*!,  ; 
réqualion  (i  )  peut  donc  s'écrire 
(2)  A  +  B  =  o, 

en  posant 

iA  =—  fl(V—  U)  o.f  (/w 
-+- (•/<  (  ÔF,,„ — Or4>„-t-  /    i(?.c0.rf/ff+  /  IXox  dni\, 

f   h  ^.  dt  ( 0^,./,—  ditl>,,-+-  I    l(?^-dj-d(j  -i-        /   l-\-ô.r</ii 


Imposons  tout  d'abord  à  la  membrane  une  modilicalion  virtuelle 

qui  laisse  immobiles  tous  les  points  de  la  région  a  et  de  son  contour 

F'  -+-  r„.  On  aura,  dans  celte  modilication,  A  =:  o  et  l'équation  (2)  se 

réduira  à 

B  =  o. 

Par  des  calculs  analogues  à  ceux  qui  nous  ont  donné  les  équations 
générales  du  mouvement  d'une  membrane  (C.liap.  I,  §  1^  ),  nous  ver- 
rions (|u'on  doit  avoir  : 

! .    lui  toul  point  de  la  région  h 

(4)  {  1)11  Oi> 


2.   En  tout  |)oint  du  contour  Cj 

;   5.t— 2!(31la:;,— X.r;,)- 
ImpOSOnS  maintenant  à  la  membrane  un  déplacement  virtuel  (piel- 


,  ^ ,  ;   5.t  —  a  (  311  x'„  —  DZ .ri )  —  P  (—  Oï,  j;,  4-  T .r,'.  )  =  o , 
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conque;  nuilliplions  les  équations  (4)  respcclivenicnt  par  o(x,  y,  :'), 
du  (h-,  ajoutons-les  membre  à  membre  et  intégrons  dans  la  région  b\ 
il  viendra 

r  /* v^  r .>       à{  OTl x'„  —  Db x[. )       ôi—iX, x'„  +  <Sx[.  )'l  .     ,    j 

j  j„  2-  h  -* ô7, ^ d^' j  ^-^  '^"  '''  =  °- 

Ceci  peut  s'écrire  encore,  moyennant  une  intégration  par  parties, 

(6)  r/  2  r^'  ^"^  -(•'"■"  ■'■«  -  ^'^ ■'■'•)  ^-^-^  ^^■'■'''  -^  -•'■'•) ^1  ''"  '^'' 

+  r  i  [ a {  .Hl  x'„  —  dZ .r', )  +  3 (—  3b  J-;,  4-  U.V; )]oxdfj 

-^  1  ^  [5!'(  -"Tl  a-;,  —  3Tix;.)  +  ;3'(—  ot  .t'„  +  <f  x;,,)  ]  ô^r  «/t^  =  o, 

a',  ji'  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-normale  au  contour  C 
menée  vers  l'extérieur  de  l>. 

Mais,  d'après  l'égalité  (3i)  du  Chapitre  I,  on  a 

o?./,—  Ot  «!>,,=:-  f  f^\(^'^'-<—  ■^ï'O^p^  -f-(—  ^'^K+'i'0^jT-\  <l"dr; 
l'égalité  ((■))  peut  donc  s'écrire,  en  vertu  des  éfjuations  (5), 
oS^t,—  ôj<^,,-i-  j  ISjT  o,r  rfff  -h  /    Il  -\-  o.i-  du  tiv 

-H  ri[a:'(;iH  J-;,—  Ob.r;.)-+-  S'(—  =)ï,a;;,-t-  $x;,)]ôxc/!7=o. 

La  deuxième  des  égalités  (3)  devient  alors 

B  =—dt  fl[x'(OV.x'„—dLx[.)  -t-  i3'(—  dZ,a;'„-h'Sx[.)]àj'd'7, 

de  sorte  que  l'équation  (2)  s'écrit 

(7)  fl({—  V)o.rdm 

—  dl  I  ot^a—  Ojfba  +  i   IÇj.  or  d'j  -\-  j   1\  nx  dni\ 

t  I  l[oi'{C}Kx;,  —  ^xl)  +  p'{—  ^Zx'„-^(£xl)]dxd<j  =  o. 


+  dt 
Journ.  de  Math,  (i?  série),  tome  VIU.  —  Fasc.  III,  191 
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C'est  là  réquatioii  dont  nous  ctIIoiis  faire  usage  en  particularisant  la 
région  a. 

Considérons,  dans  le  plan  des  (//,  r),  les  images  -s  et  tS'  de  l'onde 
aux  instants  t  et  l  -hdt  (/ig-  i)  ;  ces  deux  courbes  déterminent  entre 
elles,  soit  seules  si  elles  sont  fermées  et  ne  rencontrent  pas  le  contour  C, 
soit  avec  une  poition  du  contour  C  comme  dans  le  cas  de  la  figure, 
une  région  r/,,  dont  la  largeur  on  un  point  //i  de  s  est  mm'  ^  ^u'il, 


si  la  propagation  se  fait  de  la  région  i  vers  la  région  a, .ce  rpie  nous 
allons  supposer  pour  fixer  les  idées.  Désignons  par  £,,  t.,  des  quantités 
finies  positives  et  prenons  comme  courbe  C  Fensendile  de  deux 
courbes,  l'une  C,  située  dans  la  région  i  à  la  distance  î,  dt  de  s, 
Tautre  C!,  située  dans  la  région  2  à  la  distance  t.^  dl  de  -s'  et  de  telle 
façon  (pi'en  passant  de  la  région  i  à  la  région  2,  on  rencontre  les  quatre 
courbes  considérées  dans  l'ordre  C',,  S,  rS',  C!,.  Si  nous  appelons  a,  la 
région  comprise  entre  C,  et  s,  a,  l^i  région  comprise  entre  j>'  et  (>.',, 
nous  aurons 

a  =  «.+  rt,  -t-  a.,. 


Si  l'image  -S  de  l'onde  est  une  courbe  fermée,  il  en  sera  de  même 
des  trois  autres  courbes  et  la  région  a  n'aura  aucune  partie  commune 
avec  le  contour  C;  on  aura  donc  C,,  =  o,  Ci  =  C.  Dans  le  cas  de  la 
figure,  au  contraire,  où  s  rencontre  le  contour  C,  le  contour  C„  se 
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compose  de  deux  parties,  r.^r.^,  '''l'-'i^  inriniiuenl  peliles  de  l'ordre 
de  dl. 

Cela  posé,  évaluons  les  difTérenls  ternies  de  ré(|ualion  (7)  en  com- 
mençant par  le  premier. 

Dans  la  région  a„  ([ui  appartient  à  la  région  a,  on  a 

dm  =  0,  Ho  du  dv  =  0  H  du  dç. 

en  vcilii  de  ré(piation  (27)  du  Chapitre  II  et  de  la  convention  (pie 
nous  avons  faite  (Cliap.  II,  §  IV)  relativement  aux  indices;  si  nous 
prenons  comme  élément  d'aire  dans  le  plan  des  (//,  v) 

mni  d'j  z^\  ^dt  ch. 

d'y  désignant  l'élément  d'arc  de  S,  on  aura 

dm  zr^pllXodtch. 

D'autre  part,  les  points  de  la  région  a„  sont  dans  la  région  2  à  l'ins- 
tant /  et  dans  la  région  i  à  l'instant  t-\-dl\  avec  la  notation  du  Cha- 
pitre il,  nous  avons  donc 

U'-U  =  U,-U2  =  -Ô'U, 
ce  qui  donne,  pour  le  premier  terme  de  l'équation  (7)  relatif  à  a^, 

—  dl  j  i  ô'  U  p  H  \'„  oj--  diy, 

l'intégration  s'étendant  à  toute  la  courbe  rS.  Les  régions  «,  et  a.^  don- 
neraient chacune  un  terme  analogue,  mais  où  o'U,  au  lieu  d'être  une 
quantité  généralement  finie,  serait  de  l'ordre  de  dt.  Ces  deux  termes 
sont  donc  négligeables  et  l'expression  précédente  représente  bien  à 
elle  seule  le  premier  terme  de  l'équation  (7);  comme  elle  est  de  l'ordre 
àe  dt  o(x",  j,  :;),  nous  négligerons  dans  l'équation  (7)  les  (juantités 
d'un  ordre  supérieur. 
Dès  lors,  l'expression 

rf/  (  —  Or  <I)^  +  /  i  G^  d.r  do  +  j   1\  o.r  dm\ 
est  négligeable  comme  étant  de  l'ordre  de  dt'^o(x,y,  z). 
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Occupous-noiis  de  la  deiiiiôcc  iiiléi;i'ali'  de  ré(|iiali()ii  (  -  )  (jiii  doit 
être  étendue  au  contour  C'  =  C'j  4-  Cl.  Le  long  de  C, ,  on  a  très  sensi- 
blement a'  =  a,  p'  =  p,  (a.?)  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la 
demi-normale  à  s  menée  vers  la  région  2,  et  l'on  peut,  sans  erreur 
sensible,  intégrer  le  long  de  8  en  prenant  pour  0  (x,  y,  z)  la  valeur  de 
ces  mêmes  quantités  sur -S  puisqu'elles  sont  continues;  le  long  de  C!,, 
on  a  très  sensiblement  a'  =:=  —  a,  ^'  =  —  ^  et  l'on  peut,  de  même,  sub- 
stituer-s  à  Cl  comme  cbemin  d'intégration.  Il  viendra  donc 

/  l[x'(  iHI  x],  —  =)b  x[.  )  -+-  ;3.'  (—  dX,  x'„  -1-  ^x;  )]   or  (h 

=       l  1[y.  { <")1l  x'„  —  Jb ;r ;,  )  -h  (3  ( —  Ob x'„  -t-  '■£x[. )] ,  ôx  rfc 

—  fl[»  (Oil.r;,  —  Jba-;,  )  +  ^  (—  Ob.r'„  -I-  ^x\,%  ô.r  d'y. 

les  deux  dernières  intégrations  s'étcndant  à  la  courbe  rS.  Posons  alors, 
pour  simplifier, 

i  n^,r=  «(divj-;,— jb^;,)  -+-  ;3(—  3ba-;,-f-  T^;,), 
(«)  Q,  =  «(.tl  j'  -  o-b  j;,)  +  ;3(-  .%  r;,  +  $/,), 

I  Q,=  a  (Ole  ;;,  -  Ot,  ,-;.)  +  ;3(-  3b  y„  +  «P  4); 
ré(juation  (7)  deviendra,  après  avoir  divisé  par  c//, 

( 9 )  /  -  ( P  H ^'u  '3'  L'  -•-  ^' 'v*x )  '^^  '1'^  +  âf  >■.(  =  o- 

Ainsi,  il  ne  nous  reste  plus  cpi'à  évalui-r  le  travail  \irluel  des 
actions  de  viscosité  ot~,,„  ;  d'après  ré(juatioii  précédente,  nous  ne 
devons  conserver  dans  oG,,„  (jue  les  termes  de  l'ordre  de  o{x,y,  z). 

D'après  les  formules  (3),  (10;  et  (17)  du  Chapitre  I,  on  a,  d'une 
manière  générale, 

(10)  ot„=— 2  /   /  'S\{i:x'„  —  3x\.)-^  +  {—3x'„-\-{{x\.)—^\\\(lii<h\ 

l'intégration  s'étendant  à  la  région  ilu  plan  des  (//,  v)  correspondant  à 
la  portion  de  membrane  considérée.  Pour  calculer  o{?,,„,  nous  devons 
donc  étendre  l'intégration  à  la  région  a,,  +  a,  -j-Oo. 

Tout  d'abord,  dans  les  régions  a,  el  a.,^  les  (piantités  Iv,  1''',  (1'  sont 
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linics  ;  il  en  est  donc  de  même  des  actions  de  viscosité  c,  -t,  ff  données 
par  les  formules  (24)  du  Cliapitre  1,  et,  comnne  les  aires  d'intégration 
sont  de  Tordre  de  dt,  ces  régions  donnent  lieu  à  un  terme  de  Tordre 
de    dt    '^.  '^'-^'r     qui    est   négligeable,    car   les    (luantités      '^}'^''^'^ 
et  0  (x-, /,  :r)  sont  du  même  ordre  de  grandeur. 

Les  points  de  la  région  a„  étant  balayés  par  Tonde  de  choc  entre  les 
instants  /  et  t-hd(,  les  dérivées  E',  F',  G' y  sont  infiniment  grandes  de 
Tordre  de  -7-)  et,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  composantes  de 
l'accélération  qui  étaient  du  même  ordre  d'inlinitude,  nous  écrirons 
pour  les  points  de  la  région  a„ 

I,,.       ,„_>ii:_E,-E,  _      o'E  p,__°lll  p'--^ 

^     '  Ot  "       dt       ""        dt'  "~        dt'  dt  ' 

Mais  les  expressions  données  des  actions  de  viscosité  i",  ^,  (J  suppo- 
saient jusqu'ici  les  dérivées  E',  F',  G'  très  petites  ou,  tout  au  moins, 
inférieures  à  une  certaine  limite  ;  nous  ne  savons  donc  pas  si  ces 
expressions  conserveront  un  sens  si  nous  y  remplaçons  ces  dérivées 
par  leurs  valeurs  actuelles  (i  i).  A  l'imitation  de  M.  Duhem,  qui  a  fait 
une  hypothèse  semblable  en  Hydrodynamique  ('),  nous  répondrons  à 
la  question, qui  se  pose  par  Thypolhèse  suivante  : 

Les  expressions 

I  2.::  =  AG5-hMG', 

(ri)  I  2J  =  AF5+MF', 

(  2f;=r  AE5-f-ME'. 

(pii  font  connaître  les  actions  de  viscosité  .::,  J,  i/,  lorsque  les  dérivées 
\i' ,  F',  G'  restent  très  petites,  sont  encore  valables  lorsque  ces  dérivées 
croissent  au  delà  de  toute  limite. 

Dès  lors,  dans  l'expression  (10)  relative  à  la  région  a„.  les  quantités 
C,  i,  (j  données  par  les  formules  précédentes  seront  de  Tordre  de -r 
si  les  accroissements  o'(E,  F,  G)  ne  sont  pas  nuls;  comme,  d'autre 
part,  la  région  a„  appartient  à  la  région  2  à  l'instant  /  où  se  fait  l'inté- 
gration, on  peut  prendre 

lIf/«fA=ll2Vo«'/f/<7, 

('  )  I'.  Dlhr.m,  loc.  cit. 
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di  élaiil  un  ùlcniL'iil  d'iirc  de  ^  ;  ceci  inoulre  que  op,,„  est  de  l'ordre 

,     do  (x,  V,  :)    ,.  .      . 

de  — 3- — ^- —  INous  aurons  ainsi 
d{u,  V) 

(i3)     05,.  =  -  ■y.dl  j'y\{Cx',—3x\.),^^-^  (_,f.,.'  +  g.r;,),^l  II,V„rfî. 

riiUégralion  élanl  faite  le  long  de  -s  et  l'indice  2   placé  au  bas  des 
parenthèses  indiquant  que  celles-ci  se  rapportent  à  la  région  2. 

Au  lieu  des  dérivées  de  0  {■^iXi  -)  suivant  les  axes  du  plan  des 

(h,  i),  introduisons  leurs  dérivées -r-  suivant  la  demi-normale  (a,  ^) 

à  rS  et  leurs  dérivées^  suivant  la  tangente  à  S  menée,  par  exemple, 

dans  le  sens  des  w  croissants;  on  trouve  aisément  les  formules 

d  0        .  () 

ihi  On  t/(7 

±__oà__     ± 

. .       .     ,,  •  >^  ,  1  ■    ■     •        do  (x^y,  zA 

qui  i)ermettent  d  exprimer  oo,.,,  au  moven   des   dérivées  — r- — ^— — 

D'après  cela,  l'équation  (())  devient 
(i4)  fl[pn\\â'V-hô'C)^)oxda 

—  ■?.dt  I  I,[x(Cx',^  —  ^xl).2-i-  ^{—  Sx'„+  {jx[,).2]—r—  U^XoCh 

—  2  dl  fl[^{Cx,^—3x[.),—  X  (—  ^X],  +  (;x[.),]  '^  11,  V„f/C7  Z=  o. 

C'est  là  réi[iialion  fondamentale  que  nous  voulions  obtenir  et  qu'il 
nous  reste  à  discuter. 


ïi  II.  —  Cas  d'une  membrane  affectée  de  viscosité. 

L'équation  {i'\)  doit  être  vérifiée,  quelles  ipie  soient  les  Jonctions 
^(x,y,  z)  \  supposons,  tout  d'abord,  qu'on  ail  tout  le  long  de  la 
courbe  $ 

-/  s  ,.   .         àà{x.  y,  z) 

0{x,r,^)^O,  «ou  -r-^ =  O. 


L\    PROPAGATION     DES    ONDES    DANS    LES    MEMnKANES     FLEXIBLES.         29I 

L'équation  (  i  '(  )  se  réduira  à  sa  deuxiènie  ligne 

et  devra  être  vérifiée,  (juelles  que  soient  les  dérivées  — -7J77— —  ;  o'i 
devra  donc  avoir  tout  le  long  de  si 


On 


dt[x(Cr 


é(juations  où  nous  avons  laissé  c//,  parce  que  les  quantités  (il,  -T,  ç)  r// 
sont  finies. 

Supposons  qu'on  ail  p  =  o,  a=  1  ;  il  reste  trois  équations  linéaires 
et  homogènes  en  i\  dl,  ?..  dl  qui,  prises  deux  à  deux,  ne  peuvent  avoir 
leurs  déterminants  tous  les  trois  nuls,  puisqu'ils  sont  respectivement 
proportionnels  aux  cosinus  directeurs  a'^,  b',,  c'  de  la  normale  au  plan 
tangent  à  la  région  2  mené  au  point  considéré  de  l'onde  1.  On  doit 
donc  avoir 

(i5)  C,dl^o,         ^,dl:^o 

et,  par  suite, 

(,'2  d/  =  0. 

D'après  les  égalités  (i  1)  et  (12)  et  l'expression  de  0  [Cliap.  I,  égalité 
(l 'l)],  les  équations  (k))  et  la  suivante  s'écrivent 

^  G,'  o'E  —  A.FjGj  o'F  +  ('^  l!:,G.+  M,H^  )  ÔG  =  o, 

—  A.lsGj  o'E  H-  2(  A,F|  —  M,H^  )  o'F  -  AjE.F,  o'G  =  o, 

('^  E,G,-i-  NLhA  o'E  -  A.E,F,  Ô'F  +  -^  E^  Ô'G  =  o; 

nous  avons  ainsi  un  système  de  trois  é({ualioiis  linéaires  et  homogènes 
entre  0' (E,  F,  G),  système  dont  le  déterminant  est  essentiellement 
positif,  sans  quoi  la  fonction  dissipative  ne  serait  pas,  dans  la  région  2, 
une  forme  quadratique  définie  positive  (Chap.  I,  §  III).  On  doit  donc 
avoir 

(16)  ô'E  =  o,        ô'F  =  o,        ô'G  =  o. 
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Il  rôsulte  alors  des  formules  (11)  que,  clans  la  réffion  a„,  on  a 
(E',  F',  G')  =  o,  ce  que  nous  devons  écrire  (Iv', ,  F!,,  G!,)  =  o,  puisque 
celte  région  appartient  à  la  région  2  à  l'instant  /  ;  on  a,  par  suite, 

d'après  les  formules  (12).  Si  nous  avions  supposé  un  sens  inverse  de 
propagation,  nous  aurions  eu  l'indice  1  à  la  place  de  l'indice  2  dans  ces 
égalités.  Nous  arrivons  donc  à  cette  première  conclusion  que  les 
actions  de  viscosité  sont  nulles,  en  tout  point  de  la  mendjrane  infini- 
ment voisine  de  l'onde  et  pris  sur  la  région  vers  laquelle  l'onde  se 
dirige. 

D'après  les  formules  (22),  (23),  (2.5)  du  (chapitre  II,  les  égalités (i(J) 
s'écrivent  d'une  manière  plus  explicite 

«(11,1^/,/,  +  H.irt.,},)  +  (fu+  /i.,)la'}.=o. 

a^{U,la,  A -i-  11,1(1.2/.)  +■    — ^ — ■ ^-^ ^-^la'l  —  o, 

^(U,la,'/.  +  11,1-7,/,)  —  (ni,-\-  m,)la''/.  =  o. 

La  première  et  la  troisième  de  ces  égalités  constituent  deux  éijua- 
tions  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  quantités 

n,la,l  +  \Lla.,l,     la'}., 

dont  le  déterminant  vaut  2/.-  d'après  les  formules  (i5)  et  (20)  du 
Chapitre  II.  On  doit  donc  avoir 

Il|i-/,>, -I    ILiwjÀ  =  0,         la'l  —  o, 

ce  qui  vérifie  la  deuxième  des  éf[uations  précédentes.  Il  résulle  alors 
des  formules  (2G)  cl  (28)  du  Chapitre  II  qu'on  a 

0'  H  :=  1.1,  'j'p  =r  o, 

de  sorte  que  la  formule  (2())  du  même  Chapitre  nous  donne 

(17)  l{a^-i-a,)l  —  o. 

lin  définitive,  une  onrle  de  choc  qui  se  propage  dans  une  memhiane 
affectée  de  viscosité  est  caractérisée  jiar  les  égalités 

(18)  o'p  =  0,  irt'Â:-=0, 
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d'où  se  dt'duit  immédiatement  l'égalité  (17).  Elles  expriiiiciil  qu'en 
cliacjue  point  M  de  l'onde  ï,  le  vecteur  discontinuité  (A,  a,  v)  se 
trouve  suivant  l'inlcrsection  du  plan  normal  à  l'onde  -  en  M  etdu  plan 
bissecteur  des  deux  plans  tangents  en  M  aux  régions  i  et  2,  (jui  tra- 
verse la  membrane  au  point  M. 


ncgton? 


m/__- 

_ *''Trl'..c,l 

/-^y\ 

Pkn  hissecceur 

La  ligure  a  représente  l'intersection  de  la  membrane  par  le  plan 
normal  à  l'onde. 

Il  résulte  des  égalités  (ij)  cjue  léciuation  (i4)  «(-•  réduit  à  sa  pre- 
mière ligne  et  qu'on  doit  avoir  pour  tout  déplacement  virtuel 


(■9) 


/^il'pIlVnO'U  +  0'O^)0X<^cr::=O. 


I'uis([iie  H  est  contiiuic  à  la  traversée  de  l'onde,  les  formules  (32) 
et  (32)  du  (^liapilre  II  rentrent  dans  la  formule  unique 

A\''=:HV„. 

t?  désignant  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde,  positive  ou  négative 
suivant  le  sens  de  celte  propagation.  Introduisons  x")  à  la  place  de  \ ^ 
dans  l'éfpiation  (ig)  :  celle-ci  devant  être  vérifiée,  quelles  que  soient 
les  fonctions  o(j:;,  jk,  ^),  on  doit  avoir,  en  chaque  point  de  l'onde, 

1  p/.V'o'U  -H  o'Q_r=o, 

(20)  pX-VÔ'V    -HÔ'Qy=:0, 

(    p/fVé'W  +  â'Q.^ro. 

Ces  équations  lionncnl  lieu  d'éciualions  indélinies  dans  le  piobléuic 
des  ondes  de  clioc. 

Calculons  les  (pianlilés  ((^)^,  (^),,  (^)_.)  données  par  les  foiinules  (8) 

Journ.  de  Math.  (G'  série),  lum.-  VllI.  —  l'ii^c.  III,  igia.  38 
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en  tenant  compte  des  forinulos  (21  )  et  (ai')  du  Chapilre  H  :  si  nous 
posons 

(21)  =H.  =  3Ka*— 2Dîi«;3-f-'PpS 

/.«!>  =  /!(  ;m  «  —  .%P)  —  ni(—SZ,x-h  it'P), 


on  trouve,  par  un  calcul  facile, 


n 


(Qx,  Q,-:  Q.)  =  (a,  i,  O  T  -^^  +  C'^''  *'■  ^')^'' 


Pour  expliciter  les  équations  (:4o),  nous  devons  calculer  les  varia- 
lions  0' éprouvées  par  les  (juanlités  (  <^)j-,  Q,;  Q.-)  •'  l<i  traversée  de 
Tonde. 

Il  résulte  tout  d'abord  des  formules  (18)  que  les  formules  (3i)  du 
Chapitre  II  se  rédiiiscnl  à 


o  («,  b,  c)=  j^(/..  IX.  v); 

nous  avons  alors 

0'  Q.r^  '-^1  -^fi-j-  ^'  -^  -^  c'  '>'  ''î'  =  '■ --^i  -i-  f7,  --  Ô'-l,  -t-  a'  ù'  \\\i, 

ainsi  (jue  deu\  formules  analogues  pour  Q,,  t^);.  Tenons  compte  enfin 
de  ce  que 

Ô'(U,  V,  W)  =-(/,  ,UL,  v)Vo=-  (À,  pi.  V)  Av) 

et  les  équations  (20)  pourront  s'écrire  des  deux  manières  suivantes 


(22) 


(22') 


.1,,  -  û  rp  V 


u-PjrV'= 


^.-PïïV'' 


/.  -f-  ao  y  o'-t,  +  rt'o'  il'.i  =  o, 
IJ.  -{-  O^j^  0  tts  4-  </  0  •U'o  ^=  o. 


V  +  c-2-rO'  cl»  H-  c' â'  \lî)  =  o  ; 
?.  +  a,  -^  ô'  ^l>  4-  a'o'  it!)  =  o, 

fx  +  t'i-ro  -i,  +  6  0  m,  —  o, 

V  4-  c,  -^  o'  ^l>  -+-  c'o'  II'..  =  o. 
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Multiplions  les  équations  (;i2)  ou  (22')  respectivement  par  a! ,  //,  c' 
et  ajoutons  membre  à  membre;  en  tenant  compte  de  ce  que 

il  vient 

ô'xi!>  =  o. 

Tenons  compte   de  cette  simplification   dans   les   équations  précé- 
dentes; deu\  cas  sont  à  distinguer  : 

I.  o'-i  :^o.  Les  équations  (22)  et  (22')  considérées  deux  à  deux  nous 
donnent  alors 


(■..3) 
(2-',) 


*1         Cl  .  /'%.,, 


la  valeur  commune  de  ces  derniers  rapports  ne  pouvant  être  égale 
à  +  I ,  car  il  en  résulterait  o'ti  =  o,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Les  égalités  (23)  expriment  que  la  discontinuité  est  longitudinale,  les 
égalités  (24)  que  la  courbe  d'intersection  de  la  membrane  par  le  plan 
normal  à  l'onde  présente  en  M  un  point  de  rebroussement.  La  dernière 
des  égalités  (2/j)  fait  connaître  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde 


(2:-,) 


y  A  -      10 


le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  cjue 
la  discontinuité  se  propage  de  la  région  i  vers  la  région  2  ou  en  sens 
inverse. 

Cette  vitesse  peut  d'ailleurs  se  mettre  sous  une  forme  plus  expli- 
cite :  la  formule  (21)  jointe  aux  formules  (3o)  du  Chapitre  I  nous 
donne  en  edet 

de  sorte  que  la  formule  (25)  peut  encore  s'écrire 

(■...(3)    tp-  +  ,  A  +  Q»    ,    HM^".+  '^'i)°'''-3(g^.-H.1^0a(3  +  ((|.4-(|,)(3V 
V        2  0  k"-  p  ' 
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ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer  (C2,  ^2,  'ji)  =  o  si  le  mou- 
vement I  se  propage  dans  le  mouvement  2  et  alors  on  prend  le 
signe  -f-  devant  le  radical;  (i',,  .f,,  (j,  )  =  o  si  la  propagation  se  fait  en 
sens  contraire  et  alors  on  doit  prendre  le  signe  —  . 

Xous  appellerons  ondes  de  deuxième  espèce  les  ondes  qui  rentrent 
dans  la  catégorie  précédente;  nous  rencontrerons  au  paragraphe  sui- 
vant des  ondes  de  première  espèce^  que  propagent  seulement  les 
membranes  dénuées  de  viscosité. 

II.  Ci'X  =  0.  Les  équations  (22)  et  (22')  se  confondent  et  se  réduisent 
aux  suivantes 

d'où  l'on  déduit  pour  la  vitesse  de  propagation 


(27)  v-  =  ±y/^  +  ._ f--^- 

Comme  la  quantité  cl>  est  continue  par  hypothèse  à  la  traversée  de 
l'onde,  les  quantités  0,  >;',  ,T,  g  peuvent  être  affectées  indifféremment 
mais  simultanément  des  indices  i  ou  2;  si  le  mouvement  i  se  propage 
dans  le  mouvement  2,  nous  mettrons  les  indices  2  et  alors  on  aura 
{Cn,  §21  (12)^0;  si  la  propagation  se  fait  en  sens  inverse,  nous  mettrons 
les  indices  i  et  alors  on  aura  (;,,  i,,  (j',)  =  o.  Revenant  aux  notations 
\*',,  t?o,  nous  aurons  donc 

(.;')  ^''  =  -\/7'         ^'=  =  -^\/7"' 

Nous  appellerons  ondes  de  troisième  espèce  les  ondes  qui  rentrent 
dans  cette  catéerorie. 


§  III,  —  Cas  d'une  membrane  dénuée  de  viscosité. 

Par  iiypotiièse,  on  a  (vL,  cT,  y)  =  o  en  tout  point  de  la  membrane; 
l'équation  (  i/i)  se  réduit  donc  à  sa  première  ligne 


(28) 


f^{o\\\„6'\i  -\-o'<)^)oxd:!  —  o. 
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Les  fonnules  (3o)  du  Chapitre  I  se  réduisent  à 

(311,    Ob,  'P):=0iilllliîi 

et  Ton  trouve  aisément,  d'après  les  formules  (8), 
(Qx,  Q.,,  Q;)  =  /.©(«,  h,  c). 
L'érpiation  (  28)  nous  donne  alors  les  suivantes 

1  — gII\^/.  +/>o(0rt)  =  o, 

(29)  -rA\\liJ.  +  Ln'{Qb)=o, 
f  —  pHVJv  -+-/.o'(0c)  =  o. 

Mais  les  identités  (24)  du  Chapitre  II  nous  donnent 
o'(0a)  =  0,0'rt  +  «2o'0  =  ©^ô'rt  +  (7|']'(-). 

de  sorte  qu'en  tenant  compte  des  expressions  générales  de  o'o,  il 
vient 

et  l'on  aurait  deux  autres  formules  analogues  pour  o'(0/>),  0'  {Qc).  Dès 
lors,  les  équations  (29)  peuvent  s'écrire  sous  les  deux  formes  équi- 
valentes 

i/0,      ,,v,^\         a'(o0)     0,  ,^.  ,. 
/®|         II '^'o\         ,    '5'(p0)       0,  ,,.,   ,, 

Un; -^"FJ'-'^'-iTr- ni" -«'■  =  «' 

(30)  U__pH^j^  +  /.,-^_jj.i'V«>,=:o. 

Multiplions  les  équations  (3o)  ou  ('5o')  respectivement  pai  a',  //,  <:' 
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et  ajoutons  inenibre  à  membre,  il  vient 
(3i)  Vlla'}.  =  o. 

Multiplions  de  même  les  équations  (3o)  respectivement  par  les  cosi- 
nus directeurs  «1,  h[,  c.',,  de  la  normale  au  plan  tangent  en  M  à  la 
région  2  et  ajoutons  membre  à  membre;  les  équations  (3o')  parles 
cosinus  directeurs  a\,  b],  c'\  de  la  normale  au  plan  langent  en  M  à  la 
région  I  et  ajoutons  membre  à  membre.  Ktant  données  les  conditions 
de  perpendicularité,  il  viendra 

(32) 


((ft-P"^)-"''  =  °- 


Kn  multipliaiil  enlin  les  é(juations  (3o)  par  a.,,  h.-,,  r„,  les  é({ualions 
(3o')  par  r/|,  //,,  r,,  on  trouvera  de  même 


(33) 


■Tj pH—  \Za.,k  -\ y- —  =  o, 


Ces  équations  vont  nous  permettre  de  discuter  les  différents  cas  (jui 
peuvent  se  présenter. 

A.  Sa'X  ^  o.  Alors,  d'après  l'égalité  (3i),  Vo  =  "5  l'onde  est  donc 
stationnaire.  Comme  la  tension  en  un  point  d'une  membrane  est 
essentiellement  positive  en  vertu  des  conditions  de  stabilité  ('),  les 
les  équations  (32)  deviennent 

(34)  ia'i>.  =  0,        —  a'^>,  =:o. 

Si  les  normales  («',,  l)\ ,  c"j,  (a",  b'[,  c",)  sont  confondues,  il  en  est  de 
même  des  normales  M/i,  et  Mn.,  menées  dans  les  plans  tangents  en  M 
aux  régions  i  et  2  et  l'on  a  0'  (a,  b,  c)  =  o.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  ces 
normales  ne  peuvent  pas  être  opposées,  car  on  aurait 

«,+  «2=0,         /ji+b^zizo.         f, +  Co=o,         o'(rt,  A,  c)^o, 
(')  P.  DuHKiH,  Ilydrodynami'iue,  Elasticité,  Acoustique^  I.  II,  p.  98. 
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et,  comme  les  équations (  29)s"écrivent,  dans  le  cas  actuel  où  A  „  ^  o, 
(35)  (0,-^(■),)o'a  +  («|^-flo)ô'(■)  =  o. 

avec  deux  équations  analogues,  on  serait  conduit  à  nne  impossibilité. 
Ainsi,  si  les  normales  aux  plans  tangents  ne  sont  pas  confondues,  elles 
font  entre  elles  un  angle  différent  de  7:.  Dès  lors,  d'après  les  équa- 
tions (34),  la  discontinuité  est  tangente  à  Tonde,  c'est-à-dire  trans- 
versale et  l'on  a  par  suite 

Un  a  donc  0'  (zQ)  =  o,  d'après  les  formules  (îS),  eto  p  =  o,  d'après 
la  formule  (2;))  du  Chapitre  II.  En  outre,  les  formules  (3o)  ou  (So') 
se  réduisent  à 

{'/.,  ;j.,  v)  —  («',  l)'.  c')}La''/.=z  o, 

égalités  qui  expriment  précisément  la  transversalité  de  la  discon- 
tinuité, et  finalement  les  formules  (3i)  du  Chapitre  II  donnent 
o'(fl,  b,  c)  =  o. 

Les  cosinus  directeurs  u,  li,  c  restent  donc  assurément  continus  à 
la  traversée  de  l'onde;  l'équation  (3î)  et  les  deux  autres  analogues 
nous  donnent  o'0  =  o.  D'après  les  équations  (34),  qui  se  réduisent  à 

la  discontinuité  se  trouve  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  membrane 
et  c'est  tout  ce  qu'on  peut  dire;  elle  peut  n'être  ni  longitudinale  ni 
transversale. 

B.  ^a'K  =:o.  Alors,  la  discontinuité  se  trouve  dans  le  plan  normal 
à  l'onde;  d'après  l'équation  (3 1),  la  vitesse  de  propagation  peut  dif- 
férer de  zéro.  Les  équations  (3o)  et  (3o')  deviennent 

0.  _    ,„V=^.,     ,    ^   O'(p0)^^ 
-    kp. 


'  /  W,  ..VA 


0.,         „V,n.  o'(o0) 


/©.         ,,Vn  o'( 


pi 


""'    -hX|\.  +  „^'<?®) 


3oo 

et 

(36') 


H,     ■    A-^y        '    /,p,    "" 

Il  nous  t'aiil  alors  distinguer  deux  cas  suivant  que  o  (pQ)  est  diffé- 
rent de  zéro  ou  égal  à  zéro. 

I.  o'(p0)  ^  o.  Les  équations  (3(J)  et  (3G')  considérées  deux  à  deux 
nous  donnent  dans  ces  conditions 

(3;) 


(a,,  «,)        {b„  b^)        (c,,  c,) 
(38)  ^:^ft  =  ^  =  g^"-  HV^=^- 

«1       /^i       C,        p,  0j— pHV| 
11,  /.' 

•fc  désignant  la  valeur  commune  ±:  i  des  derniers  rapports  égaux.  Les 
égalités  (  >7)  montrent  que  la  discontinuité  est  longitudinale,  mais  il 
y  a  encore  deux  cas  à  distinguer  suivant  la  valeur  de  K. 

1 .   3e  =  -I-  I.  IjCS  égalités  (38)  nous  donnent  alors 

o'  {il,   /',  c)  ^r^  O, 

Si  nous  introduisons  dans  cette  dernière  égalité  les  vitesses  \'^,  onXK^ 
de  propagation  de  l'onde  liées,  comme  nous  l'avons  vu,  à  V,  par  les 

égalités 

A{V'„\'',)=:(11„H,)V„, 

on  trouve  aisément 


(39) 


V        9\  ^  9  V        p2  0  p 


Nous  a[)peli('rons  ces  ondes  onilrs  de  pri'iiiirri'  r.syjrVy;  elles  sont 
analogues  à  celles  cpic  pro[)agcnt  les  lluides.  Les  conditions  de  stabilité 
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des  membranes  exif^ent  que  la  quantité -^  soit  négative  (');  les 
vitesses  de  propagation  (Sq)  sont  donc  réelles.  Ces  formules  sont 
identiques  à  celles  que  nous  avons  trouvées  dans  le  cas  du  fil 
flexible  (-). 

Si  \\  =  o,  la  dernière  des  égalités  (38)  donne  r^  =  ."it;  on  a  donc 
forcément  .TC  =  +  i . 

2.  X  =  —  I .  Les  égalités  (  38)  nous  donnent  alors 

rt, -+- rt.,  1=  o.      ,/;|-i-6j=o.        c,  4-c2=io, 

Les  premières  expriment  que  la  courbe  d'intersection  de  la  mem- 
brane par  le  plan  normal  à  Tonde  présente  en  M  un  point  de  rebrous- 
sement;  la  dernière  nous  donne  aisément 

A,  0,  +  0,  .,  /o,  0,-f-0, 

Ces  ondes  rentrent  dans  la  catégorie  des  ondes  de  deuxième 
espèce  que  peuvent  aussi  propager  les  membranes  afTectées  de  visco- 
sité ;  il  est  intéressant,  à  ce  point  de  vue,  de  comparer  les  formules 
(26)  et  {-\o).  Nous  avons  rencontré  pour  la  première  fois  ces  otides 
dans  le  mouvement  des  fils  (^);  ces  ondes  sont  spéciales  aux  fils  et  aux 
membranes  car  les  fluides  ne  présentent  rien  d" analogue. 

IL  o'(p0)  =  o.  Les  équations  (3Gj  et  (3G')  se  réduisent  alors  aux 
suivantes 

Nous  voyons  tout  d'abord  que,  si  la  discontinuité  n'est  pas  nulle,  ce 

{')  P.  DuHEsi,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  98. 

(-)  L.  Roy,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  19  juin  1911, 
t.  CLIl,  p.  1743. 

(')   L.  l'iOY,  loc.   cit. 

Journ.  de  Malli.  (0'  scrie),  lome  VIII.  —  Fa>c.  III.   1912.  -J9 
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que  nous  supposons,  la  vitesse  de  propagation  ne  peut  être  égale  à 
zéro.  En  rapprochant  ceci  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  quand 
nous  suivions  les  conséipiences  de  Fliypollièse  5e  =  +  i,  nous  arrivons 
donc  à  cette  conclusion  (ju'une  onde  stationriaire,  jinur  Lupielle 
la' A  =  o,  est  forcément  de  première  espèce. 
Les  égalités  précédentes  nous  donnent  aisément 


(40 


-Vff'   --*\/l- 


Ces  ondes  rentrent  dans  la  catégorie  des  o/idr.s  de  //■oi,siè//ir  espèce 
que  peuvent  aussi  propager  les  nrembranes  affectées  de  viscosité;  il  est 
intéressant  à  ce  point  de  vue  de  comparer  les  formules  (27)  ou  (27') 
et(4i).  Ces  ondes  ont  été  rencontrées  pour  la  première  fois  par 
M.  Jouguet  dans  le  mouvement  des  tîls  ('). 

!^  IV.  —  De  la  relation  supplémentaire. 

Revenons,  comme  au  paragraphe  1  du  présent  Chapitre,  à  la  consi- 
dération des  deux  régions  a  et  b  séparées  par  la  courbe  V  et  en  les- 
quelles nous  avons  partagé  la  nienibrane;  la  courbe  T  a  été  tracée  de 
telle  sorte  que  l'onde  de  choc,  entre  les  instants  /  et  /  +  dl,  se  trouve 
tout  entière  dans  la  région  a  sans  toucher  la  courbe  F' en  aucun  point. 
Nous  nous  proposons  tout  d'abord  de  calculer  la  quantité  de  chaleur 
dOi,  dégagée  par  la  partie  h  de  la  membrane  pendant  le  temps  df. 

D'après  ce  que  nous  avous  vu  autiTieuremont  ((^liap.  I,  J;  V), 
on  a 

^    ,^v  ,    /'ri.  /    '■'■'-^     àp        d-o  dT\    ,  ,_ 


ce  que  nous  pouvons  écrire  encore 


+  ■'  v^  !ii    dm 


-    1,^^  ,     /'ri./'    à-<o     Où        ()-o  l)ï 

'  d(f  dp 
dp  Tl 


Ji,    '-    -" 


(')  I'].  Joiir.uET,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  (^LIII,  27  no- 
vembre 1911,  p.  1062. 
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en  nous  souvennnl  (]ue 

J,,  <)ÇJ  f)i 
Soil  iilorsr,  réncrgie  iiilenic  jiar  unité  (11-  niasse  définie  par  l'égalilc 

nous  voyons  (jnc  Téqualion  (I'-î)  devient 

(  43 )  €  dq,,  =  —dtj  I  (£.  n  dm  +  d,  ^/,  -  dk,,,. 

D'après  régalité  (3i)  du  (;iia|)ilre  I  appli({uée  à  une  modification 
réelle,  on  peut  écrire 

dj  <i>i,  —  rffw,  =     ^'  /  /  21 1  ^■^''-•^'"  ~  ^'^■'"'•^  'd^~^^~  =)t.a-'„-i-  U'^;,)  ^  I  r/«  rfi' 

=-dtffy^['^''^^'"-''-^'''^  +  ^(-^"^;+^--]  r  ,/„./. 

+  d/  I   l[y.{S\l  x„  —  3b x; )  -i-  |3  (—  =)l, a;'„  +  T.ï-;, )]  U  f/cr 

'  <:;. 

+  dt  Cl  [3;'(-m  y,,—  Oôa;;)  +  (3'(—  9Ti^;+  Ça:;,)]  U  «fer, 
et,  si  nous  tenons  compte  des  équations  (4)  et  (5),  nous  aurons 
(  '\  '1  )      '/r '1»/,  —  dQ „,=  d/  I   j  1  -V  U  du  dv  +  dt  f  IG^V  d:j 

+  di  r2[a'(oitj;,— 3bx;,)  +  (5'(— =)î,<  +  <i'x;,)]Urf<T. 

l'osons 

il  viendra 

f  fl-Xl^  du  di'  =  flXl]  din—-jj  f^dm     ('), 


(  '  )  Celte  égalité  jointe  à  l'égalité  (.'ii  )  met  en  évidence  un  résultat  intéressant  ; 
si   nous  appelons  i\\  la  demi-force  vive  d'une  portion  de  la  membrane,  l'équa- 
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de  sorte  que  les  égalités  (/}3)  et  (^4'l)  nous  donneront 


-i-dt  Cl  [«'(.Tl  a-;,  —  dh.r[.)  +  (3'(—  Oî-jr',,  +  (S.r[.)]  l  dry. 


Cela  posé,  faisons,  comme  M.  Dulieni  en  Hydrodynamique  ('), 
l'hypothèse  que  l'égalité  (4j))  établie  pour  la  partie  /-*  qui  n'est  le 
siège  d'aucune  discontinuité,  reste  valable  pour  la  partie  a  qui  est  le 
siège  d'une  onde  de  choc.  Appliquons-la  à  une  portion  de  la  région 
a  =:  a^-l-  a,  H-  a^  telle  qu'elle  a  été  définie  au  paragraphe  I  et  limitée 
par  deux  lignes  N,iNo,  ÎN,\',  normales  à  l'onde  X,  dont  nous  repré- 
sentons par  «,":;,  ti\ii„  les  images  dans  le  plan  des  («,  v)  {fig-  3). 

Les  différents  termes  du  second  membre  de  l'égalité  (45)  s'évaluent 
comme  ceux  de  l'équation  (7)  et  l'on  trouve 


(46) 


(Ê  ^/g„=  dl  I  ïpU\\,  o'(^  +  <£f\  +  lo'(QA')  I  da 


l'intégration  s'étcndanl  à  la  partie  de  la  courbe  s  coni[)rise  entre  les 
deux  lignes  n,  n.,,  ii\  n,.  Nous  voyons  que  cette  quantité  de  chaleur  est 
de  l'ordre  de  dl. 

lion  (4.4)  peut  b"écrire 

dH^b  +  dl  fl  \  U  dm  +  d/  Cl  (?,,  U  d-j 

+  dl  C llx' {i)\l  .r'„  —  .1b ,z:;,)  +  |3'(—  ÙX,x'„  -+-  a\r;,)]  u  dcf—  diW,,  -  d,<l*,,  =  o. 

(  U\   lùqualion   rDiuliiiiifiitale   de  I  lùiergélirjiie   ap])li(|uée  ;i   une   luodincalinn 
rcelle  donne 

cfô,,/,  4-  c/C,/,  —  diW/,  —  <■/^'^/.  =  o. 

l'in  comparant  cesdeu\  égalités,  on  voit  que  le  travail  élémentaire  des  actions 
exercées  par  la  partie  a  de  la  membrane  sur  la  partie  b  est  exprimé  par  l'intégrale 

(//  Cl\  a'(,m,i-;,  —  ■)Z,.i-l)  4-  P'(—  3X,j:'„  -+■  'fx,',)]  U  d-. 
(')  1*.  Dlhem,  Ih-clicrclies  sur  V llydrodynaiiu<juc,  V  Partie,  C!i.  I,  i;  8. 
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Mais  on  a  aussi,  d'après  l'égalité  (^)7)  fin  Chapitre  1, 
( /) 7 )  rt'Qa  =  -'^^  f^'^  ''^  +  '''  f'^ ( '^  -  '■'» )  "^^ ' 

la  première  iiilégiale  s'élendant  au  contour  N,  No  N',  N',N,   de  la  por- 
tion de  mcndjranc  considérée  et  la  seconde  à  la  surface  limitée  par  ce 


contour;  comme  l'aire  de  celte  surface  est  de  l'ordre  de  lÙ,  le  dernier 
terme  de  cette  égalité  est  négligeable. 

Les  égalités  ('{6)  et  (47)  nous  donnent  alors 

(48)        (Ê  pv^a'.ç -+-  rrpIlVo  o'(~-  +  (Êv))  -t-  i ô',(Q.<,U)  I  ch=^o. 

Supposons  que  la  température  absolue  T  puisse  être  discontinue  à 
la  traversée  de  l'onde  et  posons,  suivant  notre  notation, 

0 'T=:T,— T,. 

Si  le  coeflicient  tle  couduclibililé  interne  Iv  est  différent  de  zéro,  les 
priuci[)es  de  la  théorie  analytique  de  la  chaleur  exigent  (pion  ail 

o'T  ;;:  o, 

car  il  ne  peul  y  avoir  de  diiïérence  de  température  liiiie  entre  deux 
portions  contiguës  d'un  milieu  dont  les  densités  sont  du  même  ordre 
de  grandeur.  Supposons  donc  (|u'on  ait 

égalité  (pu  (,'\[iiime  l'hypothèse  d'adiabalie. 
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Dans  CCS  condilioiis,  ré^alité  (48)  se  réduit  à  son  second  Icnne  et, 
comme  elle  doit  êlVe  vérifiée  quelle  que  soit  la  longueur  du  chemin 
d'intégration,  il  en  résulte  qu'on  doit  avoir  en  tous  les  points  de 
Fonde 

Or  on  a 

9.  o'(Q^L')  =  (Q,,-h  g,J  ô'U  -4-  (U,  +  Uj)  Ô'Q,. 

Mais,  que  la  membrane  soit  ou  non  aflcctée  de  viscosité,  on  a, 
d'après  les  équations  (19)  et  (28), 

pHV„o'U  -)-ô'Q:c=0 

et  deux  autres  égalités  analogues;  nous  avons  donc 

2Ô'(Q,U)  =  -(g.,+  Q,,)^-pIIV„(U,  +  U,)ô'U 
et 

L'égalité  (4y)  devient  ainsi 

(5o)  2p^lPVJ€  o  r,  —  lo'QI,  —  o; 

c'est  la  forme  la  plus  générale  de  la  loi  adiabaticfue  dynamique;  nous 
allons  voir  les  dinérentes  formes  quelle  prend  dans  chaque  cas  parti- 
culier de  propagation  que  nous  avons  rencontré. 


!;;  V.  —  Loi  adiabatique  dynamique  ('). 

Supposons  d'abord  la  membrane  allecléc  de  viscosité  ;  nous  avons 

dans  ce  cas 

/.^;'  =  HVo, 

Qj.=  a-rX  -\-  (i  Vil; 


(')  La    foi  adiabatique  dynamique  dans   le  mouvement   des  membranes 
flexibles  (Comptes  rendus^  l.  CLIV,  6  mai  1912,  p.  I2i3). 
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Nous  déduisons  de  cette  dernière  égalité 

d'où,  puisque  o'ii!,  =  o, 

L'équation  (5o)  devient  ainsi 

(5i)  2pV,*\''-(Êo'T,  —  \i^d'.V-~o. 

I.  o'rl.  ^  o.  Alors  l'onde  est  de  seconde  espèce  et  la  vitesse  de  pro- 
pagation ■^>  donnée  parla  formule  (2:j);  l'équation  précédente  devient 
ainsi 

V"  (  p  /,-2  (Ê  o'  •/)  —  H  o'  .1,  )  =:  o, 

de  sorte  que,  si  \^  r^  o,  on  a 

(52)  o/.-tfo'r)  —  IloM,  =  o. 

II.  o'cl.  =  o.  Alors,  l'onde  est  de  troisième  espèce  et,  d'après  les 
formules  (27'),  la  vitesse  t?  ne  peut  être  nulle;  l'équation  (5  0  donne 

(  jo)  o'r,  =r  O. 

Comme  l'énergie  interne  est  une  fonction  finie  de  la  densité  et  de  la 
température  et  qu'on  a  déjà  o'p  =  o,  il  résulte  de  l'équation  (53) 
qu'on  a  en  outre  o'T  =  o.  Ainsi,  ni  la  densité  ni  la  température 
n'éprouvent  de  discontinuité  à  la  traversée  d'une  onde  de  troisième 
espèce  se  propageant  sur  une  membrane  affectée  de  viscosité  ;  il  en 
est  donc  de  même  de  toute  fonction  de  (p,  T)  telle  que  la  tension,  et 
comme  on  a  forcément  o'T  =  o  si  K:^  o,  on  voit  que  la  proposition 
énoncée  s'applique  à  une  membrane  quelconque  conductrice  ou  non 
conductrice  de  la  cbaleur  (  '  ). 

Supposons  maintenant  la  membrane  dénuée  de  viscosité;  nous 
avons  dans  ce  cas 

(Qx.Q,,Q.)  =  />e(«.^0. 
et  par  suite 

(')  Puisque  ô'0=:o,  il  s'ensuit  que  les  formules  (27')  se  réiiuisenl  à  la 
formule  unique  \''=:±l/-  • 

V  P 
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L'équation  (5o)  devient  ainsi 

(54)  9.p-Il-V5€à  r;  — /.'ô'0-=o. 
Envisageons  alors  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  : 

A.  "La'X.^  G.  Nous  avons  vu  qu'on  a  ^'„  =  o;  l'équation  (54)  nous 
montre  que  c'0  ^  o,  ce  que  nous  savions  déjà. 

B.  Sa'A  =  o.  Nous  devons  distinguer  deux  cas  suivant  que  «'(p0) 
est  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro. 

1.  o'(  pB)  ^  o;  nous  savons  qu'il  y  a  encore  deux  cas  à  distinguer  : 
I .  ac  ^  4-  I .  Alors  l'onde  est  de  |)reiniére  espèce  et  l'on  a 

V2_     /-îfitp^  °'Q. 

""  pMl'  Ô'p' 

l'équation  (S'i  )  devient  ainsi 

V;-;[:!p,p,a:o'r;  +  (B,  +  0,)  â'p]  =  o. 
OU,  si  V|,  ^  0, 

(55)  2p,p,«£ô'ri  H-  ((■),  4-05)ô'prr:o. 

relation  analogue  à   celle   trouvée  par  llugoniot  dans  le  mouvement 
rectilignc  des  gaz  et  généralisée  par  M.  Jouguet. 

2.  ."k;  =  —  I.  L'onde  est  de  deuxième  espèce  et  l'on  a 

,     Y2^/,i  PiP''  Qt  +  0,. 

"  pMl-     p,-|-p2  ' 

comme  V„  est  forcément  différent  de  zéro,  l'équation  (^  j'i)  devient 

(56)  2pip.2>Êô'r;  —  (p,  4-  p,)  ô'0  =  0. 

Celte  relation  est  analogue  à  celle  trouvée  par  M.  Jouguet  dans  le 
mouvement  des  fi!s('). 

11.  Ci'{^Q)  =  0.  L'onde  est  de  troisième  espèce  et  sa  vitesse  de  pro- 
pagation différente  de  zéro.  Nous  avons  dans  ce  cas 

vr,  _  ,2  Pi«i^  _  .  j £2®.  _  .  j  p,0i  +  p,0î 
"""      p'IP  ~      p'IP  ~  2pMP 

(')  E.  Jouguet,  Comptes  rendus  de  P  Académie  des  Sciences,  l.  CLlll,  ?.i  oc- 
lûbre  1911.  P-  7''i . 
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et  l'équation  (54)  nous  donne 

(.J7)  (o,0,-Hp20,)»Êor, -o'0-=:o. 

ce  qui  est  encore  une  autre  forme  de  la  loi  adiabaticjue  dvnarnique. 
En  particulier,  si  o'p  ^  o,  on  a  aussi  o'Q  =  o,  en  vertu  de  l'Iiypothi-se 
faite  o'  ( zQ)  ^  o;  on  a  donc  ée^alemenl  o'T  =:  o  et  l'équation  {^~)  se 
trouve  identiquement  vérifiée.  Les  conclusions  deviennent  donc  iden- 
tiques à  celles  qui  résultent  de  la  considération  des  ondes  de  troisième 
espèce,  quand  la  viscosité  n'est  pas  nulle. 


CHAPITRE  IV. 

LES    ONDES    d'accélération. 

^  I.  —  Cas  d'une  membrane  affectée  de  viscosité. 

Su[)posons  qu'à  l'instant  /  la  membrane  soit  le  siège  d'une  onde 
d'accélération  persistante  1;  pour  étudier  les  propriétés  de  cette  onde 
au  point  de  vue  dynamique,  nous  ne  pouvons  pas  encore  faire  usage 
des  équations  du  mouvement  que  nous  avons  établies  au  Chapitre  I. 
I'2n  ell'et,  l'établissement  de  ces  équations  repose  sur  la  transformation 
de  la  dernière  intégrale  de  l'équation  [Chap.  I,  é(ju.  (32)] 


If—  -^-  ojc  du  f/c  +  /  i  t  _c  0  j;  da 


\ 


—   r  C  V  [(  -OR  x„  _  3b  a-,  )  ^  4-  (-  Jî,  x'^  +  aV,)  ^  I  du  rfi-  =  o, 

intégrale  à  laquelle  nous  avons  appliqué  la  foiiiiule  do  dreen  après 
une  intégration  par  parties.  Or,  celte  transformation  suppose  esson- 
liellemenlque  les  fonctions  (^Rx'^,  —  X.'f^),  (—  X37„-(- 'ra;|,),  ...  soient 
continues  en  tous  les  points  de  l'aire  limitée  par  le  contour  (\\\  laipielle 
s'étend  l'intégration,  condition  qui  ne  se  trouve  pas  remplie  dans  le 
cas  actuel,  puisque  les  fonctions  Ole,  Oô,  'f  sont  discontinues  le  long 
de  H  par  l'intermédiaire  des  actions  de  viscosité  £,  J,  (j,  qui  dépendent 
des  dérivées  secondes  des  coordonnées.  Pour  étudier  les  ondes  d'accé- 

Journ.  de  Math.  ('J"  sciic).  tome  VUl.  —  Fuse.  III,  1913.  4^ 
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léralion  dans  une  membrane  all'eclêe  de  viscosité,  nous  devons  donc 
rc[)rendr('  rétahlisscmenl  des  (''({nations  du  mouvement  à  partir  de 
lY-quation  (i). 

Comme  nous  l'avons  fait  dans  la  tlic^'orie  des  ondes  de  choc,  par- 
tageons encore  la  membrane  en  deux  régions  a  et  h,  la  région  h 
n'ayant  aucun  point  commun  avec  l'onde  1.  La  première  a  est  limitée 
par  le  contour  F'  4-  F,,,  la  seconde  h  par  le  contour  F'+  Fj  et  l'on  a 
F  =  F„+  Fi,  le  contour  F„  pouvant  mt'-me  ne  pas  exister,  si  l'onde  S 
n'atteint  pas  le  contour  F.  Désignons  encore  par  C,  C„,  C*  les  images 
respectives  des  contours  F',  F„,  F/,  dans  le  plan  des  (m,  c),  telles  (jue 
C  =  C„+Q. 

Choisissons  tout  de  suit(-' la  région  a  et  soient  £,,  t.,  des  (|uantités 


finies  positives  :  nous  prendrons  comme  courbe  C'  rcnsemble  de  deux 
courbes,  l'une  C,  située  dans  la  région  1  à  la  distance  £,^//de.s, 
l'autre  (^j  située  dans  la  région  2  à  la  distance  i.,dt  de  -S.  La  région  a 
sera  alors  représentée  par  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  C, , 
C'j,  aire  (pii  n'aura  aucun  point  de  contact  avec  le  contour  C  si 
l'image  rS  de  l'onde  iL  est  une  courbe  fermée  ;  aire  qui  sera,  au  contraire, 
partiellement  limitée  par  une  portion  C„  de  (^,  comme  dans  le  cas  de 
la  figure,  si  l'onde  atteint  le  contour  de  la  membrane  (y/.i,'".  ■{)■ 

Dans  ces  conditions,  les  intégrales  doubles  de  l'équation  (i) 
s'étendeni  à  l'imago  totale  a -\-  h  de  la  membrane  et  l'intégrale  curvi- 
ligne au  contour  ('.,,-f-  (1/,.  i-es  intégrales  relatives  à  la   l'égion  /'  et  au 
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contour  Q  sont  de  Tordre  de  o{x,y,  z),  car  on  doit  admettre  que  les 

quantités    '^  /"'  -^  "  "    et  c(x,y,  z)  sont  du  même  ordre;  celles  relatives 

à  la  région  a  et  au  contour  C„  sont  de  Tordre  de  dlo(j-,y,  z).  Celles-ci 
sont  donc  négligeables  vis-à-vis  des  premières,  de  sorte  que  Téqua- 
tion  (i)  peut  s'écrire  plus  explicitement 

(  2  )     r  T-  -V^  '^^e  du  d<--i-  (  1  f  ^  oj-  da  , 

Les  fonctions  jr,  sx,,  ^S  sont  continues  en  tous  les  points  de  la 
région  h  et  de  son  contour  C  -l-  Q  ;  nous  pouvons  donc  appliquer  à  la 
dernière  intégrale  de  Téquation  (i>)  la  transformation  qui  était  illé- 
gitime quand  cette  intégrale  s'étendait  à  Timage  entière  a  -i-  b  de  la 
membrane.  Nous  avons  ainsi 

/    /  i  A-  ojc  du  di'  ~   I    i  îtj:  ox  da 

—  f  l[(x{DV..x'„  —  3ê,x;,)  -1-  f3(—  3ha;'„-i-  a\r;.)]  o.r  dG 


■fm 


-^ 1 ^ -^ ox  du  flc 

au  di- 


a',  j3'  désignant,  comme  au  Chapitre  III,  les  cosinus  directeurs  de  la 
demi-normale  au  contour  C'=:C',  -\- C,  menée  vers  Textérieur  de  la 
région  b. 

Imposons,  tout  d'abord,  à  la  membrane  un  déplacement  virtuel 
qui  laisse  immobile  tous  les  points  de  la  région  a  et  de  son  contour 
C  -1-  Caj  la  troisième  ligne  de  Téquation  précédente  disparait,  et  celte 
équation  ainsi  simplifiée  nous  montre,  comme  au  paragraphe  i\  du 
Chapitre  I,  qu'on  doit  avoir  : 

1°  En  tous  les  points  de  la  région  b 

i    , .        d{SK. x'  —  Ob x'  )        d(—  Ob  x'„  -+-  <r x'  ) 
(6)  <  Ou  àv 
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2"  en  tous  les  points  du  conlouf  Cj 

j  C^—  x{Oïi,y„—  yLx[,)  —  ^{—  dZx„-h  'S.rD^o, 

K-i  )  j 

Ola  pos('',  donnons  à  la  membrane  un  déplacement  virtuel  quelconque  ; 
multiplions  les  équations  (3)  respectivement  par  o(x,  y,  z)dudi^, 
ajoutons-les  membre  à  membre  et  intégrons  dans  la  région  h.  Une 
intégration  par  parties  transforme  l'équation  ainsi  obtenue  en  une 
autre  identique  à  l'équation  (())  du  Chapitre  III;  en  tenant  conqile,  en 
outre,  des  écjuations  (4),  l'équation  dont  il  s'agit  devient 

/    /   --\-  f3.r  dit  (/(•  +  /    ICj,.  'j.r  (h 

^     -^ b  -^  Cl, 

-ffy,  [(;)n  <-  .%^;,)^  +  (-  r^K  +  '^K)  ^]  'i"  </'• 

+  I1[(x'{0]l.t',^—  3hxl)  +  (3'(— ObJ-;, -l-'-rx;,)]ôa;a'!T  — o. 

l'm  comparant  cette  dernière  équation  à  l'équation  (2),  il  vient  im- 
médiatement 

I  1[x'{?Kj:'„—:iZt[.)  4-  (3'(—  ,Ob.r'„-)-  a'^;.)]  dx(h—0. 

Ur,  le  long  de  C',,  on  peut  prendre  a'  =  a,  j3'=  [i;  le  long  de  C\, 
a'  =  —  a,  |3'  ^  —  ji;  de  plus,  on  peut  suitslituer  s  à  C,  et  C,  comme 
chemin  d'intégration.  L'équation  précédente  peut  donc  s'écrire 

I  ld'\x( 311  y„  —  =)b x[. )  +  ;3 (—  Db ./■;,  +  f  .,■;, )]  ôx  da  =  o, 

l'intégration  s'étendant  à  la  courbe  -s.  (^ette  dernière  équation  devant 
être  vérifiée  pour  tout  déplacement  virtuel,  on  doit  donc  avoir  tout  le 
long  de  S 

a  {x\,  0' OU  —  ,r'„ â'  Jb  )  -t-  {3 (—  x'„  0'  Ob  -+■  x\,o' T)  =  o. 


ou,  en  tenant  com[)te  de  ce  que  les  quantités  OU,  Jb,  T  ne  sont  discon- 
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liiiiies  que  par  rintermédiaire  des  actions  de  viscosité  C,  ?,  <j, 

a (.<■'„  ô' C  —  x'^S' 3)  -+-  [3( — ■  x„ô'j'  -+-  u'[,o' Ç)  =r  o, 

«  (  j'„  ^y  ^  —  y^^'^)  +  p  (—  yj'^ + yj'  &) = o, 

«(=;,  o\'  —  z[,o'^)+  (3(—  4Ô',Î+  z[.o'q)  =  o. 

Supposons  qu'on  ait  a  =  i,  [i  :=  o;  ces  équations  se  réduisent  à  trois 
équations  linéaires  et  lioinogènes  par  rapport  à  o'>L',  o'J  qui,  prises 
deux  à  deux,  constituent  trois  syslèines  d'équations  linéaires  dont  les 
déterminants  ne  peuvent  être  tous  les  trois  nuls,  puisqu'ils  sont  pro- 
portionnels aux  cosinus  directeurs  a",  h",  c"  de  la  normale  à  la  mem- 
brane. On  doit  donc  avoir 

(5)  ô' C  ^  o,  ô',f:=o,  d'où  o'(|'=:0. 

Reportons-nous  aux  expressions  [Chap.  1,  équ.  (2.V)|  des  actions  de 
viscosité  C,  i,  (J;  celles-ci  sont  discontinues  par  l'intermédiaire  des 
quantités  E',  F',  (j'.  Les  é(juations  (  5  )  s'écrivent  donc  plus  explici- 
tement 

AGÔ'Ô-hMd'G'  =  o. 

AFrj'9  +  Mo'F'  =  o. 
A  Eo'5  -H  Mrj'Ii'  =  o, 
avec 

.,,       GÔ'E'— al^ô'F'-i- Eâ'G' 
0  ey  = 


2H^ 

Nous  avons  ainsi  un  système  de  trois  équations  linéaires  et  homo- 
gènes en  o'  (E',  F',  G)  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  sans  quoi  la 
fonction  dissipative  2iO  cesserait  d'être  une  forme  quadrati(]ue  défmie 
positive.  La  seule  solution  de  ce  système  est  donc 

o'  M'  =  0,        0'  l"'  =1  o,        0'  G'  =  o. 

D'après  les  formules  (42)  du  Chapitre  II,  ces  équations  s'écrivent 

1  \, {ix\{ lai -\-n^a' 1  =  0, 

i  \' „({:>]]  la'/.  — m  la'l)  7=0. 

Supposons  d'abord  V„  :^  o;  la  première  et  la  troisième  de  ces  é(jua- 
tions  constituent  un  système  de  deux  équations  linéaires  et  homogènes 
en  — o  A,  Irt'A,  dont  le  déterminant  —  li^-  n'est  pas  nul;  la  seule  solu-  ' 
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lion  est  donc 

(7)  ia>.  =ro.  la'7.  =  o 

el  la  deuxième  des  ccjualions  (G)  se  Lrouve  vérifiée.  En  verlu  des  for- 
mules (2i).et  (21')  du  (Chapitre  II,  les  égalités  (-j  )  enlrainenl  les 
suivantes 

(7')  l:r'J.=.o.  ljr[.l  =  0. 

Ces  égalités  (n)  ou  (n')  expriment  que  la  discontinuité  est  normale 
à  la  membrane. 

Ainsi,  quand  une  membrane  afleclée  de  viscosité  est  le  siège  d'une 
onde  d'accélération,  les  actions  de  viscosité  restent  continues  à  la  tra- 
versée de  l'onde.  Les  seules  discontinuités  que  puisse  propager  Tonde 
sont  des  discontinuités  normales  à  la  membrane. 

Supposons  maintenant  \'„  =  o  :  les  équations  (6)  se  trouvent 
vérifiées  d'elles-mêmes. 

Pour  obtenir  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde,  reportons-nous 
aux  é([uations  (  3  );  la  première  s'écrit  plus  explicitement 

011'  ou  oc  Ov- 

j'icrivons  cette  équation  pour  un  point  infiniment  voisin  de  1 
situé  dans  la  région  i,  puis  pour  un  autre  infiniment  voisin  de  X  el  du 
précédent  mais  silué  dans  la  région  2;  enfin,  relrancbons  membre  à 
membre  les  deux  équations  ainsi  écrites.  Les  composantes  X,  Y,  Z  de 
la  force  appliquée  par  unité  de  masse  ne  dépendent,  dans  le  cas  le 
plus  général,  que  du  lemps,  des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  pre- 
mières ;  elles  sont  donc  continues  à  la  ti'aversée  de  l'onde  cl  nous 
avons  ainsi 

'-t-.r,,a" 


ôf^  "     \  du         cii'  )         '      \       <^"        <^'' 

+   ■^ll.  0'  -J-—    —  2  3b  O'  -; 3-    -I-   WO'  -3--    =   O. 

oir  ou  av  <7i- 

Tenons  conq)le  alors  des  formules (35),  (37)  el  (41)  du  Cliapitre  11 
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el  posons  encore,  comme  au  Chapitic  III, 

(8)  cl,=;Hi.a2— 2.)r,a,5  +  'r[3'-=  j^&-^  2H(ta=— 2.f  a:^  -^Ç?'); 

nous  obtiendrons  la  première  des  équations 

H      /  \  au  àv  /  \       du        àv 

(9)  ^(.v,-PîjV-j,.+j„o'(^-— ;  +  r„o(^-_  +  _ 
les  deux  autres  s'obtenant  d'une  manière  analogue. 

Supposons  tout  d'abord  V„  ^  o,  c'est-à-dire  v»  ^  o;  dans  ce  cas,  les 
composantes  de  la  discontinuité  vérifient  les  formules  (7)  et  (7').  Les 
équations  (f))  multipliées  respectivement  par  A,  u,  v,  puis  ajoutées 
membre  à  membre,  nous  donnent  alors 

(10)  U,  -  p  ^  V-)  (  '■'-  -+-  IJ-'  +  v=  )  =  o. 

On  en  conclut  que  la  discontinuité  se  propage  avec  la  vitesse 


ou,  d'après  la  formule  (8), 
(■■) 


V  p        /.-^  p 


C'est  Texpression  (pic  nous  avions  trouvée  [  Cliap.  111,  é(pi.(:27)| 
pour  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  de  clioc  de  troisième  espèce. 

Supposons  maintenant  V„  =  o,  c'est-à-dire  t;;  ^  o;  les  formules  (7) 
ou  (7')  ne  sont  plus  valables,  mais  multiplions  les  équations  (9)  res- 
pectivement par  les  cosinus  directeurs  (/",  //',  c"  de  la  normale  à  la 
membrane  et  ajoutons-les  membre  à  membre.  En  vertu  des  conditions 
de  perpendicularité  Za"(x\^,  x[,)^=o,  il  vient 

(12)  Aoifr"/.  -o. 

Vraisemblablement,  on  doit  supposer -1-^  o,  sans  (|uoi  les  vitesses 
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de  propagation  données  par  la  fornuile  fi  i)seraionl  imaginaires.  Dans 
ces  conditions,  l'égalité  (12)  exige  qu'on  ait  Xr/'A  =  o. 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  ([u'nne  onde  d'accélération  sla- 
lionnaire  est  caractérisée  par  une  discnnliiuiilé  ([ui  se  trouve  néces- 
sairement dans  le  plan  tangent. 


S  II.  —  De  la  relation  supplémentaire. 

Coninie  au  Chapitre  II,  supposons  que  Tonde  d'accélération  soit  du 
premier  ordre  pour  la  température  absolue  T  ;  nous  savons  qu'il 
existera  une  quantité  -  telle  qu'on  ait 

(.3) 

Si  K  =  o,  les  développements  qui  nous  ont  conduits  (Chap.  I,  §\  ) 
à  la  relation  supplémentaire  demeurent  valables  et  celle-ci  devient 

(.4)  cpf  =-m(T-To)+i(T^54-.(î>). 

Si  K  :7!^o,  la  transformation,  au  moyen  de  la  formule  de  (îreeii.  de 

rc/T 
K-T-  en  intégrale  double  est  illégilime.  puis(ju'elle  sup- 
pose la  continuité  des  dérivées  premières  en  clia([ue  point  de  l'aire 
d'intégration.  Aussi  devons-nous  reprendre  l'établissement  de  la  rela- 
tion supplémentaire  à  l'endroit  même  où  nous  avons  fait  cette  trans- 
formation. 

Nous  avons  d'une  manière  générale  [Cliap.  I,  équ.  (3G)  cl  (37)]  et 
pour  une  portion  quelcon(pie  de  la  membrane 

(16)  (/0=-dt  CK^ds  +  dt  I    /.Hfr  — To)llf/« 


di-. 


Appliquons  ces  formules  à  la  région  a  de  la  mendjrane  représentée 
dans  le  plan  des  («/,  v)  par  l'aire  limitée  par  le  contour  C„-i-  C,  +  C, 
(fin-  0-  O'aprèsla  formule(i5)  et  les  hypothèses  faites  (piant  à  l'ordre 
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de  la  discontinuité,  la  quantité  sous  le  signe  /  /  est  finie;  comme 
l'aire  d'intégration  est  de  l'ordre  <//,  nous  voyons  .que  la  quantité  de 
chaleur  r/Q  dégagée  par  la  région  a  pendant  le  temps  dt  est  de  l'ordre 
de  cil'-.  Il  doit  donc  en  être  de  même  de  la  valeur  de  dÇ)  donnée  par  la 
formule  (l'i). 

(Considérons  donc  cette  dernière  formule  :  le  deuxième  terme  est 

de  l'ordre  de  dl'-  puisque  la  quantité  sous  le  signe  /  /  est  finie.  Le 
premier  s'écrit,  d'après  la  formule  (37')  du  Chapitre  I, 


■  dl 


a",  ^"  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-normale  extérieure 
au  contour  C„H-  C,  +  C!,  de  la  région  a.  L'intégrale  relative  à  la  por- 
tion C„  du  contour  est  de  l'ordre  de  dl  et  fournit,  par  suite,  dans  l'ex- 
pression précédente  un  contingent  de  l'ordre  àadl-.  Le  long  de  C,  on  a 
très  sensiblement  a"=  —  a,  p"=  —  p  ;  le  long  de  C!,,  a"  =  a,  p"=  p. 
En  substituant  la  courbe  -s  à  C,  et  Cl  comme  chemin  d'intégration,  on 
voit  que  la  portion  C,  H-  C,  du  contour  fournit  à  l'expression  précé- 
dente le  contingent 

'/n 


■dl  /   -=-rk--drs. 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courber.  Nous  voyons  ainsi  que 

la  seconde  expression  de  ofQ  donnée  par  la  formule  (16)  ne  peut  être 

de  l'ordre  de  dl-  que  si 

T  =  o. 

Donc,  si  l'on  a  K  =^1^  o,  l'onde  est  au  moins  du  second  ordre  pour  la 
température  et  cette  conclusion  est  vraie  que  la  membrane  soit  ou  non 
affectée  de  viscosité. 


§  III.  —  Cas  d'une  membrane  dénuée  de  viscosité. 

Pour  étudier  le  cas  d'une  membrane  dénuée  de  viscosité,  nous 
pouvons  faire  usage  des  équations  générales  du  mouvement,  telles 
qu'elles  ont  été   établies  au  Ciiapitre  !  ;  mais  il  est  pUis  siuq)le  de 

Journ.  de  Atal/i.  (G'  sùiie),  loiiie  VIII.  -   l'.isc.  UI,   i.jii.  4^ 


.19) 
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partir  des  équations  générales  (()),  en  tenant  compte  des  expressions 
simplifiées  de  OR,  SZ,  T 

07)  (.m.  or,.  <r):^  ©1^1^.        , 

Tout  d'abord,  les  (''ualilés  (8  )  nous  donnent 
(.8)  ..^{jO; 

nous  avons  d'autre  part,  d'après  les  formules  (17), 

011  ail  on  II      <)ii 


J{ii,  (•)  '         0{ii.  r)           d(it,  r)  11  <;(//,  (•) 

Il  vient  donc 

,/      ,mi       d.rb\       .,/     „()(■)       prK-)\       ,_,/  àG       dV\       0.,/     ,,^^11       ,,.)ll\ 

"H   ^-^j=°(  ^'^-''^j+^-^"(  ^-ij;^)-rïn~  ''^"   '^r 

Ueporlons-nous  alors  aux  formules  (42),  (4^))  ( 'l*>)  du  (^liapilrell 
et  nous  trouverons  aisément 

„d0      .^à(')\           (      p  .  J0^    ^       r)0 


(20) 


,,(}0     ,.a0\        /     ù  ,  im  ^  ^     d'à 

\     (/«  (>i' /  \  Ou  ôv  j 

Les  égaliti''s  (18),  (i<)),  ('-^o)  permettent  d'écrire  les  éijuations  (9) 
sous  une  forme  plus  explicite;  en  tenant  compte,  en  outre,  des  for- 
mules (21)  et  (21')  du  Chapitre  II,  nous  voyons  que  les  équations (9) 
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deviennent 

(    7/\r'        ®\^      ïf<^®    ,    ®\v    1         "    àB    1        0     ,^.    ,. 

/.    ^  f.;t       ®\        /  r/^0        ®\v     -  "    dQ    1        0,,,,      , 

/      /',')■>       ^■^\  W^^^        ®\v    1  II    (^0    1        0     ,^      . 

\     \         p  /       .LV'A^       p/  p/''  (^1   J      p 

Mulliplions  ces  équations  respecliveniciil  par  a',  //,  e  et  ajoutons- 
les  membre  à  membre,  il  vient 

(23)  <'-lfl''/.  ~  o. 

Multiplions-les  de  même  respectivement  par  a  ,  //',  c",  il  viendra 

(23)  (\'>'--]la"-/.^o. 


Multiplions-les  enfin  par  a,  l>,  r,  nous  aurons 

Tenons  compte  de  cette  dernière  égalité  dans  les  équations  (21), 
celles-ci  deviendront 

'<'■ )("'•  —  ala'/.)+  -a'ia'l  —  o, 


(20)  I  (k>^-  -W-iirt).)  +  -^'-«'>'  =  o, 

I    f\''-— -Vv-  clal)-\--c'la'l=o. 

\   \  PJ  P 

Ces  équations  vont  nous  permettre  de  discuter  les  diflérenls  cas  qui 
peuvent  se  présenter.  Tout  d'abord,  si  l'onde  est  stationnaire  (k>  =  o), 
l'équation  ('23)  nous  donne  1«"  A  =  o  ;  la  discontinuité  setrouvcdonc 
dans  le  plan  tangent. 

Comme  pour  les  ondes  de  choc,  nous  considérerons  deux  cas  prin- 
cipaux, suivant  que  la  discontinuité  ne  se  trouve  pas  ou  se  trouve  dans 
le  plan  normal  à  Fonde  (Za'X=/^o,  ou  Sa' A  =  o). 

A.  Srt'A  ^  o.  L'é(pjation  (22)  nous  montre  que  -Ç  =  o;  Tonde  est 
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donc  slalioniiaire.  Si  K  :^  o,  nous  savons  que  t  =  o;  réijualion  (24) 
nous  donne  alors  1  «  A  =  o.  Comme  la  disconlinuilé  se  Irouve  déjà 
dans  le  plan  tani^enl,  clic  est,  de  plus,  tangente  àFondeZ,  c'est-à-dire 
transversale.  C'est  d'ailleurs  ce  que  monlrcnl  les  équations  (25). 

B.  Za'  k  =  o.  L'ccjuation  (22)  se  Irouve  vérifiée,  de  sorte  que  la 
vitesse  de  propagation  v  peut  différer  de  zéro  ;  nous  distinguerons 
encore  deux  cas,  suivant  (ju'oii  a  Za'k  =  o,  ou  Za'k  ^  o. 

I.  Sa  A  =  o.  La  discontinuité  est  normale  à  la  membrane;  la  vitesse 
de  propagation  ■<)  ne  peut  donc  pas  être  nulle.  L'équation  (2^)  nous 
montre  que  7  =  0;  l'onde  est  donc  au  moins  du  second  ordre  pour  la 
température  et  aussi  pour  la  densité  et  la  tension,  d'après  les  for- 
mules (44)  et  (46)  du  Chapitre  IL  Les  équations  (2))  se  réduisent  à 


et  nous  donnent  comme  vitesse  de  propagation 

(.6)  ''  =  -V/f 

IL  SaX  :^o.  Il  nous  faut  encore  subdiviser  ce  cas  en  deux  autres 
suivant  que  Iv  est  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro. 

i.   K  ^  o.  Nous  savons  alors  que   t  =  o  ;    l'équaLion  (2'|)  se  ré- 
duit à 

.„>.(...  |)=„, 

d'où  nous  déduisons 

Celte  formule  correspond  à  celle  donnée  par  Newton  dans  le  mou- 
vement des  (luides. 


2.    Iv  =:  o.  Alors,  l'iMjualion  (i4),  où  nous  avons  eilacéle  terme  2ce, 
i(;ant  0  par  sa  valeur 


est  applicable.  En  y  rempla(;ant  0  par  sa  valeur y-,  nous  obtenons 


^^      <)t  €0  (ÏV  '  àt 
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d'où,  d'après  les  formules  (44)  et  (4'>)  du  Cliapilre  H, 

\         c€p  àl    H 

Cela  posé,  supposons  v  7^  o;  celle  équaliou  joinle  à  Téqualion  (24) 
nous  donne 

l  dp        ci£p-\()ïj    1 

d'où  nous  déduisons 

ce  qui  s'écrit  encore 

en  introduisant  la  chaleur  spécifique  à  tension  constante  C  (').  Dans 

(')  L'équivalence  des  deux,  expressions  (28)  el  (28')  données  pour  V'  peut  se 
démontrer  de  la  manière  suivante  :  soit  <iq  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans 
une  modification  virtuelle  par  un  élément  de  masser///;  de  la  membrane;  d'après 
la  formule  (36)  du  Chapitre  1  et  vu  l'expression  de  5,  on  a 

/  T     (J0  .  _\    , 

'^^  =  -V«^5T°P-^'^°^j'''"' 

c  désignant,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  viscosité,  la  chaleur  spécili([ue  à  den- 
sité constante.  On  peut  écrire  aussi 

rj./  r=  —  (  A  00  +  C  ôT  )  dm , 

C  débigiiaiU  la  chaleur  spécilîque  à    tension  constante  et  II  un    autre  coeflicieiil 
calorifique.  La  coinparaisDn  de  ces  deux  égalités  jointes  à  l'égalilé 

.„        <;0  .  (^0  ..„ 

00  ;=  -—  00  +  -—  0  1 


n<iu>  tlonue 


,  f)0         T    ,^0  ,  ù&       „ 


dp        lÊp-  ôï  d'ï 

iliHi  nous  déduisons,  en  éliminant  li. 

d^  T     /(}0\-  C  ,;0 


Tïp  '^  ctç^  \df)  ~~  'c  'dp 


le  cas  actuel  où  la  membrane  est  dénuée  de  viscosité,  c  s'appelle  la 
chaleur  spécilique  à  densité  constante,  (^ette  formule  (28)  correspond 
à  celle  donnée  par  Laplace  dans  le  mouvement  des  lluides. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  considérer  et  correspondant 
à  la  même  hypothèse  SlaX  ^  o,  que  la  vitesse  1?  soit  nulle  ou  donnée 

parles  formules  (27)  ou  ('^S'),  la  quantité  \''- est  dilTérente  de 

zéro  ;  les  équations  (:25)  se  réduisent  ainsi  aux  suivantes 

(X,  ix.'j)  —  (a.  h.  c)^ak  t=  o 

et  nous  enseignent  que  la  discontinuité  est  longitudinale.  Les  for- 
mules (26)  et  (27)  n'avaient  été  obtenues  jusqu'ici,  à  notre  connais- 
sance, qu'en  partant  des  équations  des  petits  mouvements  d'une 
membrane  plane  |  Chap.  I,  équ.  (  54)J  de  température  uniforme. 

Les  résultats  exposés  dans  ce  paragraphe,  relativement  à  la  propa- 
gation des  ondes  d'accélération  dans  les  membranes  dénuées  de  vis- 
cosité, sont  absolument  généraux.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
reconnaître,  au  moyen  des  formules  que  nous  avons  données  antéricu- 
ment(Chap.  II,  §  IX),  que  ces  résultats  s'étendent  aux  ondes  d'un 
ordre  quelconque  «  >■  i  par  rapport  aux  coordonnées.  Nous  les  avons 
démontrés  dans  le  cas  de  n  =  2,  uniquement  pour  simplifier  les  for- 
mules qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ  dans  ce  paragraphe. 


§  IV.  —  Les  ondes  d'ordre  supérieur  dans  les  membranes 
affectées  de  viscosité. 

Supposons  que  la  membrane  soit  le  siège  d'une  onde  ï  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  coordonnées  :  les  équations  indéfinies  du  mou- 
vement |  Chap.  I,  équ. (33)]  sont  applicables  en  tout  point  de  la  mem- 
brane ;  considérons,  par  exemple,  la  première  de  ces  équations 


du         (Jv 


()ii-  âii  àv  av- 

>cs  dérivées       ,, — ^ — -  sont  discontinues  a  la  traversée  de  1  onde, 

()(ll.V) 
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par  rinterniédiaire  des  dérivées  ^"^'fl'l  qui  dépendent  des  dérivées 
du  troisième  ordre  des  coordonnées  ;  écrivons  alors  Féfiuation  (29)  en 
deux  points  infiniment  voisins  et  situés  l'un  dans  la  région  i,  l'autre 
dans  la  région  2  ;  en  retranchant  membre  à  membre  les  deux  équa- 
tions ainsi  écrites,  nous  obtiendrons 

\  Ou  ôf  /  \       Ou         dv 

Tenons  compte,  alors,  des  égalités 

et  nous  obtiendrons  la  première  des  équations 

\dii        dv 
dC 
Ou 


dC       dl\ 
Oi'  ! 


ori 

di{ 

-+- 

du 

di', 

04 

Oq 

-+- 

Ou 

dv 

d.i 

oq 

-+- 

du 

Ov 

les  deux  autres  s'obtenant  d'une   manière  analogue.  Ces  équations 
considérées  deux  à  deux    constituent  trois  systèmes  de  deux  équa- 
tions   linéaires    et    homogènes    entre    les    quantités    o'(V^  —  -r-1' 
°  '  \du  Ov  / 

ol i^ — I-  y|)>  dont  les  déterminants  ne  peuvent  pas  être  tous  les 

trois  nuls,  puisqu'ils  sont  respectivement  proportionnels  à  a",  h",  c" . 
On  doit  donc  avoir 

,0    ^  v/'^'^"        (^^'\  •>//       à^i        à(; 


)u        dv  J  \      du        ai 

Développons   ces   deux  équations  :    les   égalités  (i5)   et  (2'|)  du 
Chapitre  I  nous  donnent  immédiatement 

^,      t*»;-  .  ,,  I  ^,       0^0  ,,  ^,  d-G 

o       -—      =  — AG-0       -T — '—      -+- Mo'  - — r— , 

du  p  dt  du  (Il  du 

d^  .  ^  i  „        d-p  d-P 

=  —  \ F  -  0' - — — : -h  Mo' 


d(u.v)  p      d/d{u,v)  Otd{u,v) 

-r^      =  — AE-o'      -—Ç-      4- Mo'      -T — r-- 
dv  p  dt  Ov  dl  dv 


(30 


/.c 

-\,    y.(\ 

y 

/.c 

-  v„r3(^-s 

îi' 

ki 

dv 

-V„[,3(.\ 

li* 
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Tenons  compte  des  formules  (48)  du  Chapitre  II  et  il  viendra 
I  /.q'  !ji  =  _  \  „ L  (\  ^ /.' -h  9. MU 3-  ^ i«).  -  2 M  //i ^3  irt'/.l , 

aMIlaSjia/.  +  My.{—»ix  -^  n^)la''/.\, 
2M\lxl\  lai -i-  M2.(—mx-~n^)la''/^, 
'2Mny.-)l<r/.  +  i\\  ny-'-j  la"t\. 

Dès  lors,  il  est  facile  de  voir  que  les  équations  (3o)  deviennent 
\  \'„  (  A  m  1  a  /.  —  MH  3  i  a'  /.  )  =  o. 

Supposons  d'abord  ^  0=^0  :  le  déterminant  de  ces  deux  équations 
en  Sa  A  et  Sa'X  est  différent  de  zéro,  puisqu'il  vaut  AMHA-  ;  la  seule 
solution  est  donc 

d'où 

2j-',/.i=o,        1x\.'i.^  o. 

Les  éofalités  (3i)  nous   montrent  alors  que  les  dérivées      .'T'  "  '  ;' 

restent  continues  à  la  traversée  de  Tonde,  et  nous  voyons  qu'il  en 
est  également  ainsi  lorsque  V„^o. 

Donc,  quand  une  ineudjrane  affectée  de  viscosité  est  le  siège  d'une 

onde  du  troisième  ordre,  les  quantités  — Vt^ — V^  restent  continues  à 

'  '  (7  (  </ ,  ('  ) 

la  traversée  de  l'onde;  les  seules  discontinuités  qu'elle  puisse  pro- 
pager sont  des  discontinuités  normales  à  la  membrane. 

Si  maintenant  ^'„=:o,  les  équations  (3-2)  sont  vérillées  d'elles- 
mêmes. 

Pour  obtenir  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde,  reportons-nous  à 
l'écjuation  (  29)  et  dérivons-la  par  rapport  à  u  ;  en  n'écrivant  que  les 
quantités  discontinues  à  la  traversée  de  l'onde,  nous  obtiendrons 

'^      ût'  du  ^  •^"  du  [  du  dv  )    '    "^^  du  \       du   "^  (/!•  ) 

„,,  d^œ  ,_     d^x         ,Q    d'^ûc 


d«'  du^dv         df'^àu 
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Tenons  compte  des  formules  ('17)  du  Chapitre  II  et  nogs  aurons 
par  différence,  et  en  introduisant  la  quantité  i,  définie  par  l'égalité  (8), 
la  première  des  équations 

I      \  '   Il       y  ôti  \  du         di' }  du  \       du        dvj 

'  '''^')2^,.  _^,/„v  ''.'  (dDW  _dTy,\   ^   _,  ,,  d  (     (?)î-      «JT 

,  __ 


(33)    -./.A-p-V.Mfx+y„à-(_-  — l+j'o'_    -  — 


I  —  ù 


/'"  ,,A        .  -,  ô  .  dm.     d^\       , .,  d  (    dTv.     ài\ 

H       /  du  \  du         (h'  /  du  \      du        df  ! 

les  deux  autres  s'obtenant  d'une  manière  analogue.  Nous  aurions  de 
même,  en  dérivant  par  rapport  à  r, 

,-Pï-jV-j>.  +  .„o-(^^-— j 
r-      \  ,  ^,  d  /d:)]\.      d=)î. 


,  ..  d 
di- 

V       du  "^  <>i^ 

.  .,  d 

/     dr<.     dT 

V       (^M  "*"  di\ 

,  -,  d 

V       du   '^  di\ 

(33',    ?(..-P^v.j,.,;,.ii(=-'^j 

Ces  équations  (33)  et  (33')  sont  analogues  aux  équations  (9).  Dès 
lors,  la  discussion  s'achève  comme  au  paragraphe  I.  Multiplions  les 
équations  (33)  respectivement  par  X,  pi,  v  et  ajoutons-les  membre  à 
membre  ;  faisons  de  même  pour  les  équations  (33'),  nous  obtiendrons 
les  deux  équations 

(a.  (3)  (|x  -  p-^'  V'-^j(A^+  |^=+  v'-)  =  o, 

si,  du  moins,  X'  est  différent  de  zéro.  Nous  voyons  ainsi  que  les  dis- 
continuités normales  à  la  membrane  se  propagent  avec  les  vitesses 


V     Cl  A-  p 


Ç?' 


Si,  au  contraire,  l'onde  est  stationnaire  (-Ç  =o),les  équations  (33) 
et  (33')  nous  donnent 

égalités  d'après  lesquelles  la  discontinuité  correspondante  se  trouve 
contenue  dans  le  plan  tangent. 

Ces  résultats,  analogues  à  ceux  que  nous  avons  obtenus  pour  les 

Journ.  de  Math.  (G*  série),  loriic  VIII.  —  Fasc.  III,  1912.  1- 
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ondes  d'accélération,  sont  entièrement  «généraux  et  s'étendent  aisé- 
ment aux  ondes  d'un  ordre  supérieur  à  3.  Nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  de  vérifier  cette  affirmation. 


§  V.  —  Résumé. 

Pour  terminer,  jetons  un  coup  d'œil  récapitulatif  sur  les  principaux 
résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  l'étude  de  la  propa- 
gation des  ondes  dans  les  membranes.  Nous  considérerons  successi- 
vement ce  qui  se  passe  quand  la  membrane  est  dénuée  de  viscosité 
et  quand  elle  est  affectée  de  viscosité.  Nous  avons  dit,  dans  notre 
Introduction,  que  ce  dernier  cas  correspond  seul  aux  membranes 
réellement  existantes. 

MEMBRANE     niiNUÉE     DE    VISCOSITÉ. 

Une  membrane  dénuée  de  viscosité  peut  être  le  siège  d'ondes  de 
choc  (/i  =  i)  et  d'ondes  d'ordre  supérieur  («  >■  i). 

•  Ondes  de  choc.  —  Ces  ondes  peuvent  être  de  deux  catégories, 
suivant  que  la  discontinuité  ('A,  [j.,  v)  se  trouve  ou  non  dans  le  plan 
normal  à  l'onde  ÇL  a'\  =  ou  7^  o). 

I.  la'X^o.  Les  ondes  de  cette  catégorie  peuvent  être  de  trois 
espèces  distinctes  caractérisées  principalement  par  la  valeur  de  l'angle 
des  deux  plans  tangents  en  chaque  point  de  l'onde  S. 

Les  ondes  de  première  espèce  sont  caractérisées  par  les  relations 
â' (p0)  :^  o,  o'(a,  Z»,  c)  =  0  ;  les  deux  plans  tangents  sont  donc  con- 
fondus. Elles  se  propagent  avec  les  vitesses 


V      pi  0  p  V 


P2  o'p 


et  sont  analogues  à  celles  que  propagent  les  fluides  parfaits.  Les  ondes 
stationnaircs  sont  forcément  de  première  espèce. 

Les  ondes  de  deuxième  espèce  sont  caractérisées  par  les  relations 
o'(p0)  ^  o,  a,  -(-  a.,  =  0,  6,  -t-  h.,  =0,  c,  -hc^  =  0  ;  les  deux  plans  tan- 
gents sont  donc  opposés,  de  sorte  que  la  courbe  d'intersection  de  la 
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membrane  par  un  plan  normal  à  l'onde  présente  sur  1  un  poiul  de 
rebroussement.  Biles  se  propagent  avec  les  vitesses 


V      Pl       Pl+   P2  V     P2      Pl+p2 

et  sont  analogues  à  celles  que  nous  avons  signalées  dans  le  mouvement 
des  fils  parfaits.  Les  ondes  de«  deux  premières  espèces  .sont  longitu- 
dinales. 

Les  ondes  de  troisième  espèce  sont  caractérisées  par  l'égalité 
o'(p0)  =  o,  l'angle  des  deux  plans  tangents  pouvant  élrc  quelconque. 
Elles  se  propagent  avec  les  vitesses 

•)  —  _      /®i  ■;  —  /^ 

et  sont  analogues  à  celles  que  M.  Jouguet  a  signalées  dans  le  mouve- 
ment des  fils  parfaits. 

IL  Sa'X:^o.  Les  ondes  de  cette  catégorie  sont  stationnaires  et 
caractérisées  par  un  plan  tangent  unique  dans  lequel  se  trouve  la  dis- 
continuité. 

Ondes  d'ordre  supérieur.  —  Si  l'onde  est  stationnaire,  la  discon- 
tinuité est  contenue  dans  le  plan  tangent.  Les  ondes  d'ordre  supérieur 
peuvent  être,  comme  les  ondes  de  choc,  de  deux  catégories,  suivant 
que  la  discontinuité  ("A,  a,  v)  se  trouve  ou  non  dans  le  plan  normal  à 
l'onde  (Sa'X  =  o«  :^o). 

L  Sa'>i  =  o.  Il  faut  distinguer  deux  cas,  suivant  qu'on  a 

SCfX  =0M  =f^  o. 

A.  lla\  =  o.  La  discontinuité  est  normale  à  l'onde  et  se  propage 
avec  la  vitesse 

L'onde  est  au  moins  d'ordre  n  pour  la  température,  la  densité  et  la 
tension. 

B.  ZaX^o.  Si  K  est  différent  de  zéro,  l'onde  est  au  moins  d'ordre /< 
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pour  la  température  ;  elle  se  propage  avec  la  vitesse 


Si  K  =  o,  Tonde  est  stationnaire  ou  se  propage  avec  la  vitesse 


^     /      C  d© 

Dans  tous  les  cas,  que  l'onde  soit  stationnaire  ou  que  sa  vitesse  soit 
donnée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules  précédentes,  la  discon- 
tinuité est  longitudinale.  Ces  ondes  sont  analogues  à  celles  que  pro- 
pagent les  fluides  parfaits. 

II.  iIa'X:^o.  Les  ondes  de  cette  catégorie  sont  stationnaires  ;  la 
discontinuité  se  trouve  donc  dans  le  plan  tangent.  Si  l'on  a  K  :^  o,  la 
discontinuité  est  transversale. 


MEMBH.VNE    AFFECTEE     DE     VISCOSITE. 

Une  membrane  affectée  de  viscosité  peut  être  le  siège  d'ondes  de 
choc  (n  =  i)  et  d'ondes  d'ordre  supérieur  («>  i). 

Ondes  de  choc.  —  La  densité  reste  continue  à  la  traversée  de 
l'onde.  La  discontinuité  (X,  [a,  v)  est  dirigée  suivant  l'intersection  du 
plan  normal  à  l'onde  et  du  plan  bissecteur  des  deux  plans  tangents 
qui  traverse  la  membrane  suivant  S  ;  ces  ondes  rentrent  donc  dans  la 
catégorie  I  (l«'X  =  o).  De  plus,  les  actions  de  viscosité  >;',  i,  (/  sont 
finies  de  part  et  d'autre  de  l'onde  et  nulles  inimédiatoment  en  avant  de 
celle-ci  dans  le  sens  de  sa  propagation.  Ces  endes  sont  forcément  de 
deuxième  ou  de  troisième  espèce  ;  leurs  vitesses  de  propagation 
dépendent  de  la  quantité 

X  =  -jj-G-i-al^^'a»— 2.7a(3-l-(|'(3'). 

Les  ondes  de  deuxième  espèce,  caractérisées  par  les  relations 
55'c)lo7^o,  a, -<-a^  =  o,  è,  4-/>2  =  o,  c, -f-Cj  =  o,  se  propagent  avec  les 
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Vitesses 


_      ,  /Q,  +  0-2       H^  c^oc'--23f,xp  +  q..^-' 
^'-"V  ~^^  +  7^  p '■ ' 

_       /0,  +  Q,  ^  ir^  ;-.,a^— 2j,^;3  +  (|-|3'. 

V  2  —  -r-  1/ H  "TT  ■ 

Les  ondes  de  troisième  espèce,  caractérisées  par  l'égalité  o'.x  =  o, 
l'angle  des  deux  plans  tangents  pouvant  être  quelconque,  se  propagent 
avec  la  vitesse 

-Vf- 

Ondes  d'ordre  supérieur.  —  Ces  ondes  sont  au  moins  d'ordre 
/i  —  1  pour  les  actions  de  viscosité  C,  #,  cj.  Si  Fonde  est  stationnaire, 
la  discontinuité  (X,  ul,  v)  est  contenue  dans  le  plan  tangent  ;  si  l'onde 
se  propage,  la  discontinuité  est  normale  à  la  membrane  et  sa  vitesse 
de  propagation  est 


-=V?-4' 


;a-—  ■2Jc.fi  -t-  (f 
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Rotation   de  l'ellipsoïde  Jiétérogène  et  figure   exacte 
de   la    Terre  : 


Par  Alex.   VERONAET. 


INTRODUCTION. 

Je  me  suis  proposé,  dans  ce  travail,  de  reprendre  et  de  compléter  les 
travaux  sur  la  figure  d'équilibre  de  l'ellipsoïde  hétérogène  en  rotation, 
en  particulier  ceux  de  MM.  Hamy,  Callandreau,  Poincaré,  Roche, 
Tisserand,  etc.,  avec  application  à  la  Terre  et  aux  planètes. 

J'ai  donc  étudié  le  cas  général  de  vitesse  et  d'aplatissement,  puis 
le  cas  pratique  d'une  vitesse  lente,  d'abord  en  première  approxima- 
tion en  négligeant  e-  ou  A',  puis  en  seconde  approximation  en  tenant 
compte  de  ce  second  terme,  et  en  particulier  les  limites  imposées  à 
l'aplatissement  de  la  Terre  par  la  considération  de  la  précession  et  de 
l'attraction  (problème  de  M.  Poincaré).  Enfin  j'ai  soumis  ces  diffé- 
rents problèmes  à  des  calculs  pratiques  et  numériques,  au  moyen  de 
différentes  lois  de  densité,  afin  de  vérifier,  préciser  et  compléter  les 
calculs  purement  théoriques. 

En  donnant  toutefois  la  première  place  à  l'hypothèse  fondamentale 
de  Clairaut,  je  ne  me  suis  attaché  exclusivement  à  aucune,  mais  je  me 
suis  efforcé  de  les  envisager  toutes  successivement  avec  leurs  inconvé- 
nients, leurs  avantages  et  les  limites  des  solutions  qu'elles  peuvent 
fournir. 

J'ai  tout  d'abord  posé  les  équations  générales  du  problème  sui- 
vant la  méthode  classique  et  suivant  celle  de  M.  Hamy,  en  étendant 
ces  équations  à  l'hypothèse  d'une  variation  continue  de  la  densité 
(M.  Ilamy  n'avait  considéré  (jue  des  couches  discontinues).  J'en  ai 
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déduit  une  relatioa  générale  cl  simple  entre  la  variation  de  la  vitesse 
en  profondeur  et  en  latitude  et  la  variation  de  l'aplatissement 

(^'ai-  (h>^  iT.fC     dl-  .  „ 

On  en  conclut,  entre  autres  choses,  que  dans  l'équilibre  permanent 
les  surfaces  de  niveau  ne  peuvent  pas  être  rigoureusement  ellipsoïdales 
(Hamy)  et  que,  de  plus,  l'aplatissement  des  ellipsoïdes  déformés  croît 
toujours  du  centre  à  la  surface. 

J'ai  étudié,  dans  le  second  (chapitre,  le  cas  général  des  ellipsoïdes 
de  révolution  et  j'ai  pu  réussir  à  étendre  à  l'ellipsoïde  hétérogène  les 
démonstrations  faites  pour  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin.  On  démontre, 
en  eflet,  que  dans  les  différents  cas  la  relation  entre  la  vitesse  et 
l'aplatissement  des  surfaces  de  niveau  conserve  une  forme  analogue  : 
la  vitesse  est  nulle  pour  A-  =  o  et  pour  X-  =  oo  et  passe  par  un  maxi- 
mum dans  l'inlervalle.  Déplus,  la  force  centrifuge  ne  saurait,  en  aucun 
cas,  devenir  égale  à  l'attraction,  ni  aucune  surface  être  sphéri(jue. 
Dans  le  cas  d'une  vitesse  uniforme  sur  toutes  les  couches,  on  aurait 

w^  i  +  l:  .3 

I),  V  <  — -r.<^o„Y-  V= — — — arclan£A. —  ^— : 

•^       ir.f      '   -^  ■'  /.■;  Aj 

on  sait  qu'on  a  co-=  iz.f\}^y  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  homogène. 
J'ai  ensuite  repris,  rapidement,  les  principales  démonstrations  r^^- 
t.i\c?,àV  équation  et  au  problème  de  Clairaut,  au  moyen  des  nouvelles 
équations  établies  par  la  méthode  de  M.  Hamy.  Ces  démonstrations 
sont  souvent  ainsi  simplifiées,  et  je  les  complète  pour  les  adapter  aux 
difl'érentes  hypothèses  envisagées  dans  ce  travail  et  aux  calculs  numé- 
ricjues  postérieurs.  J'ai  mis  en  évidence  la  fonction  très  utile  dans  la 

suite  "s  = jT-  analogue  à  v]  de  M.  Radau  et  la  formule  qui  les  relie  : 

(^  <^^<C.C<i^-  J'ai  démontré  que  cette  fonction  yj  peut  avoir  un 
maximum  et  pas  de  miniuuim  et  que,  dans  le  cas  de  la  Terre,  elle  était 
toujours  croissante.  h]iifin,  j'ai  établi  que  la  loi  de  variation  des  apla- 
tissements ne  dépend  (jue  de  celle  des  densités  et  nullement  do  la 
vitesse,  de  la  densité  moyenne  ou  de  la  masse  :  raplatisseiueul  super- 
ficiel seul  en  dépend. 

A  la  suite  de  M.  l*oiiicar('',  j'ai  repris  l'étude  des  limites  de  l'aplatis- 
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scmi'nlcn  lenanl  coinple  (U;  la  piécessioii  et  de  rallraclujn.  .Fai  <ral)ord 
mis  en  relief  les  trois  formules  fondamentales  :  é([uation  de  (flairant  à 
la  surface,  formule  des  moments  (Finertie  et  formule  tirée  de  ces  deux- 
là,  qui  permettront  de  calculer  numériquement  trois  valeurs  distinctes 
de  l'aplatissement  :  l'une  dépendant  seulement  de  l'attraction  et  de  la 
force  centrifuge  ou  de  o,  l'autre  des  moments  d'inertie  ou  de  J,  la 
troisième  des  deux  quantités  o  et  J. 

J'ai  donné  ensuite  l'équation  de  condition  (ju'on  tire  des  précédentes 
en  y  introduisant  la  condition  de  la  vitesse  constante,  on  a 


,,         4      \/'  +  ■'"'1  I     ,  ,      -  I  V/'  +  '0i 

V--\-^i- ;- =iJ4-0  OU  e  +  -J     J-, — - 
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M.  Poincaré  avait  établi  une  limite  inférieure  -  >  287,10  en  vertu  du 
maximum  de  K.  Comme  ■/)  est  toujours  croissant  dans  le  cas  de  la 
Terre,  donc  'c\  <^  /],,  j'en  ai  déduit  une  limite  supérieure-  <;  297,40. 

Des  calculs  numériques  et  pratiques  variés  (2.5  déterminations),  avec 
différentes  lois  de  densités,  donnent  des  limites  encore  beaucoup  plus 
étroites 

297.'3<-<297,32. 

Mais  en  négligeant  A",  on  laisse  planer  une  indétermination  de  i,  ^  au 
moins,  qui  exige  qu'on  tienne  compte  de  A'. 

J'ai  donc  repris  rapidement  pour  les  appliquer  à  ce  nouveau  pro- 
blème, et  en  partant  toujours  des  nouvelles  équations  tirées  de  la 
méthode  de  M.  Hamy,  les  calculs  de  M.  Callandreau,  dans  son  beau 
Mémoire  où  il  lient  compte  de  \''  et  de  la  déformation  de  l'ellipsoïde. 
Après  avoir  retrouvé  et  transformé  ses  formules  pour  les  appliquer  à 
l'équation  de  condition  du  problème  de  M.  Poincaré,  je  trouve  pour 
les  nouvelles  limites  théoriques 

-  =r  397, 12  ±  0,  38         à  0,01  près. 

De  plus,  l'inlluencc  des  termes  en  r  '  est  négligeable,  ou  a  ciu(|  rliillVes 
exacts.  Pour  lonl  aplatissement  situé  en  flfhoi's  de  ces  limites,  il  fau- 
drait faiic,  |)()ui-  la  'reire,  d'autres  liypotbèses  ijue  celle  de  Ciairaul. 

Jouin.  de  Math.  {(>'  si-iie),  loine   VIII.    --  Kasc.  IV,   ii)i;!.  1^' 
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Je  (loniio  enfin  la  formule  de  la  variation  de  la  pesanteur,  en  tenant 
cotnple  (le  ('- .  VA\c  introduit  un  ternie  en  c-  qui  peut  élever  de  'i  à 
5  unités  l'inverse  de  l'aplalisseinent  déterminé  autrefois  par  le  pendule, 
et  un  terme  en  ^rcos*/  qui  se  trouve  être  pi-atiquf'nicnl  nul  pour  la 
Terre.  I.e  nombre  trouvé  par  Fa  je  devient  2(j6,7. 

J'ai  alors  étudié  dans  le  Chapitre  suivant  les  principales  de  es 
hypothèses  et  monln''  romment  elles  modifient  Téquatron  de  condition 
et  de  quelle  manière  elles  pourraient  cadrer  avec  les  difl'érents  aplatis- 
sements possibles.  Dans  le  cas  d'une  Terre  solide  et  -  <;  riç)-,  il  aurait 
fallu  (pi'elle  se  solidifie  à  une  vitesse  constante  plus  jurande  (|ue  la 
vitesse  actuelle,  ou  bien  avec  la  même  vitesse  superficielle,  mais  des 
vitesses  intérieures  décroissantes  à  partir  de  la  surface.  Dans  le  cas 
d'une  Terre  fluide  et-  <^  297,  il  faudrait  admettre  des  vitesses  crois- 
santes à  partir  de  la  surface  dont  le  ralentissement  s'expliquerait  par 
le  frottement  des  marées.  Il  a  fallu,  dans  cette  hypothèse  générale  toute 
nouvelle  des  vitesses  variables,  reprendre  la  théorie  de  la  précession  et 
l'on  aboutit,  pour  déterminer  la  nouvelle  valeur  des  rapports  des 
moments  d'inertie,  à  la  formule 

0),  /    —  da'7.-  =:  2J  I     0  i/a'         ou  w,  /     ^cl'f'e  =  }  1     o  da'\ 

Les  calculs  de  précession  m'ont  amené  à  étudier  la  déviation  élé- 
mentaire exercée  dans  ce  cas  par  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur 
un  anneau  fluide  tournant  suivant  un  parallèle  terrestre.  Je  trouve  que 
la  déviation,  maximum  à  l'équaleur,  décroît  puis  devient  nulle  vers  35° 
où  elle  change  aloi's  de  signe.  Il  s'ensuit  que  les  couches  superficielles 
de  ce  parallèle  sont  alternativement  comprimées  et  dilatées  suivant  les 
mêmes  périodes  et  les  mêmes  maximums  que  la  nutation  elle-même. 
Ce  qui  permet  d'esquisser  une  théorie  des  tremblements  de  Terre  qui 
cadre  avec  la  théorie  expérimentale  de  de  Farville. 

Le  Chapitre  VII  est  consacré  aux  calculs  numériques  pratiques, 
faits  au  moyen  de  la  loi  de  Lipschitz  et  applitiués  aux  dilTérentes 
hypothèses  étudiées  ci-dessus.  L'hypothèse  de  Clairaul  et  les  trois 
é(piations  fondamentales  fpii  s'v  rattachent  fournissent  trois  séries  de 
valeurs  pour  r,  (piand  on   fait  \aiiri-  c,  de  2  à  3.  (^es  séries,  intéres- 
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saules  en  elles-mêmes,  le  sont  |)liis  encore  par  ce  l'ail  (|ue  Irur-  accord  a 
toujours  lieu  pour  -  =  287,17  à  0,02  près.  Les  mêmes  calculs  dans  le 
cas  d'une  Terre  solide  ou  de  vitesses  variables  fixent,  les  conditions 
pralicjues  que  ces  hypothèses  exigent.  Ils  montreiil  qu'alors  au  contraire 
l'aplatissement  peut  varier  dans  de  larges  limites,  au  delà  de  280  et 
de  3oo.  Des  Tableaux  et  des  graphiques  résument  ces  calculs,  qui 
complètent  les  essais  de  Roche  et  de  M.  Hamy,  qui  n'avaient  considéré 
(pie  trois  couches  dislinctes  seulement.  La  variation  de  densilé  étudiée 
ici  est  au  contraire  continue.  J'ai  étudié  encore  deux  autres  lois  : 
ï]'=  o  ou  -^  :=  Tji  (|ui  est  un  cas  limite,  et  p  ^  p„(i  —  a/-")'"  tpii  pei'inet 
d'expliquer  l'aplatissement  considérable  de  Jupiter  et  de  Saturne,  ce 
qui  est  impossible  avec  la  loi  de  Lipscliitz.  J'ai  enfin  donné  quelques 
formules  et  calculé  quelques  éléments  pour  la  seconde  approximation 
en  tenant  compte  de  e'-.  La  déformation  maximum  de  l'ellipsoïde  reste 
comprise  entre  i"',26  et  4"', 27.  (Valeur  probable  3'", 28.) 

Il  faut  remarcpier,  en  terminant,  que  les  limites  indiquées  ici  cadi  enl 
parfaitement  avec  la  détermination  de  l'aplalissemenl  faite  par  M.  Hel- 
mert.  Si  elle  est  confirmée,  comme  elle  semble  l'être  déjà,  d'a[)rès  la 
Note  de  M.  Poincaré  dans  VAnnuaii-e  de  191 1,  Noie  A,  ce  sera  une 
confirmation  également  de  l'hypothèse  de  Clairaut,  puisque  loule 
autre  hypothèse  exige  un  aplatissemeni  un  peu  différent,  comme  on 
l'a  vu. 

Rappelons  que  l'hypothèse  de  Clairaut  suppose  que  la  Terre  tourne 
tout  d'une  pièce  avec  une  vitesse  constante  et  qu'elle  est  assez  fluide, 
ou  du  moins  que  l'écorce  possède  assez  de  jeu  ou  d'élasticité  pour  se 
mettre,  au  moins  à  la  longue,  en  équilibre  avec  les  forces  d'attraction 
et  la  force  centrifuge.  Or,  comme  le  disait  excellemment  M.  Poincaré 
dans  la  Note  citée  :  «  Il  convient,  sans  doute,  de  se  représenter  la 
Terre  comme  pourvue  d'une  certaine  viscosité,  de  telle  sorte  que  tout 
en  se  comportant  comnuî  un  solide  sous  l'influence  de  forces  dont  les 
variations  seraient  relativement  rapides,  elle  aurait  cédé  à  la  façon 
d'un  corps  pâteux  à  des  actions  séculaires  dont  les  effets  se  seraient 
accumulés  lentement  »  (p.  23).  Les  expériences  de  M.  liecker,  à 
Polsdam  {Aniiiuiiic,  1909,  Note  de  M.  Lallemand),  sur  la  déviation 
de  la  verticale  (lémonlrcntipie  l'écorce  possède  assez  de  souplesse  pour 
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()bi''ii-,  (Ml  2'|  heures,  au  moins  partiellement,  aux  forces  perturbatrices 
proiliiisaiil  des  marées  diurnes.  11  est  évident  qu'elle  est  depuis  long- 
temps en  é(|uilibre  avec  les  forces  constantes  de  l'attraction  et  de  la 
force  centrifuge  (').  Il  en  serait  de  même  a  fortiori  i\  l'intérieur  car 
déjà  à  20'^'"  de  profondeur  la  pression  serait  assez  considérable  pour 
écraser  et  réduire  en  poussière  le  granit  qui  forme  la  partie  superfi- 
cielle de  l'écorce  (R.vdau,  La  constitution  inti'rieiire  de  la  Tcn-c, 
p.  79).  M.  Kadau  ajoutait  alors,  en  1880  :  «  Le  cuivre,  l'acier,  la  fonte 
de  fer  résistent  à  des  pressions  doubles  ou  triples,  mais  que  deviennent 
les  métaux  sous  une  pression  cent  fois,  mille  fois  plus  fortes"?  »  Nous 
le  savons  maintenantet  les  expériences  de  MM.  Tesla,  Guillaume,  etc. 
établissent  que  sous  fortes  pressions  les  métaux  Jlucnt  comme  les 
liquides  et  se  moulent  même  à  froid.  De  même  à  de  grandes  vitesses, 
sous  de  fortes  pressions,  les  liquides  acquièrent  une  rigidité  apparente 
égale  à  celle  des  solides.  Un  jet  d'eau  sous  une  pression  de  5oo""" 
acquière  la  rigidité  de  l'acier  et  ne  peut  être  coupé  même  par  un  fort 
coup  d'épée.  On  peut  dire  que,  sous  fortes  pressions,  les  corps  ne  sont 
plus  ni  liquides  ni  solides  mais  possèdent  à  la  lois  des  propriétés  de  ces 
deux  états  qui  nous  paraissent  contradictoires,  de  même  qu'à  de 
hautes  températures,  au  delà  du  point  critique,  et  sous  fortes  pressions, 
les  corps  ne  sont  ni  liquides  ni  gazeux  mais  possèdent  des  propriétés 
mixtes.  Et  c'est  pourquoi  j'ai  tenu  à  envisager  également  les  différentes 


(')  Ces  e\.péi'ienees  de  Polsdain  justilienl  pleiiierneiil  les  livpollièses  de 
Pratl  et  de  i^aye  sur  la  compensation  des  masses  conlinenUiles  el  soiis-mariiies, 
riiypothèse  de  Visnslasie  de  Airy  reprise  pai-  M.  llayford,  appuyées  d'ailleurs 
sur  de  sérieuses  coiiîidérations  ex])érimentales.  Si  l'écorce  possède  un  certain 
jeu  el  repose  sur  un  sous-sol  au  moins  viscjueux,  on  aura  à  une  certaine  profon- 
deur une  surface  de  niveau  en  équilibre  liydrotastique,  sur  laquelle  la  pression 
est  |)artoul  la  même.  Le  poids  et  la  masse  des  couches  situées  entre  cette  surface 
et  la  surface  extérieure  seront  donc  aussi  partout  les  mêmes.  Il  y  aura  (/«e  certaine 
compensation  au  point  de  vue  de  l'attraction.  D'ailleurs  on  s'explique,  qu'au 
momi-nl  de  la  foiniation  de  la  croûte  terrestre,  les  parties  les  plus  lourdes  se 
-ont  enfonc>"es  le  plus  prolondément,  refoulant  les  plus  légères,  les  continents, 
--.  l'oiiniil  l;s  civeile-.  remplies  p-ir  les  <'aux,  les  océans.  Le  refroidissement 
au'i^onaci  '\  ;  l'c-an  n'a  l'ail  qu'accentuer  la  iliUérence  de  densité  et  par  consé- 
quent de  niveau. 
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hypothèses  qui  peuvent  ne  pas  s'exclure  et  qui  du  moins  conlril)uent  à 
lintiiter  la  meilleure  solution. 

Les  principaux  Mémoires  utilisés  ont  été  : 

1°  Pour  le  problème  général  des  deux  premiers  Chapitres,  la  llièsc 
de  M.  Hamy,  Elude  de  la  figure  des  corps  célestes,  1887,  où  il 
admet  des  couches  discontinues  et  ne  traite  complètement  (pie  le  cas 
des  surfaces  homofocalcs. 

2"  Pour  le  problème  de  (flairant  et  celui  de  M.  Poincaré,  de  nom- 
breuses Notes  indi(iuées  au  cours  du  travail.  C'est  d'ailleurs  une  partie 
classique  sur  laquelle  on  pourra  consulter  avec  finit,  par  exemple,  le 
Tome  II  de  la  Mécanique  céleste  de  Tisserand. 

3"  Pour  la  seconde  approximation,  en  tenant  compte  de  A'  ou  e'-, 
j'ai  surtout  utilisé  le  travail  de  M.  Cai.lamiukau,  Mémoire  sur  la 
théorie  de  la  figure  des  planètes,  1889,  précédé  de  celui  de  Airy, 
suivi  de  ceux  de  Hehnert,  Wiecliert,  Darwin,  etc. 

4"  Enfin,  pour  les  calculs  numériques,  il  faut  citer  ceux  de  Hoche, 
Hamy,  Wiechert,  faits  dans  l'Iiypothèse  d'une  Terre  composée  de  ■?. 
ou  3  couches  seulement,  et  un  calcul  isolé  de  G. -H.  Darwin  au  moyen 
de  la  formule  de  Roclie. 


CHAPITRE   I. 

ÉQUVTIO.\.S  GliNliUVLES  KT  ÉQUILIBRE  PEUM  \NENT. 

1.  Les  deux  méthodes.  —  Soit  une  masse  fluide  hétérogène  com- 
posée de  couches  ellipsoïdales  de  densité  variable  p.  En  suivant  la 
méthode  imaginée  par  M.  HamyC),  nous  pouvons  la  regarder  coin  me 
formée,  non  plus  de  couches  ellipsoïdales  superposées,  mais  de  véri- 
tables ellipsoïdes  qui  se  compénètrent.  Nous  donnons  à  l'ellipsoïde 
limité  par  la  surface  S,  et  d'axes  a,  b,  c,  une  densité  égale  à  la  dif- 
férence de  densité  entre  deux  surfaces  voisines.  Mais  nous  remplaçons 
ici  les  différences  finies  de  M.  Hamy  par  les  difl'érentielles  et  les  L 
par  des  /afin  de  considérer  une  variation  continue  et  quelconque  de  la 


(')  Étude  de  ta  Jiffure  des  corps  célestes.  1887,  p.  3. 
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densité.  On  représentera  celle  dilTérenticllo  de  la  densité  [)ar  —  ç,' da 
parce  qu'on  a  p'  <[  o  et  que  les  densités  doivent  être  positives.  On  les 
évaluera  sur  l'axe  de  rotation  a. 

Soit  un  point  N(a;„,^„,  r„)  situé  sur  l'ellipsoïde  S„  d'axes  a,„  b„,  c„. 
Les  composantes  de  l'attraction  des  ellipsoïdes  pour  lesquels  ce  point 
est  extérieur  seront,  en  employanl  les  formules  de  Jacobi, 

\c  —  —  2  7r/.r„  /       ~  o'  (1(1  j     - — — r- 

où 

abc 
et  u.  étant  la  racine  positive  de  récpiulion, 


(') 


fj.         b-  +  p. 


Pour  les  ellipsoïdes  qui  contiennent  le  j)oint  X  à  leur  intérieur,  en 
commençant  par  l'ellipsoïde  5,(0,,  (^z,,  />,,  c,),  on  aura 

-^1=  —  27r A.i„pi  ;      -—„ —. 'ir.fx,,  I     —p  (la  /     -— -r- 

=  ~2r./a:„  f  (p,-p'da)  f    ,    .,  '''  ,  .        ('), 

Les  composantes  Y  et  Z  s'obtiendraient  en  changeant./;,,,  a„,  a  en 
jKn!  '^«7  /^  et  en  -„.  c„,  '■. 


(')  Celte  (lernièie  nolalion.  qui  réduit  X,  à  un  seul  terme,  n'est  pas  1res  régu- 
lière; mais  je  l'ai  trouvée  très  commode  pour  la  suite  du  calcul  car  elle  permet 
de  réduire  la  formule  fondamentale  (5)  à  deux  termes  comme  la  formule  (5'), 
ce  qui  en  fait  ressortir  davantage  les  analogies  et  rend  plus  facile  le  passage  de 
l'une  à  l'autre.  Il  suffit  de  se  rappeler  que  le  terme  en  p,  est  une  constante  où 
l'on  donne  à  l'élément  d'intégration  sa  valeur  à  la  surface. 
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Les   f     cl  f     sont  des  fonctions  de  a,  ù,  c  de  la  coiiclie  S,  à  liiquelle 

correspond  p'  et  p  ou  p,.  Les   /      sont  en  outre  l'onction  de  x,„y„,  z„, 

d'après  (i). 

En  désignant  par  w  la  vitesse  de  rotation  du  point  N,  les  compo- 
santes de  la  fqrce  agissant  sur  le  point  N  seront  : 

les  coordonnées  a-„,  j',,,  ir„  du  point  N  vérifiant  la  relation 

■l'I       >■«       s' 

(3)  -5.  +  :-4  +  -4  m  I . 
«n  ^«  C- 

L'équilibre  exige  que  la  force  soit  normale  à  la  surface,  d'où  les  condi- 
tions 

X-^  =:  (Y  H- u-j„)-^   —  (Z -+- w-J„)r^' 
Y         rt'    X  Z        a?,   X 

(4)  &)«= .  +  -4  —  = H-|— • 

Ces  deux  conditions  donnent  immédiatement  : 


(5) 


(6) 


I      r'  ,  ("  f     bl  al     \ds 


kl"  -'''" L  (^ 


Ha 


Ces  deux  valeurs  de  co  doivent  être  égales.  Il  y  a  une  solution  évi- 
dente :  h  =  c,  [>„  =  r„  :  ellipsoïdes  de  révolution.  Dans  les  autres  cas, 
on  ignore. 

La  méthode  classique  consiste  à  considérer  directement  l'ellipsoïde 
liéléi'ogène  comme  foinié  de  couches  ellipsoïdales  de  densité  et  d'apla- 
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lissemenl  variables.  Or  la  Jifîôrenlialion  dos  i'ormiilos  de  l'ellipsoïde 
homogène  donne  pour  rallraclion  d'une  coiiclie  élémentaire 

Pour  rallraclion  de  l'ellipsoïde  héléroj^cnc,  puis  pour  oj-,  on  a  ensuite 


X  =  X,-f-X,  =  -2-/^„ 


/■"■•        r'        ds  /•'        p        ds        ] 


(5') 


^^     V:.[    ^'^i.. 


I>1 


a;,     \  ds 


b-  -+-  s       a' -t-  s  /  A,, 
/'?.  d?,     \  ds 


Celle  dernière  formule  peut  s'écrire  : 
Vax  intégrant  par  parties,  on  ol)lient 


aj,     \  ds 


27:/ 


7  =  (P  Ap.)2''  +  (p  A„),'„  —  /     X^dp  —  i    A„  c/p. 

•  0  •'n. 


(_)r,  si  l'on  fait  a  —  o,  on  a  h  =^  o  cl  r,  ^=.  o,  d'où  — -  =-o  cl  \^  =  o. 

De  même,  pour  a  =  a„,  on  a  />  =  A„  ;  r  :=  r„  et  a  =  o,  d'après  i  et  3. 
On  a  donc 

(pA;;.)«..  =  {pA„)''..         el  (pA|,)î"-h(pA„),',„=(pA<,)'  =  p,A„. 
Il  vient  : 
!i=—  /       \„dp—(    Ao^o -f-  p,  A„  =  /      — 0  Knda+  l     (o,  —  p' r/(7)A„. 

C'est  précisément  la  formule  (5).  Ces  deux  formules  (5)  el  (5')  sont 
donc  identiques.  La  première  a  l'ayantae^e  de  j)résentcr  les  A„  et  les  Api 
sous  le  si^ne  soiunie,   sans   dideieiiliation,    en    conseivant    la    forme 
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simple  de  l'attraction  des  ellipsoïdes  homogènes.  On  pourra  donc  plus 
facilement,  au  moyen  de  ces  formules  en  p',  tenir  compte  de  tous  les 
résultats  acquis  sur  ce  dernier  point. 

Nous  distinguerons  maintenant  V équilibre  pcrniancnt  où  les  frotte- 
ments ont  égalisé  les  vitesses  en  profondeuret  en  latitude  elVëquilibre 
transiloi/-e  où  ces  \hesscs  ne  sont  pas  encore  égalisées  (Soleil,  Jupiter, 
Saturne).  Ce  dernier  équilibre,  d'ailleurs,  serait  définitif  si  le  frotte- 
ment était  nul. 

Nous  allons  donc  étudier  l'expression  de  la  variation  de  w^  en  lati- 
tude et  en  profondeur. 

2.  Variation  de  la  vitesse  de  rotation  en  latitude.  —  Les  for- 
mules (5)  et  (6)  donnent  la  vitesse  de  rotation  sur  la  couche  S„.  Il 
suffit  de  les  dériver  par  rapport  à  x^.  On  remarquera  que  w-  est 
fonction  de  xl,  seulement  par  l'intermédiaire  de  u..  On  aura 


(7) 


(8) 


diJ. 


—  ~"      T^T- z -r—  (-^a^Ai  011  S  ^  il.] 


[x  est  défini  par  (i).  Pourobtenir -^  éliminons  /;  entre   (  i)  et  (3) 
en  multipliant  d'abord  (3)  par  ^,  '"  ^  et  lui  retrancliantCi).  On  obtient 

^«  «l     \        ^l  (     bl  cl     \  bl 


(^l\b-+lJ.        a- -{-IL/        cly/j'+n        c--(-/Ji 

Dérivons  par  rapport  à  xl,  on  a 

(9)  B^=-1.(J^ 


en  posant 
(lo)  H  = 


y'h 


_bl [^fil^il_,\ 


+ 


{a--\-[j.)-        (b'-i-i-J.)-        (f'  +  pi)- 
Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  VUI.  —  Kasc.  IV,   iijr_>.  44 
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l'oilanl  (  (S  )  cl  (  ())  dans  (7),  on  ohticiil, 

/     N  Jro^  _    îT.  f  ('""  l     Ij],  a\     "Y  —  p' cla 

l-.a  seconde  condition  (G)  donne  de  même 

âor         'iT.  f   f'"i      cl  a:.     \-  — 0' dy. 


BA„ 


l'our  {|ue  la  vitesse  de  rotalion  suit  la  même  sur  loiile  la  surface  S„ 
quelconque,  c'esl-à-dire  pour  que  la  (igure  ellipsoïdale  d'éfjuilibre  soit 
compatible  avec  une  vil(\sse  de  rotation  uniforme  eu  latitude,  il  faut, 
ou  bien  : 

1"  p' =  o,  densité  constante,  ellipsoïde  liomogène; 

n  "/',  1^1  Ci  1  ..  ,  11-  ..   1 

•1     OU  ~ :=  — ==  — ,  quel    que  soil  a.  h,  r  :  elli|)SOides 

(I- -i-  jj.  ij'-hiJ.         c--hiJ.      ^  '  '  ' 

bouiofocaux. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  aurait 

).-«-=  ly- —  «■-=  /r,  '/.'-((--=  c-  —  «-=  A-, 

A  cl  A'  deviendraient  infinis  au  centre,  avec  a  =  o;  Ji^=}r^  c=k. 
L'aplatissement  serait  égal  à  i  et  rellipsoïde  central  réduit  à  un  disque 
aplati. 

5.  V arialiuii  <lr  la  ri/cs.sr  de  laldlinii  en  j)rof()iidi'ur.  —  Pour 
plus  de  simplicité  nous  Tétudierous  le  long  de  Taxe  polaire  r/,  suivant 
lequel  on  évalue  aussi  les  densités  ('  )•  (  Voir  la  Note  à  la  fin.  ) 

Transformons  d'abord  la  foiiuule  (  .^  )  de  façon  à  n'avoir  ([u'une 
seule  limite  en  f/„.  On  aura  : 

''>"  '   /'" ,        ,  ,  s  r"  f  i>i         (ij,  \  f/.t 


b^-+-  s       rt^-f-  .s-y  A., 
0:.  a] 


(')  Le  long  (le  l'a\e  poiaii-e  y,,  =r  5,,  =  o,  les  foiiimles  (i)  el  (3)  se  réduiseiil  à 

1  '  — ; — 11^  1 ,  3'  — ^   r=  I ,  «'  -h  W  =  Clf.  =L  X'f.. 
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(]etle  expression  détlxéc  par  iap[)orl  à  c/„  donne 


'  I  ' 


(i3) 
où 


2  7;/  da„  ~  da„        bf,  da„  ~    '  TtcT,,  \TfJ 


et  en  rétablissant  les  intéijrales  dans  Tordre  primitif 

C=/       —  f>' (ta  .,     '^        4-  /     (o  —oVrt)  /      1:! ._ 


i     X 
2  r/  «„ 


On  anra  donc  d'abord  C  >  o  avec  p'<  o,  puis 

^  —       '  —  C  —  /^^^  —        '^        «'/.- 

''«  '     '  +  >■''  fi?rt„  \  6;,  /  ~  (  I  +  À'  )■-  da„ 


Dans   E,   p'  dépend   seulement   de   la  variable  a,    1     est  fonction 

de  a  et  de  u.  qui,  défini  par  (i  ),  est  fonction  de  a  et  de  a„,  de  «„  par  a;„ 
d  après  (3).  Nous  aurons  donc 


di 


J.    (' 


s)^, 


àt;,    ()n,. 


da. 


IJans  la  première  accolade,  nous  aurons,  après  intégration,  une  fonc- 
tion de  a  et  de  «,  où  il  faudra  faire  a  —  a„.  Or,  si  nous  faisons  a  =  a„ 
dans  (i),  on  a  a  =  o  d'après  (3).  Donc  ce  terme  est  nul. 
Dans  le  second  terme,  nous  avons  déjà  obtenu 

'^     Ç'''         ds  __  I  ()|ji   _  -  I   /     bf,  cil      \ 

On  a  aussi  dans  (3)  : 


d'où,  finalement. 


t)n„ 


dal 


'■'■  «n  ; 


>E_  __  2ct„    /•""  /     bl 


âE 


■  û'  da 


a'^  fjL/  («-H-  jjt)  BAji 
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On  aurait  de  iirmiic  : 

dD  io„    r"" I     bl  a;,     \       —  p' da 

ôa,,  a'f,     I 


âa„  al  J^      \h--i-p.        a'-t- ,a  /  (  <''-f- fx)  BA^i 


7„         b-  Oa,,  ~        nlblj       \b'--^u.        d^  +  fx  !       B  A|i 


Ou,  en  tenant  compte  de  (i  i), 

dD        af,   dV,  2rt„   d(>)- 

da„        bj,  àa„  2  -  /'  drf, 

On  obtient  donc  finalement  h\  formub'  fondamenlala 

La  formule  (6)  donnerait  une  expression  identique  où  A' remplacerait  X 

et  serait  défini  par 

c-=n-{i  +  }:-). 

4.  Conclusions.  —  Nous  étudierons  le  cas  où  les  deux  conditions 
de  l'équilibre  permanent  seraient  réalisées  et  ceux  où  il  n'y  en  a  qu'une 
seule. 

i"  L'équilibre  permanent  exijre  -r^  ^  o  et  -r-^  =  o.  Cette  dernière 

condition  ne  peut  être  réalisée,  nous  l'avons  vu,  que  si  les  surfaces  de 
niveau   sont   des  ellipsoïdes   homofocaux.    L'ensemble    de  ces  deux 

conditions  exige  d'après  (l'i),   -. —  =  o,  c'est-à-dire  que  ces  surfaces 

soient  des  ellipsoïdes  bomolliéli(|ues. 

Ces  deux  conditions  sont  inconqjatiblcs.  Dans  un  fluide  bétérogène, 
l'équilibre  permanent  est  im[)ossible  avec  des  surfaces  ellipsoïdales. 
C'est  le  tbéorème  de  M.  Ilamy  étendu  au  cas  où  la  variation  des 
densités  est  continue. 

Volterra  a  également  établi  directement  limpossibililé  d'ellipsoïdes 
bomotbétiques  comme  surfaces  de  niveau  ('). 

(')  Acla  mat/ienuitica,  t.  Vil,  igoS,  p.  ioï>-iif\.  M.  Poincaré  avail  déjà 
démonlré  cette  impossibilité  pour  des  couciies  liisconliiiues  {Journal  de  Liou- 
i'i/te^  4°  série,    t.   G,    1890,    p.    6y).  \'ollerr;i    étend    celte  déiiionstratioii    à    une 
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2°  La  formule  (i  i)  monlrc  (jue,  sauf  pour  les  ellipsoïdes  liomofo- 

eaux,  avec  p'  <;  o  on  a  -t— j  >  o.  La  vitesse  de  rotation  sur  une  surface 

S„  doit  augmenter  avec  a?„  de  l'équateur  au  pôle  pour  que  les  surfaces 
de  niveau  soient  ellipsoïdales. 

Si  donc  l'équilibre  permanent  est  atteint  sur  la  surface  S,  la  vitesse 
de  rotation  à  l'équateur,  devenue  é^a\e  à  celle  du  pôle,  se  trouve  être 
un  peu  plus  grande  que  celle  qui  permettait  de  réaliser  une  figure 
ellipsoïdale.  La  surface  s'allongera  en  se  renflant  à  l'équateur.  Cet 
allongement  a  pour  effet  de  diminuer  la  valeur  X  de  la  composante  de 
l'attraction  au  pôle.  La  surface  va  donc  se  renfler  à  la  fois  au  pôle  et  à 
l'équateur  en  se  creusant  entre  les  deux.  C'est  ce  que  M.  Callandreau 
avait  démontré  pour  un  ellipsoïde  de  révolution  en  tenant  compte 
de  V  (•). 

3°  Supposons  y- j  =  o,  nous  aurons 

•  ()u„        (i  4-  }.')-  da„ 

On  voit  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  -7—  est  sensiblement  pro- 
portionnel à  -7^-  La  rapidité  de  variation  de  l'aplatissement  en  pro- 
fondeur augmente  avec  celle  de  la  vitesse  de  rotation.  Nous  vérifierons 
cette  loi,  au  Chapitre  suivant,  sur  trois  exemples  :  ellipsoïdes  homo- 
focaux,  "k  croît  de  X,  à  »,  variation  maximum  de  la  vitesse;  ellipsoïdes 
homothéliques,  >.  constant,  variation  de  vitesse  plus  faible;  enfin  avec 

une  vitesse  constante  A  décroît  de  A,  à  X„.  Si  ^  n'est  pas  nul  ou 

négligeable,  ces  conclusions  s'appliqueront  à  des  ellipsoïdes  déformés. 

4"  Supposons   enfin  -^  =0.    En   remplaçant  ^  par   sa   valeur 


varialion  continue  de  la  densité,  en  faisant  remarquer  en  passant  que  les 
démonstrations  faites  pour  le  discontinu  ne  permettent  pas  toujours  de  passer 
à  la  limite  et  de  les  appliquer  à  une  variation  continue. 

(')  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  figure  des  planètes,  1889,  p.  5i. 
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dans  (i4  ),  on  ii 

a},     \-  —  o'  (la 


^  '  ^  '  (  I   -H  >.'  )'    fl"n    ~  cl  hj,  J  V  /'■■  + 


n^u 


Or,  le  second  membre  est  tonioiirs  iiosilif  car  :,'<'o,  donc  -7—  ">  o. 
Si  l'on  suppose  y^  :^  o  de  manièie  à  réaliser  des  surfaces  de  niveau 

rigoureusement  ellipsoïdales,  leur  aplatissement  croîtra  du  centre  à  la 
surface.  Le  théorème  de  Clairaul  en  est  un  cas  particulier. 

Si  -T--  =  o  les  surfaces  ellii)soï(ialos  sont  déformées,  mais  la  conclu- 

sion  précédente  subsiste  appliquée  à  l'aplatissement  correspondant. 

Au  centre  TT  =  a,^,   A,j.  ^i,  le  second   membre   tend  vers  o,  on  a 

d)^  ,  -,     1     ■ 

-j —  =  o.  L  aplalissemenl  passe  par  un  mmmuim  au  ccntie. 

D'où  le  théorème  général  : 

Da/is  uni'  iiiassr  /hiidc  ln'W'ro'^èttc^  ï c(juilil)rc  perinanciU  est 
impossible  avec  des  surfaces  ellipsoïdales.  Oiia/id  il  est  alteinl,  les 
surfaces  de  niveau  prennent  la  forme  d' ellipsoïdes  déprimés  entre 
le  pôle  et  Véqualeur  et  dont  l' aplatissement  aiitiincnle,  du  centre  à 
la  su/face,  avec  minimum  au  centre^ 

Y^oir  la  Note  en  a[)pendicc,  page  /|G'i. 


CHAPITHE  11. 

ELLll'SOi'DKS   Di:   liK\  OLliTKTN. 
LIMIIKS  DE  VITESSK   Kl    D' \I'L  \T1SSKMENT. 

1.  Formules.  —  Les  é(]ualions  générales  du  (Chapitre  |)récédent 
étaient  établies  pour  des  ellipsoïdes  (piclconcpies  à  deux  ou  trois  axes. 
Pour  les  ellipsoïdes  de  lévolulion,  les  intégrations  sont  possibles  et  la 
formule  (2)  devient,  d'après  les  expressions  connues  de  l'allraction  des 
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ellipsoïdes  homogènes  (') 

X  f''  I  +-  /- 

('6)  ———'^nfi  —  p'  -3     (/— aiclan';/)(/fl 

—  ^~'f  \     (pi  — p  rt«)      -,      (/.  —  arc  taiigA); 

—  '^T^fj     (pi  —  pV/a)— y^— (arc  lang"/. 


OU 


-  „ i'  —  «^  ., 6'  —  a^  . , 


,g/- 

'„U 

''    ^ 

's'- 

.  +  /.'-,)' 

x- 

j^4-j' 

fl-  a'^+fi  «--+-,".  a-+/J. 

puis 

,__Y       ^X      _Y       i_X 

donne 

,  o       '••'  /■''  ,        1 4- À- /j  H- x;-  ,         /  2/   \  , 


I  —  p  (/f/)  — =- —     X-:;  arc  tang/. 


_  1  4-  >,,-  '^  r  -H  /.'        I  -h- 

Nous  supposons,  dans  ce  qui  suit,  que  la  vitesse  est  variable  en 
latitude  de  manière  que  les  surfaces  soient  rigoureusement  ellip- 
soïdales. Pour  plus  do  simplicité  et  pour  rendre  les  résultats  compa- 
rables, on  évaluera  la  valeur  de  w  le  long  de  Taxe  polaire.  Alors 
on  a 

«-  +  f/.  :=  (7,-,  =  r'. 

Alors 

, .,     n-      _  rt- .  <^l^ ''  -  _      ' 

'  rt-  +  |ji         /•-  dr  /-  /■ 

Au  centre,  /  =  o;  sur  la  couche  /•,  /  =  X^.  On  aura,  en  général,  /■<  X^, 
sauf  dans  le  cas  des  couches  homofocales  où  /  =  'k,.. 

La  loi  de  variation  des  densités  dans  la  masse  étant  supposée  donnée, 

(')  On  désignera  ilésoiinals  pai-  /'  le  layoïi  polaire  de  la  couclie  considérée  et 
par  l'iiulice  /'  les  éléments  corresponJanls. 
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nous  étudierons  ce  que  deviennent  to  et  A  dans  les  différents  cas  princi- 
paux :  couches  homotliétiques,  surfaces  honiofocales,  vitesse  uniforme. 

2.   Le  rapport  cn//f    la  force   centrifuge  cl  la  composante  de 

l'attraction,  en  un  point  sur  la  surface  S,  quelconque,  est  o  =  -^' 

Il  est  égal  au  rapport  des  seconds  membres  de  (i8)  et  (17). 

Les  éléments  d'intégration  ne  diffèrent  que  par  la  quantité  entre 
crochets.  Or  on  remarque  qu'on  a  quand  Xr=  =^1 

3-1-/.;  ,  /  2/  ,       ,  / 

Il  ^=  TT  arc  tan"/ r; =-;r  ^=  a'C  lang/  — ^  ^r  (/„, 

I  -H  >.;  "  I  -I-  /'        I  -I-  /;  I  -1-  /' 

et 

du        r  \    ^ —  ^'"'^  lang/ 

Celle  quantité  est  toujours  positive  :  u  varie  donc  toujours  dans  le 
même  sens  que  A^.  On  a  donc  toujours  :  //  <;  u^.  Il  en  est  de  même 
pour  l'expression  analogue  en  A.  Les  éléments  d'intégration  de  (18) 
sont  donc  tous  plus  petits  que  ceux  de  (17).  On  a  toujours  o  <[  i. 
D'où  le  théorème  : 

L'attraction  est  toujours  supérieure  à  la  force  centrifuge^  à  i in- 
térieur comme  à  la  surface  d'une  masse  fluide  liélérogène,  dont  les 
surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  de  révolution,  quelles  que 
soient  la  répartition  des  densités  et  la  vitesse  de  rotation. 

Les  formules  s'appliquent  aussi  bien  à  une  variation  brusque  de  la 
densité,  le  —  pV/rt  étant  alors  un  accroissement  fini.  Le  théorème 
s'applique  donc  à  toute  la  masse  d'une  planète,  y  compris  son  atmo- 
sphère. Si  des  éléments  équatoriaux  se  sont  détachés  (anneaux  de 
Saturne,  anneaux  de  Laplace),  il  fallait  que  la  vitesse  de  rotation  fût 
plus  grande  que  celle  qui  esl  compatible  avec  des  surfaces  ellipsoïdales 
d'équilibre. 

Si  les  surfaces  de  niveau  sont  honiofocales,  on  a  au  centre  A„  =  3: 
et  9  ^  I.  Dans  un  ellipsoïde  homogène  s  est  indépendant  de  p  et  tend 
vers  1  (juand  A  tend  vers  oc  (  disque  aplati)  : 

hy'-y  (3  -t-  'ir)  arc  lang/.  —  3), 

~    Y    ~    (i-h  >.»)  arc  lang/. — X 
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Remarque.  —  Si  une  surface  (juelcoiujue  riait  spliérique,  c'est- 
à-dire  ^r=  O)  on  aurait 

>=       /     — <^  — T^i —    5arelang/ 77—2' 

IT.f  J^^  '        /'      \  1  + /- 


/    (p, —  p'  <f(i)     -3  '   (  3  ai 


I  +  "/.- 


Or  l'expression  en  X  est  nulle  pour  A  =  o  et  sa  dérivée  est  toujours 
négative.  Cette  expression  est  donc  négative,  si  X  :^  o.  Il  en  est  de 
même  de  l'expression  en  /.  On  ne  peut  donc  pas  avoir  X  ^  o  pour 
aucune  surface,  autrement  on  aurait  w-<^  o.  On  a  donc  partout,  dans 
ce  cas,  X  ^  o  et  aussi  w-  =  o,  d'où  le  théorème  : 

Dans  une  masse Jluide  hétérogène  en  équilibre,  aucune  surface 
de  /n\'eau,  en  particulier  la  surface  extérieure,  ne  peut  être  sphé- 
rique,  que  si  la  vitesse  de  rotation  est  nulle  sur  toutes  les  surfaces 
de  niveau,  qui  sont  alors  toutes  sphériques. 

3.  La  dérivée  de  la  intesse  s'obtient  facilement  en  écrivant 

"/= ^arc  lang/ :—  = -r ^  (  /  —  arc  tang /)• 

14-/.,-  I  -h  /-         I  -I-  /.;.         1+  /=         I  H-  A; 

On  aura  ensuite  R  >  o  toujours,  en  posant 

li  =  /     — p' — ^Y— ('— 3'''-' ^^"gO'^^^ -I-  /     (?i  —  p' da) — ^y— ("/.  —  arc  tangÂ). 
La  foi'mule  (18)  devient,  en  remarquant  que   /     (p,  —  p'da)  =  p, 


u-         r''       ,  1  +  >.-      P 


-(fa -ho —l\. 


Dérivant  alors  par  rapport  à  /•,  on  obtient 

Si  les  surfaces  sont  bomotbéliques,  rf/r-— o;  si  elles  sont  liomo- 
focales,  /^=  A)-  et  frA-<o;  dans  les  deux  cas,  f/co-<o.  La  vitesse  croit 
de  la  surface  au  centre. 

Journ.  de  Math.  {6'  série),  (unie   VIM.  —  Fasc.  IV,   1912.  4^ 
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Si  la  vitesse  de  rolalion  est  uniforme,  on  a 


~dF 


R      ^ 

+  >.*   (Ir 


7/  -p(rT7^>:^":'^-'' 


)dn. 


Celle  relation  peut  êlre  vérifiée  de  deux  façons  :  /  <C  Arj  '^  "  >  •'?  '^s 
aplatissements  croissent  du  centre  à  la  surface.  Ou  bien  /|>X,.  Les 
aplatissements  seraient  alors  plus  <,n'ands  que  ceux  des  surfaces  liomo- 
focales  correspondantes.  On  aurait  alors  rfX- <[  o,  aplatissements 
décroissants.  Nous  verrons  que  ce  cas  ne  pourrait  êlre  réalisé  que  pour 
des  valeurs  considérables  de  l'aplatissement  superficiel  :  X,>-2,53. 
Nous  savons,  d'ailleurs,  par  la  démonstration  générale  du  Chapitre 
précédent,  que  ce  cas  n'est  jamais  réalisé  car  X  est  croissant  si  co  esl 
constant. 

Dans  le  cas  de  la  vitesse  uniforme,  on  a  toujours  au  centre 


K„     dl- 


(t  +  nr-  )> 


(/;-/- 


da 


les  rapports  se  réduisent  à  l'unili''  el  /- =  A,^,  donc  :  ^rA-  =  o.  L'apla- 
tissement tend  vers  une  limite  minimum. 

Les  courbes  représentatives  des  a})latissements  dans  les  dilTérenls 
cas  seraient  données  par  la  lijijure  i  : 


X 

\ 

1 

^ 

k' 

'K> 

_J__ 

-^ 

0 

1 

'■ 

Fis.   '•  —  Luis  (les  .iplalissfinents. 
1.  Surfaces  liomotliétiijiies.  —  3.  Surfaces  lÉomofocules.  —  3.  Vitesse  ronslanle. 

liciinufiiic.   —    Oh  |)eut  trouver  de  même  l'expression  de  la  varia- 
tion (le  vitesse  en  latitude.  Va\  elTel,  les  formules  tpii  définissenl  /  et  la 
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surface  S„  peuvent  s'écrire  : 


En  éliminant^'  entre  ces  deux  relations,  on  obtient 

(  «  )  —  /•  +     I  H-  /,- -r\ -i'\r-~  —i}  —  o. 

r-  \  '        I-  I-     I  I- 

On  en  lire 

dl       l^      U  —  l'- 


dx-        1   a-l.-^jc'-l- 

L'expression  de  ii  donne  aussi 

du  -il'-       'il-l- 


Or  eu'  est  fonction  de  x'  seulement  par  riiiterniédiaire  de  /.  On  aura 
,1-+-).'   l-'(l).—  t-\^ 


^J^  ^    i-r-'/.'-  X' \  i  +  l-  )  a^'/.-+x^t-' 


Cette  expression  est  toujours  positive.  Pour  que  les  surfaces  de  niveau 
soient  ellipsoïdales,  il  faut  que  sur  chaque  surface  la  vitesse  de  rotation 
croisse  de  léquateur  au  pôle,  conclusion  conforme  au  résultat  général 
du  Chapitre  précédent. 

■i.  Elude  des  fondions  :.  —  Dans  les  cas  limites  étudiés,  les 
éléments  d'intégration  dépendent  d'une  fonction 

O  -T-  À-  ,  /     1  +  A-  2  / 

(  iq  )  c  =  — ï- —  arc  tan  g/  —  ^-r  rr  —  ^-z- 

^    ^'  A'  °  A'    I  -H  l-  A' 

où  /  =  -  A  =  Aï  avec  o  ■<  £  <  I  et  (pii  devient  égale  à 

,        ,                                                               A-i-'/r  .  j 

(io)  v= — = arcl:ini:A  —  =- 

pour  /  :=  A  ou  £  =  I . 

Cette  expression  (20J  définit  la  relalion  entre  la  vitesse  de  rotation 
d'un  ellipsoïde  homogène  et  son  aplatissement.  Mulle  j)onr  A  =  o  et 
pour  A  ==  ^,  elle  atteint  son  maximum  o,22'|('7"-  pour  A  =  2,52{)3.... 
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Les  fondions  z  qui  en  diil'èienl  seulcincnl  par  la  valciii'  do  £  ou  / 
ont  une  allure  analogue,  l'our  X  ^  o  ou  pour  A  ==  ce,  elles  sont  toutes 
égales  à  o.  lOlles  sont,  de  plus,  toujours  inférieures  à  la  valeur  corres- 
pondante de  K.  l'^n  effet,  on  trouve 

^'■*'^  dl  "  l^i-tl-)^  '  7h~~     (n-).^£-)"- 

Cette  expression,  nulle  pour  £  =  o  et  poui-  £  =  i ,  reste  toujours  posi- 
tive; z  varie  dans  le  même  sens  que  £.  .Nul  pour  £  :=  o  (  niinimum),  il 
croît  jusqu'à  j' (maximum)  quand  £  croit  de  o  à  i.  Donc  o  <^  :<l^y. 

Si  A  varie  de  o  à  x,  r  aura  donc  un  maximum  comme  y.  La 
position  et  la  valeur  de  ce  maximum  auiout  une  grande  importance 
pour  la  suite. 

Comme  l  =  Ki  on  pourra  écrire 

,        , ,  3   +  À-  .  £1-1-  /.-  9.  c 

(19)  :  :=  — =-; — aiclaiig/î 


()n  aura  après  léduction  en  prenant  la  dérivée 

—  ^  '  ^  -  /.£  —  arc  taîi"/.c 


(.J-HA-)(H->.-c^)^ 

Appelons  i'  la  parenthèse,  on  aura  c  =  o  pour  A  =  o  et  r  =  —  -  pour 
A  =  ce.  On  Irouve  ensuite 

$  =  , •.,^^,'^'"    ..,  ,-[3(5-3ê^)  +  /'('-3c-)--'/'£'('  +  --^tJ- 

(//.  (9  -H  /.-)-(!   -I-  /.-£•)•'  \  J 

Cette  expression,  qui  esl  (rai)ar(l  posili\('  |)()ur  A  =  o,  (lc\ienl  nulle 
puis  reste  ni'galive  (piand  A  Icud  vers  1  iuliiil.  Donc  r,  d  abord  nul, 
croit  jus(ju"à  un  maximum  [tosilif,  puis  dècroîl  juscpi'à  —  ->  en  ne 
passant  qu'une  seule  fois  par  o.  il  en  est  de  même  de  d:-.  Donc  r  a  un 
maximum  el  1111  seul. 

Désignons  par  //  celle  deiiiière  parentlièsc  et  traçons  les  courbes 
de  //,  c,  ;  (/'V-  '-i)-  Ap[)elons  À„  et  A,,  les  valeurs  de  A  qui  sont  lacines 
de  II  el  de  c.  On  aura  toujoui's  A,,^  A„  puisque  c  s'annule  seulemeni 
après  avoii'  passé  par  son  maximum. 

<  )f  on  peul  écrire 

—  «  =  /.'£-(  I  -(-£-)—  À- (I  —  ">£-)-—  3(5  —  3£^). 
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C'est  un  Irinonie  du  second  degré  en  À-.  Le  produit  des  racines  est 
négalit'el  leur  somme  positive  : 


P  = 


3(:,-3i') 


(i-3c^)2 


On  a  deux  racines  de  signe  contraire  et  la  plus  grande  est  positive. 


Quand  £  tend  vers  o,  P  et  S  tendent  vers  co.  La  racine  positive  À„  tend 
vers  30.  11  en  est  de  même  de  X^.  Le  maximum  de  z  est  donc  rejeté  à  oo 
avec  A.  Pour  î  ^  i ,  on  a 

•—  Il  =  ■_>(/.-+  i)  (>.-—  3). 

La  valeur  minimum  de  \l  est  3.  On  aura  donc  A,:  >  3.  Quand  t  varie 
de  I  à  o,  le  maximum  du  r  correspondant  a  lieu  pour  une  valeur 
a"  ^  3  et  qui  augmente  indéiiniment  quand  i  tend  vers  o. 

Kn  même  temps  la  valeur  de  ce  minimum  tend  vers  o.  lui  ell'et, 
d'après  la  formule  (21),  z  varie  toujours  dans  le  même  sens  que  s.  Les 
courbes  des  :r  seront  toutes  intérieures  les  unes -aux  autres  et  décrois- 
santes avec  t  ainsi  que  leuis  maximums  (fig.  3). 

A  l'origine,  on  a,  en  développant  suivant  les  (luissanccs  de  X, 


dz 

-'1   9  -!-/.-/ 

cil' 

-9        >-^        l 

our  "/.  =  0 

i  l'origine 

ixe  des  A. 

rV'="=5'«-'-'U-5'V"' 


a  délivre  est  nulle  et  la  courbe  lan"'eiite  à 
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Eu  procédant  à  quelques  séries  de  calculs  numériques  pour  des 
valeurs  de  c  de  dixièmes  en  dixièmes,  on  oblient  le  Tableau  suivant 
des  valeurs  de  dz  ainsi  que  la  position  et  la  valeur  des  maximums  (on 


;      ZJ33  ^3678 

•  Fig.  3.  —  Courbes  des  valeurs  de  ;  pour  ii>  valeurs  de  t. 

a  pris  comme  unité  la  quatrième  décimale).  ()n  a  pu  tracer  ainsi  les 
courbes  représentatives  correspondantes  de  la  fijjure  3. 


t=    0      n.i 


0,-:       n.3       0.1 


ll,.i 


8i         3io 
:4>.  209 


2,i3   i>  i),.H.2g  ii4 

3         0  o,o()3o  I  io  ij). 

i          o  o.ooiS  r>.o  \:>.o  Ou 

(i          11  <i,oo37  54  —     G  —  ig 

lu        o  0,0021  —      3  —   3S  —   j<) 

).,„  =  *  >?,o  <),)  6,3  4.7 

Zin=  O  O,0(i()       1(1)  1  3  > 


n.r; 


(1,7 


0.8 


O.'J 


7.71  I  jl>  I  17               So                19 

ijl  ('17  —    10  —    fil  — IDO 

i(j  —  so  — i3o  — rj()  — 179 

93  — \  li  — r4")  — 1)4  — 160          -ifiu 

-   7>  —  So  —  S.S  —  ()o  —  90       —  90 


109 
i83 


0,014 

—  j(i 
—47 
— 7'.i 

—  58 


.8 


■21  >i 


•2,  fi 

-2-2-2 


v>.5 

Tableau  îles  valeurs  de  -;r--   L'avaiit-ileruiore  colonne  oii  e  =  i    donne   les  valeurs  de  ~^' 
(il.  di. 


iS.  Ellipsoïdes  honiothéllqui's.  —  Si  toutes  les  surfaces  de  niveau 
sont  liomotliétiques,  on  a  À  =  Ar=  const.  On  peut  écrire 


(22) 


au  centre 


•>--/ 


i         ■  ,  I  ^  -^  '■'  I       « 


il 


y^)''^' 


27:  /' 


»"g^  — f,)  =  i 


On  a  pour  to„  l'expression  connue  (jui  relie  to  et),  dans  le  cas  d'un 
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clUpuoïdc  lioinogèiir.  On  sait  qu'alors  si  X  varie  de  o  à  3C  la  valeur 
-^  =y  croit  de  o  à  0,22407. . .  maximum  (  X  =  2,52r)3),  pour  dé- 
croître ensuite  jusqu'à  o. 

Pour  — ^  >o,2  2/i(J7...  l'équilibre  est  impossible  avec  une  fi;;ure 

ellipsoïdale.  Pour  ;^-^  <  o,  22467  ...  on  a  deux  valeurs  de  X  et  deux 
ellipsoïdes  d'équilibre. 

On  a  vu  que,  dans  ce  cas,  la  vitesse  de  rotation  diminue  du  centre  à 
la  surface.  Si  donc  la  vitesse  centrale  a  une  limite  maximum,  toutes 
les  autres,  la  vitesse  de  la  surface  en  particulier,  passeront  aussi  par 
une  limite,  inférieure  à  celle  de  w„  et  variable  suivant  les  conditions. 

La  formule  (22)  peut  s'écrire  : 

(2.3)  ^,=py^l     —o':.da. 

On  en  lire  immédiatement 

,    ,,  I     dr,)-         dv        r'        ,dz, 

iT.f    ctK        '  dt.      J^         '    d). 

Sous  le  signe  d'intégration,  z  prendra  toutes  les  valeurs  de  o  à  j', 
puisque  t  varie  de  o  à  i.  Il  en  sera  de  même  de  dz. 

(^uand  \  varie  de  o  à  2,53,  dy  et  tous  les  dz  sont  positifs  (//i''.  3). 
Toutes  les  vitesses  sont  croissantes. 

Quand  X  dépasse  la  valeur  2, 53,  dy  devient  négatif  avec  une  valeur 
absolue  de  plus  en  plus  grande.  D'autre  part,  un  nombre  de  plus  en 
plus  considérable  de  dz  deviennent  également  négatifs.  Il  arrive 
nécessairement  un  moment  où,  pour  une  certaine  valeur  X,„  de  X,  le 
second  membre  de  (24)  devient  nul,  puis  négatif.  La  vitesse  de  rota- 
tion eu  de  la  coucbe  correspondante  S^.  passe  par  un  maximum  puis 
décroit. 

A  partir  du  centre  l'importance  du  second  terme  de(24)  croit  avec  /•, 
et  celle  du  premier,  au  contraire,  diminue  avec  p.  La  valeur  négative  de 
celui  ci  l'emportera  donc  d'autant  plus  lai'd  que  la  couche  sera  plus 
éloignée  du  centre  et  w,  passera  par  son  maximum  la  ilcriiière,  pour 
une  certaine  valeur  X,. 
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On  aura  en  fésiinié 
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!,53  <>.,„<■/., 


Celte  valeur  extrême  A,  el  la  rapidité  avec  la(|uelle  les  dinércnles 
couches  atteignent  leur  maximum  dépend  de  la  répartition  des 
densités. 

Or  celle  répartition  peut  se  ramener  à  trois  types  principaux,  selon 
qu'on  a  p"^=  o;  p"<Co  ou  p">-o,  c'esl-à-dire  variation  constante,  plus 
rapide  vers  la  surface  ou  plus  rapide  au  centre   :   courbes  I,  2,  3 


On  voit  immédiatement  sur  la  formule  ('23)  que,  pour  une  même 
valeur  de  X,  w^  s'éloignera  d'aulanl  plus  de  co^  que  py  sera  plus  diffé- 
rent de  pij'  et  que   /     —  pV/a  =  p„  —  p  sera  plus  grand,  en  somme, 

d'autant  plus  que  la  condensation  vers  le  centre  sera  plus  prononcée. 
11  en  sera  de  même  d'après  {'>.'\)  pour  le  maximum  (\e  co'-. 

Kn  résumé,  les  valeurs  el  les  maximums  di-s  co,  confondus,  dans  le 
cas  de  l'homogénéité,  avec  oj^,  seront  d'autant  plus  faibles  et  auront 
lieu  pour  des  valeurs  de  'k  d'autant  plus  grandes  que  l'ensemble  s'éloi- 
gnera davantage  de  l'homogénéité,  ou  p,,  diiï'érent  de  p,. 

Les  courbes  de  variation  des  vitesses  en  profondeni',  |ionrune  même 
valeur  de  X,  seraient  analogues  à  celles  des  densités  correspondanics. 

Les  courbes  représentatives  de  la  variation  des  vitesses  avec  X  seront 
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analogues  à  celles  des  z,  celle  de  (o„  analogue  à  celle  de  y  (Jtg.  5).  Si 
l'on  tire  une  ligne  horizontale,  on  voil  (ju'à  toute  valeur  w,  plus  petite 
que  le  maximum  correspondent  deux  valeurs  distinctes  de  A  mais  qui 


Kig.  ô.  —  Courbes  des  vitesses  de  rotation  dans  le  cas  des  surfaces  homothétiques. 

exigent  une  autre  valeur  de  a)„  et  un  autre  mode  de  répartition  des 
vitesses.  Pour  une  valeur  de  w,  supérieure  au  maximum,  les  surfaces 
ne  pourraient  plus  être  ellipsoïdales. 

Quelques  calculs  numériques  montrent,  d'après  le  Tableau  des  dz, 
que  si  p"  =  o  le  maximum  de  w,  a  lieu  au  plus  tard  pour  X,  =  3,55, 
quand  la  moyenne  des  accroissements  positifs  et  négatifs  est  nulle. 

Pour  que  le  maximum  ait  lieu  pour  A,  ==  3,  il  suffirait  que  la  densité 

soit  encore  p  =  7  Pu  à  la  distance  0,7  du  centre,  celle  qui  correspond 

à  dz  =  o.  Alors  p" <C.  <>• 

Pour  que  ce  maximum   soit  repoussé  à  A,  =  '1  il  faudrait  que  la 

densité  à  la  distance  o,  5  soit  déjà  réduite  à  p  =  ^c^.  (les  trois  valeurs 

de  A,  sont  calculées  avec  p,  =  o;  en  réalité,  le  champ  de  variation  serait 
encore  réduit.  Pratiquement,  il  ne  peut  pas  être  considérable. 

Dans  le  cas  de  la  Terre  avecp"=o;  p,  =  2,  5  et  p„  =  10,  on  aurait 


au  maximum 


— ^  ^=  o,  220  p„  :  — '—.  =  o,  i63  p„  ;  dans  le  cas  d'iio 


ITT/ 


2  7r/ 


niOi^e- 


néité  :  D,y  =  0,1 25  p„. 


6.  Ellipsoïdes  lionio focaux.   —   Si   les   surfaces  de    niveau   sont 
homofocales,  on  a  Ir  —  a-'—h\  —  à\^   avec  />*  =  a'(i -t- A-).   On  en 
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lire  :   Art  =  /.,«,.    On  ;i   alors  /=  -A  =  A^,  car  \a  =  r\^  ol  la  for- 
mule (i8)  devient 

,    -,       ',>-  /3-t-/.;  ,  o/.,.     \    f''  ,  I -t- À-    , 

r'  ,  ^      /3-f-À;  -  /.  2/    \  1-4-X' 

H-/     (p,  — prirt)     ^arclang/ ^ rr    — ^î— ; 

J^    ^"^        '  '  \  I  -(- >,;  "  I -I- A*         "  +  /.,:'      A'     ' 

(25')  nl-^rlr  el  V  =  i7:a'(' +  A-) 

donncnl 

I  -(-  /.^        Vu- 1?. 


d'où 

+  /    (pi  -  p  ^")  v^  V~Tr~  "'""  ''"^'''-  ~  Xl  7TF  ~ 

On  a  vil  que  la  vitesse  croit  de  la  surface  au  centre  :  w,  <[  co  <[  w,,. 
y4  /a  surface,  on  aura,  avec 

r  '  V       M 

/    (.,-p'./«)^=  yi=D,. 

(2;)  _^=(lJ^arctan,>..-^)D,=.n,^.     ■ 

Ainsi  la  rotation  et  raplatisscinent  sont  liés  par  la  même  expression 
que  dans  un  ellipsoïde  homogène  de  densité  D,,  expression  analogue 
à  celle  de  a)„  dans  les  ellipsoïdes  homothétiques,  mais  ici  co,  est  indé- 
pendant de  la  loi  de  variation  des  densités. 

Au  centre  Ar=  ^o  et  la  formule  (sS)  donne 


(28)  iri-^i   (P.-P''''')("'-'^i»%''— 7^;-ir 

l^n  tenant  cinn|)te  de  (2;")'),  on  a 


(^«')  2ir7=wi     V(a.-c.angÀ-^)(p,-p'./.) 
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Pour  A,  =  G,  on  a 

).  =  —/,  =  o 
a 

et 

/.  2.3      4-- 

a rc  la  11  "  /. ^-  r^  -^  A-"  —  —  /.■'  — .  ... 

I  +  /.-         3  3 

I.a  formule  (28)  donne 

Pour  A,  =  ce.  co„  =  o,  d'après  (28'). 

Posons 

+  V-  (  .  l 

arc  lan"/,  — 


r- 

On  a 

'A-  1  /3  +  /.- 


..   —       -,       .       -arc  lani;/. 


f) 


(■  varie  en  sens  inverse  de  \  et  par  conséquent  de  A,.  Ainsi  co,,  est 
toujours  décroissant  et  varie  de  ô~/po  à  o  quand  A,  croit  de  o  à  x. 
Pour  étudier  la  variation  de  co„  avec  la  densité  posons  encore 

À  du  2X' 

"  I  H- A-  df.        (i-hl^y 

L'élément  d'intégration  de  (28')  croît  avec  la  valeur  de  A  de   la 

surface  au  centre  où  u„=  --  car  A^  =  ce.  Donc  co^  croit  d'autant  plus 

que  p'  est  plus  grand  vers  le  centre,  c'est-à-dire  que  la  concentration 
est  plus  considérable.  A  la  limite,  on  aurait 

^l    _  I  +  Ij  -n  j^ j  _  n  I  +  "/,'  j^ 
2r./         \\'f.]     ■?.'   '    "  2      1\        '• 

On  a  donc  deux  limites,  l'une  en  fonction  de  la  densité  centrale, 
l'autre  en  fonction  de  l'aplatissement  superficiel,  qui  se  complètent 
sans  s'exclure  : 

(29)  o.S<J7T/p„,         wG<-V^-^D,. 

Toutes  les  autres  vitesses  et  courbes  représentatives  "seront  com- 
prises entre  celles  des  formules  (27)  et  (29). 
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Coiiiine  on  a 

f     —p'\  (/a=:—p\'r-h  f    pf/V=r(D-p)VV, 

la  roniiiile  (2G)  peut  s'écrire 

(3o)  _^=(D_p)j  +  ^"  A.:(p,_p'./a), 


—  /Il r.  >  1-  -i_  / 

où 


3  +  ).,'  ,        ).    14-).^^        2). 

:  =  — r-^; —  arc  langA  —  ^^  1--  —  t-t- 

/;'.  °  A,^   1  4-  A-        A^ 

est  une  fonction  z  déjà  éludiée,  /  étant  remplacé  |)ar  A,  et  A  par  A^. 
On  a 

>.  =  -A,=r  A,.£  =  /. 
a 

De  /•  à  /  limites  d'intégration,  t  varie  de  i  à  —  <'  i  et  non  de  i  à  o. 

Une  fraction  seidement  des  r  figure  sous  chaque  signe  dintégration, 
ceux  dont  Vi  est  supérieur  à  celui  de  la  couche  S,..  La  variation  est  Ia 
même,  les  conchisions  analogues  à  celles  du  cas  précédent. 

Ainsi,  fjuand  A,  croit,  les  vitesses  des  couches  intérieures  passent 
successivement  par  leur  maximum,  du  centre  à  la  suiface  où  co,  sera 
décroissante  la  dernière,  comme  pour  les  suifaces  homothétiijucs. 

En  effet,  on  a  vu  que  les  maximums  de  :;  ont  lieu  pour  des  valeuis 
de  plus  en  plus  grandes  de  /v.  Mais  ici  les  X  croissent  de  la  surface  au 

centre  A^=  -^-  Ils  atteignent,  dans  le  même  ordie,  la  valeur  A,„  cor- 
respondant au  maximum  de  chacjue  surface,  il  en  sera  de  même  des  co. 
Voici  d'aijord  le  Tahleau  des  valeurs  respectives  des  A„,  et  des  A^ 
pour  A,  =  2,53. . . ,  maximum  de  w,  : 

E I  0,9         0,8  0,7  0,6         0,5  0,4  0,3  0,2 

A, 2,53       2,8       3,2       3, fi       4,2       .-),(>       6,3       8,4       12,6 

A,„ 2,53       2,6       2,7       2,9       3,3       3,8       4.7       6,3         9,5 

Ir —  Â,„...        O  0,:>  0,5  0,7  0,9  1,2  1,6  2.1  3,1 

Quand  (u,  atteint  son  maximum  les  z  de  toutes  les  surfaces  et  par 
conséquent  tous  les  autres  w  ont  déjà  dépassé  leur  maxiiuuiii  piiisipie 
A^>  A,„,  pour  tous  les  z  (/Ig-  ('))■ 
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D'ailleurs  /^  croit  toujours  plus  vite  que  X,„.  En  eflet,  dans  l'étude 

des  fonctions  ;  on  a  vu,  formule  (21),  que  j^  >  o,  :  et  /  varient  dans 

le  même  sens.  Or  on  a  ici  au  maximum /  =  A,„£.  Celte  quantité  A,„£ 
varie  donc  dans  le  même  sens  que  z,„  et  décroît  avec  i.  Au  contraire, 
dans  les  surfaces  iiomofocales,  A^s  =  A,.  Ainsi  X^s  reste  constant  et  A^ 
croît  plus  vite  que  >.„. 

Si  donc,  à  un  certain  moment,  pour  un  certain  "/.,  <  2,5'i,  le  A^  de 


Fig.  G  et  6'.  —  Coui'bes  comparées  des  \  et  des  "k,^  dans  le  cas  des  surfaces  Iiomofocales. 

la  surface  S^  éf^ale  le  )^„,  du  z  correspondant,  tous  les  X  et  les  :;  inté- 
rieurs à  Sr  auront  dépassé  leur  maximum.  Tous  les  X  et  les  «  supérieurs 
ne  l'auront  pas  dépassé  (fig.  (->').  Or  de  (3o)  on  tire 


(3i) 


■iTT/     <//. 


^-(o 


-a 


y  dz 


p'  da). 


dco-  ne  dépend  que  des  dz  supérieurs,  tous  positifs  ici,  ainsi  que  dy. 
On  a  donc  rfco'->o  et  w'-  est  encore  croissant,  ainsi  que  tous  les  w 
supérieurs  (' ).  Faisons  décroître  X,  de  2,53  à  o,  les  X  passeront  suc- 
cessivement, de  la  surface  au  centre,  par  le  X,„  du  z  correspondant.  Le 
maximum  de  w  reculera  dans  le  même  sens. 


(')    M.    Haiiiv    av;iil    déjà    donné    relie   dénionslralion    sous    une  forme    plus 
conijjlicuiée.  Iiludc  sur  la  Jigiire  des  corps  célestes,  p.  14-20. 
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En  résumé,  si  A,  croît,  les  couches  voisines  du  centre  passeront  par 
leur  maximum  dès  queX,  sera  difl'érenl  de  o,  puisque  leur  A„  est  infini, 
et  ainsi  successivement  des  autres  jusqu'à  la  surface.  On  pourra  répéter 
ici  tout  ce  qui  a  été  dit  à  propos  des  surfaces  liomothéticpies  sur  les 


Fig.  7.   —  Courbes  des  vitesses  de  rotation  dans  le  cas  des  surfaces  lioiiiofocales. 

modifications  introduites  par  la  variation  tles  densilés.  Mais  ici  to, 
ne  dépend  que  de  D,  et  non- des  z.  On  aura  les  courbes  ci-dessus 
ifi?-  7)- 

7.    Vitesse  uniforme  et  classification  des  vitesses.   —    Nous  uti- 
liserons les  résultats  précédents.  La  formule  (18)  devient  à  la  surface  : 


(3o)    ^=J    {p,-p'da)!-^ 

Si  A,  =  o,  on  a 

car  ici  A!:  A,  et  alors  on  a 


n-"/.'  /3-)-À 


f  =  }.=z  l,  =  o 


;irc  t:in<r/  • 


if 


+  /■'         I  +  l] 


Si  A,  =  3C  tous  les  A  sont  infinis  car  la  figuie  se  réduit  à  un  discpie 
aplati  et  l'on  a  encore  oj,  =  o,  d'après  (3o). 

La  vitesse  est  donc  nulle  pour  A,  =  x;  comme  pour  A,  =  o.   l'ille 
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aura  un  maximum  dans  rinlcrvallc,  comme  dans  le  cas  d'un  fluide 
homogène. 

La  formule  (3o)  peut  s'écrire 

Or  le  fadeur ^  —  =  :j^  reste  constant  pour  chaque  surface  quand 

X  varie.  Si  X,  reste  lé  même,  la  valeur  de  l'élément  d'intégration  varie 
seulement  avec  ^  quand  les  X  intérieurs  varient,  c'est-à-dire  quand  on 
passe  de  l'un  des  cas  étudiés  à  l'autre.  On  a 


d_  z 
TTl 


En  désignant  la  parenthèse  par  w,  on  a  pour  /==(),;  =  o,  m  =  o  et 
pour  f,  =zA^j  a  =^  —  3 y.  On  ohtient  ensuite 

d^__        4/-  8l'(l]-/') 

dl  ~      1\{<  +  I'y'        l](>-h/'y  ' 

(piantité  négative  avec  /<  A,,  donc  u  reste  négative  et  les  éléments 
d'intégration  varient  avec  z  en  raison  inverse  de  /  ou  de  X,  (/ =:=  Xs). 
Ainsi  donc  pour  le  même  X,  la  vitesse  superficielle  croît  quand  on 
passe  des  couches  homofocales  aux  couches  homothétiques,  puis  à  celles 
du  cas  de  la  vitesse  uniforme,  car  alors  le  X  de  chaque  couche  décroit. 
On  a  donc 

(3i)  M,  lioiiiofoc:il  <  w,  liomolhétique  <  0),  iiiiifonne. 

Les  courbes  des  oj,  s'étageront  dans  le  même  ordre. 
La  formule  (i8)  devient  au  centre 

-^=1     (p,_p' ,/,,)__  ^__^arctangÀ--^^-^--^^^) 
=  /    {pi—p'''a)'/.„. 
d'L„  ?, -+->,ï   I  /3  +  X^        ,        ,        3\  3+Xg    y 
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Pour  le  même  "kg  la  valeur  de  chaque  élément  d'intégration  varie  donc 
en  sens  inverse  de  X.  Or,  dans  ce  cas,  \  étant  le  même,  les  X  aug- 
mentent de  la  vitesse  uniforme  aux  couches  homothétiques  et  aux 
surfaces  honiofocales.  On  aura 


(33) 


w„  uniforme  <  o)o  homolliéli(]ue  <  o)o  lioinofocal. 


Or  on  a  pour  les  surfaces  homothétiques  :  coj  =  -ir./pgy.  Donc  dans 
le  cas  d'une  vitesse  uniforme,  si  A„  varie  de  o  à  ao,  la  valeur  de  la  vitesse 
restera  toujours  inférieure  à  celle-ci. 

La   courbe  de   co   uniforme   correspondant  à   A„  sera  tout  entière 


Fig.  S.  —  Tableau  crcnsemlile  des  icuirbcs  île  vitesses. 

1  etl'.   (i>,  eL  w,  des  surfaces  homofocales.  —  "ici  y.  m,  et  w„  des  surfaces  liomolliétiques. 

'.]  et  3'.  Courbes  de  vitesse  constante  en  foncliun  de  X,  et  de  >.„. 

inférieure  à  celle  de  w,  homothétique.  D'autre  part,  la  courbe  corres- 
pondant aux  variations  de  X,  sera  tout  entière  au-dessus  de  co,  homo- 
thétique d'après  (3i).  Ces  deux  courbes  seront  comprises  entre  celles 
des  (i),  et  aj(,  homothétiques. 

Cela  est  évident  jusqu'au  maximum,  car  alors  la  courbe  correspon- 
dant aux  A,  est  à  droite  et  au-dessus  de  celle  des  A„  puisqu'on  a 
X„<;  A,.  Il  en  sera  de  même  au  delà  du  maximum,  au  moins  jusqu'à 
une  certaine  limite.  H  n'est  pas  démontré  qu'il  en  sera  toujours  ainsi. 
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La  figure  8  traduit  ces  résultats  en  donnant  la  position  relative  des 
difîérentes  courbes. 

La  courbe  déco,  homofocal  seule  ne  dépend  pas  de  la  répartition  des 
densités,  mais  seulement  de  D,.  Les  autres  courbes  s'élèveront  d'autant 
plus  au-dessus  de  celle-là  que  l'ensemble  s'éloigne  davantage  de  l'bo- 
mogénéité. 

Pour  toute  valeur  de  co  plus  petite  que  le  maximum,  on  aura  deux 
valeurs  de  l'aplatissement,  comme  dans  le  cas  de  rhomogénéité,  mais 
la  vitesse  correspondante  sera  toujours  plus  grande. 

On  voit  aussi  (^fig.  8)  que  la  vitesse  uniforme  correspond  toujours 
pour  un  aplatissement  donné  A,  à  celle  d'une  coucbe  homothétique  ou 
bomofocale  dont  l'ensemble  aurait  le  mêmeX,.  On  peut  donc  passer 
de  ces  deux  cas  à  celui  d'une  vitesse  uniforme  simplement  en  augmen- 
tant la  vitesse  des  couches  supérieures  à  celle-ci  et  diminuant  celle  des 
couches  inférieures,  sans  que  l'aplatissement  A,  varie. 

En  résumé^  la  vitesse  uniforme  w  d'un  ellipsoïde  hétérogène  tournant 
tout  dune  pièce,  étant  comprise  entre  oj„  homothétique  etw,  homo- 
focal, on  pourra  écrire 

',<"-  Z  +  \\  .         3 

(û4)  D,r< 7<Por  avec  )•  =  — ^^ — arc  tang/.,  —  ^p-- 

»  1T.J  /.,  A; 

S.  Quelques  cas  limites.  —  Mous  allons  en  étudier  trois  en  dehors 
des  trois  principaux. 

i"  Si  l'aplatissement  à  partir  de  la  surface  croit  plus  \iie  ([ue  dans 
le  cas  des  surfaces  homofocales,  on  aura  oj,<<w,  homofocal  par  le 
même  raisonnement  qui  a  conduit  à  (3i),  et  cette  vitesse  tendra  vers  o 
quand  tous  les  A  tendront  vers  qo. 

On  a  vu  aussi  que  À„  restant  constant,  a)„  varie  en  raison  inverse 
de  A.  On  aura  donc  également  ici  (i)„<;a)„  homofocal  et  cette  vitesse 
tendra  également  vers  o. 

Donc  si  les  X  intérieurs  tendent  vers  îc,  tous  les  w  tendent  vers  o. 

2°  Si,  au  contraire,  à  l'intérieur  les  A  décroissent  plus  vite  que  dans 
le  cas  de  la  vitesse  uniforme,  co,  augmente  d'après  la  démonstration 
générale  de  (3i)  et  devient  [)lus  grand  (|ui'  w,  unil'ormo,  pour  la  même, 
valeur  de  X,. 
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D'après  la  formule  de  la  dérivée  de  la  vitesse  (iiS),  on  a  ici 


Hr 


>o, 


car  la  variation  de  l'aplatissemenl  est  plus  rapide  que  dans  le  cas  de  co 

constant,  et  -j^  est  plus  ^rand  que  dans  le  cas  de  r/w-  =  o.  La  vitesse 

diiiiiiuic  donc  à  partir  de  la  surface. 

A  la  limite,  on  aurait  à  l'intérieur  des  couches  splicriques  avec  un 
aplatissement  superficiel  A,.  Or,  dans  la  formule  (i8),  rélcmenl  d'in- 
tégration 

„       I  +  }r  /3  +  >,;,  ,  /  il 

I.  =  — =-; —     ^^  arc  lan" /- 


se  réduit,  (juand  les  k  tendent  vers  o,  à 

„  2     t  -f-  >.-    a^  /\  ,  6   «'-  , ,  \  2    V   ,  , 

3  1  -t-  \l  /•'  V  '>  '  /       3  \ ,. 

Ils  s'annulent  tous  avec^v  Les  vitesses  de  rolalion  tendent  donc  verso 
avec  les  X. 

On  aurait  alors  à  la  surface 


2  71/ 


2     /•'  V  o 


Mais  co,  ne  croîtrait  pas  sans  limite  avec  X,,  car  il  passe  par  un 
maximum  et  s'annule,  quand  X,  tend  vers  oo,  comme  on  l'a  vu  à 
propos  de  la  formule  (3o).  D'ailleurs  la  limite  ne  peut  pas  être  atteinte, 
car  on  a  vu  (n°  \  )  qu'une  couche  ne  peut  être  spliérique  que  si  toutes 
le  sont,  et  si  la  vitesse  est  nulle  parloul. 

"5"  Dans  le  cas  où  l'on  aurait  une  vitesse  uniforme  avec  X  croissant 
de  la  surface  au  centre  (î'o/r  n''2),  pour  le  même  A,,  on  aurait  w,  <[  co, 
homolhêlique,  puisque  le  A  de  chaque  couche  est  plus  grand  que  celui 
de  la  couche  homoll)éti(|uc  correspondante  |  formule  (Si)],  (^uand  A, 
variera  de  o  à  :>o,  on  aura  une  courhe  inléricMiic  à  celle  de  co,  lionioliié- 
tique. 

Pour  le  même  A,,  on  aura  (o„  >  (o„  homothrli(|U('  |  Inrninle  (3.>  )|.  F>a 
courbe  correspondante  sera  donc  au-dessus  de  celle  des  m^  homolhé- 
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tiques.  Comme  on  a  dans  ce  cas  A„>).,,  on  voit  d'après  la  figure  8 
qu'on  ne  peut  avoir  Wo  =  w,  que  si  A,  a  déjà  dépassé  son  maximum. 
On  sait,  d'ailleurs,  d'après  la  démonstration  du  Cliapitre  premier,  que 
l'on  ne  peut  pas  avoir  A  décroissant  avec  co  constant. 

En  résumé^  la  vitesse  de  rotation,  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  hété- 
rogène tournant  tout  d'une  pièce,  reste  toujours  comprise,  quand  X 
varie  de  o  à  ac,  entre  la  vitesse  de  deux  ellipsoïdes  homogènes,  qui 
auraient  pour  densité  et  aplatissement,  l'un  la  densité  moyenne  et 
l'aplatissement  superficiel,  l'autre  la  densité  et  l'aplatissement  central 
de  cet  ellipsoïde  hétérogène.  Elle  est  nulle  pour  X  =^  o  et  pour  A  ^  oc 
et  maximum  un  peu  après  X  =  2,53 

Jusqu'au  delà  du  maximum,  et  probablement  toujours,  on  peut  dire 

encore  que  la  vitesse  de  rotation  veste  comprise  entre  celle  de  deux 

ellipsoïdes  homogènes  ayant  même  aplatissement  et  comme  densité, 

l'un  la  densité  moyenne  et  l'autre  la  densité  centrale  de  celui-ci, 

ou  encore  qu'elle  reste  comprise  entre  la  vitesse  qu'il  aurait  s'il  était 

homogène  et  sa  vitesse  centrale  si  ses  surfaces  de  niveau  étaient  homo- 

thétiques. 

_,  &)-  3  -+-  À-  .        3 

I>.y<J^<PoJ,  r=^^  arclg/.-p- 

Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  homogène  on  a  w-  =  ir.fDy. 

De  la  surface  au  centre,  dans  les  autres  cas,  la  vitesse  varie  plus  ou 
moins  vite  dans  les  mêmes  proportions  que  A  et  p. 

Dans  tous  les  cas  de  variation  quelconque  de  w,  p,  À,  à  V intérieur, 
la  vitesse  des  surfaces  de  niv'eau  suit  le  même  cycle  que  pour  un 
ellipsoïde  homogène  :  nulle  pour  X  =  o  et  A  =  ce,  elle  a  un  maximum 
qu'elle  atteint  plus  ou  moins  après  X  =  2, 53  — 

Pour  le  même  aplatissement,  la  vitesse  est  d'autant  plus  élevée  que 
la  répartition  des  densités  s'éloigne  davantage  de  l'homogénéité. 
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CHAPITRE  III. 

PKOBLKMK  DE  CLAIIiVlT. 
VITKSSE  UNIFORME,  \PLATISSEME.\T  KAIlîLE  DONT  LE  CVRRÉEST  NÉGLIGEABLE. 


Le  problème  de  Clairaul  consiste  à  étudier  les  conditions  d'équilibre 
d'une  masse  fluide  bétérogène  en  rotation,  en  supposant  la  vitesse 
constante  et  l'aplatissement  assez  faible  pour  qu'on  puisse  négliger 
son  carré.  Les  nouvelles  formules  en  p' permettentsouvent  desimplifier 
et  de  compléter  les  anciennes  déjnonslrations,  dont  quelques-unes  ont 
été  reprises  rapidement  dans  ce  Cbapitre,  en  vue  de  les  généraliser  ou 
de  les  adapter  aux  calculs  numériques  ultérieurs. 

î .  Equation  générale  de  Clairaul.  Les  fonctions  y]  et  t.  Limite 
de  A-  et  de  e.  —    La  formule  (i8)  développée  s'écrira  en  négligeant  /' 

Or,  en  négligeant  X\  on  a  (  '  ),  r  étant  la  valeur  de  a  sur  S^ 

t^-  =  r-^^^"-i^ 

d'où 

''"'  ^=^'-'''?(»'-!S'')"''-.('<''-^'''-(«-H- 

Kn  intégrant  par  parties,  on  obtient  immédialemenl 


(')  En  négligeanl  /.',  /  et  par  conséquent  w  est  indépendant  de  ,r  et  constant 
sur  chaque  surface  de  niveau  (  co//- Cliap.  II,  n"  3,  formule  a).  L'équilibre  est 
donc  possible  avec  des  surfaces  ellipsoïdales,  dans  riijpollièse  de  Clairaut. 
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posons 

—    f       p  dn'  —  D  et  -, -ry—  =  o, 

il  vient 


(38) 


I  (A'D  -  oD,  )  =.  ^  r  p  dan:-  -t-  r  p  d):-. 


Ces  formules  (3(3),  (37),  (38)  sont  trois  formes  équivalentes  de 
l'équation  de  Clairaut,  reliant  les  éléments  w,  X,  p,  r  de  la  surface  S^, 
éléments  qui  peuvent  être  tous  variables. 

Remarque    —   On  a 

(Sg)  —    /     —  p'a' da  ^— p -h  —   j     pda^^zD  —  p  p<D; 

en  dérivant,  on  obtient  successivement 

(4o)  3p  =  3D  +  /D\ 

(40  3p'  =  4D'+/-D". 

Nous  poserons 

/■D'       „/         p 


(4.)  c  =  __.^3^,-j. 

"C  sera  analogue  à  la  fonction  t]  de  M.  Radau  et  d'une  grande  utilité 
pratique,  comme  on  le  verra  dans  la  suite. 

Or.  au  centre,  D  =  p  =  po,  d'où  Z  =  o. 

A  la  surface,  si  p,  =  o  et  en  dehors  de  la  masse,  on  3^  =  3. 

On  aura  donc  toujours  avec  o  <^  p  <C  D 

(43)  o<Ç<3. 

La  foraiule  (36)  devient  à  la  surface  avec  /•  =:  i 

(44)  I^^f  -  p' «' (^'ï  -  3  "->'') '^^^  +  ^P''î- 

Or   on  a,  du  centre  à  la  surface,   o  <  a- X-<;  a':[.   Tenant   compte 
de  (39),  on  en  déduit 

(45)  ^xî<<pî/?(.-|iL),        ^<?<,_^£l. 
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Si  p,  =  o  en  posant  A;  =  2^',  on  a 

4<?<, 


(46) 


z<  p<ln 


—     —  ^  •?. 


On  aura  e=  -si«-A-  =  o  dans  (11))  c'est-à-dire  :    i"  si  tonte  la 

matière  était  condensée  au  centre,  on  2°  si  toutes  les  surfaces  de  niveau 
intérieures  étaient  sphériques. 

On  aura  e  =^  jo  :  i"  si  a-À-  ;=  A^'  à  l'intérieur  comme  à  la  surface, 

cas  des  surfaces  homofocales,  ou  bien  2"  si  l'intégrale  se  réduit  à 
l'élément  de  surface  correspondant  à  c,,  c'est-à-dire  si  f '  =  o,  ellipsoïde 
homogène. 

Dans  le  cas  d'une  masse  fluide  en  rotation  uniforme,  les  limites 
seraient  atteintes  seulement  dans  le  cas  d'homogénéité  ou  de  conden- 
sation totale  au  centre.  L'aplatissement  superficiel  ne  dépend  alors 

que  du  degré  de  concentration.   Il  se  rapproche  de  ^  ou  de-zi  selon 

les  cas. 

Si  p"  <C  O)  ?  lend  vers  une  limite  au  centre,  p'  prend  des  valeurs  plus 
fortes  vers  la  surface  (voir_/?i,'.  4).  Ce  sont  les  éléments  d'intégration 

(|ui  donnent  un  aplatissement  voisin  de  70  qui  dominent  dans  (44)- 
(^est  le  cas  de  la  Terre  où  -  =  ^~;  =  i.o'î  environ.  Pour  .luniter,  au 
contraire,  -  ^i,45G,  et  j)our  Saturne  1,434;  ces  valeurs  sont  plus 

voisines  de  2  que  de  ^.  Il  doit  y  avoir  une  condensation  prononcée, 
comme  l'indique  d'ailleurs  la  faible  densité  moyenne. 

Ce  rapport  ^  entre  dans  la  définition  de  yj,  =  -  -  —  2.  C'est  pour- 
quoi M.   Callandreau  a  pu  appeler  rj,   :   />•  paramètre  de  condensa- 

tion  (^').  Les  quantités r— ,  jr,  en  somme  "C,  jouent  plus  directement 

le  même  rôle,  mais  elles  sont  moins  nettement  déterminées. 

2.   Déru'éc  de  la  rnlesse.  Equation  de  Clairaut-lîadaii .    —    i^n 

(')    Bul.  a.st.,  mai  1889. 


le' 

/• 

d'/:- 

e 

' 

)r 

dr 

'dT-  ~' 

'fi 

. 
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prenant  les  dérivées  dans  la  formule  (36),  on  obtient  immédiatement 
Posons  avec  M.  Hadau 


d'c 


multiplions  (47)  pf'"  '"'  et  dérivons  de  nouveau  par  rapport  à  /•,  on 
aura  successivement 

X''  .  3 

—  o'a'(r-'/.J.  —  a-'t.-)dn  ^=  -j~  -  r'^(w-)', 
..  '  ^~f 

(5  /-'D  -h  r'  D')'/:-rt  4-  /'  D/.-(r,-  +  rr,')  —  3(2  ri-  -+-  rl-r,){D  —  p)  /  '  =  ^^  (/«cow')', 

Cas  particuliers  :  Dans  le  cas  des  surfaces  homolheliqiies,  (Tk-  :=  o, 
la  formule  (37)  donnera 

3                              3      /■''                     3 
oj-  /•■'  =  /-  D  /■'  —  -  /,-  /     ùda".  -, (  M-  r'  )'  =  2 >.-  r'  D . 

Dans  le  cas  des  surfaces  liomofocalcs,  on  aura  dans  (-'17)  et  (48) 

- .      a-  - ,  - .,      '  ? 

/.;.  =  —I.-         ei         A-=  —, 
/-  r- 

doù 

cTi.^  r- 

—r-  =  —2  —         ei         r,  ^— 2; 

rt/-  /• 

-^  —  3'^-^^'r:'  ■  ('•'-')  =  3-/ '■ï-:--)iî'-- 

Mais  ces  formules  des  surfaces  liomofocales  ne  peuvent  s'apjiliipier 
(pi'au  voisinage  de  la  surface,  car  on  a 


et  les  A  croissent  rapidement  et  au  delà  de  toute  limite  au  centre^ 
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Cas  principal  :  Problème  de  Clairaut.  Dans  le  cas  d'une  vitesse 
uniforme^  d(a'^  =  o,  (4?)  cl  (48)  deviennent 

{ 4;  '  )  r  D  '^  =  D X^  n  =:  1  I"'  -  p'  (/.?  -  ^  /.•^)  a'  da, 

(48')  /-ri'-l- riir,  -)- j)  —  :>.v(ri  4- 1)  =  o. 

Celle  dernière  esl  Féqualion  de  Clairaul-Uadaii,  tHjiialion  dillÏMonlielle 
du  premier  ordre  qui  définit  Tliypothèse  d'une  vitesse  uniforme. 

Au  centre  V!=  — ^°)  d'où  —  =  2e[,  =0  et  y]„  =  o  d'après  (42'), 
puis  (48)  peut  alors  s'écrire  en  divisant  par  /• 

rj'H-  /-^r  4-  3  -  =- 
c-  c 

Or,  au  centre,  on  aura  d'après  (4i) 

3   , 

d'où 

I            Su',  .  ^       ' 

Y),.  = ^-^         el         ■')u  =  o; 

Y]  nul  au  centre  commence  donc  par  croître  et  devient  positif.   Il  le 
reslera  toujours,  car  si  dans  la  suite  on  avait  y)  =  o,  on  aurait  aussi 

/■Y)'=  2Ç>0 

et  Y)  ne  pourrait  pas  devenir  négatif.  On  a  donc  V)  >  o. 
(47')  peut  encore  s'écrire  d'après  (39)  et  (42) 

(47")  (C  — Y))/"'I)X^=3  /"    -p'a-'V-da. 

I^c  second   membre  est  positif,  on   a   donc   immédiatement,   puis 
d'après  (43) 
(19)  ■u<l         el         o<-o<Ç<3     ('). 

Iji  foiiclion  •/]  esl  loujoitfs  plus pclite  que  'C  cl  conipi'isi'  cnlrr  o  el'i. 

De  -^  =  •^  >  o  on  déduit  i"'>  o,  donc  A"  cl  e  soni   loujours  crois- 
sants du  centre  à  la  surface  (Clairaut). 

(')    M.   l'oincaré  avait  signal.;  rj  <  3  el  M.  (lallaiuliuau  Y;  >  o.  On   verra  au 
iiumcro  suivanl  l'importance  tie  0  <  Ç  [lour  lirailer  le  cliamp  de  variation  de  ï). 
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D        ,,     .    (eD)' 


De  ■/)  <  ^  on  dL'duit  —  <^ r-.  d'où  — r—  <^  o  et  ^D  est  décroissant 


De  ■/]  —  3  ■<  G  on  déduit— (rc'—  "^e)  <o,  d'où  (-^  )  <Co  et  —  décrois- 
sant (Clairaut).  Pour  la  Terre,  on  aura  r]  <;  i,  d'où  (  -  )  <^o  et - 
décroissant. 

Dans  quels  cas  q  peut-il  atteindre  ses  limites? 

Si  r)  =  o  sur  une  surface  quelconque  S,  il  faut,  d'après  (47);  <ïue 
depuis  le  centre  jusqu'à  cette  surface,  on  ait  :  i°  ou  bien  X^  =  —  ^^i 
on  aurait  alors  des  surfaces  homofocales,  ce  qui  est  impossible  puisque 
dans  ce  cas  on  a  y]  ^  —  2  comme  on  Ta  vu;  2°  ou  bien  p'^  o,  c'est- 
à-dire  une  masse  homogène.  Réciproquement,  s'il  y  a  homogénéité, 
on  a  w  =  o  et  /)  =  o,  d'après  (47")- 

Si  "^  =  ^  sur  une  surface,  d'après  (47  ")'  *^"  ^  ^"  centre  à  cette 
surface  f'  =  o,  homogénéité  ou  X*  =  o,  surfaces  sphériques,  ce  qui 
exige  que  toutes  les  surfaces  le  soient  (Chap.  II,  n°  1).  La  réciproque 
est  vraie. 

Si  Y]  =:  3  on  a  Ç  =  3,  c'est-à-dire  p  ^  o.  Toute  la  masse  est  réunie 
au  centre.  Réciproquement,  s'il  y  a  concentration  totale,  p  =  o  et 
"C  =  3,  l'équation  qui  suit  montre  qu'on  a  aussi  yj  =r  3. 

Intégrons  par  parties  le  second  membre  de  (47'))  on  a 

D/.-(3 — rj)=:— r  /     pda'^l-  0  <  3. 

En  combinant  avec  (38)  on  aura  ensuite 

(5o)     D/."-(r,  +  2)  —  59D,  =  3  /    pdl-     ou     D(/e'-i-2e) 00,=  3/     pde. 

A  la  surface  on  a 

5  o 


(5r)  n,=  0=^  —  2  : 


2   e 


(5o)  dérivée  sous  la  forme  y]  donne  immédiatement  ré(|uation  de 
Clairaut-Radau.  La  seconde  forme  donne  l'équation  primitive  de 
Clairaut,  équation  différentielle  du  second  ordre  : 

/•-e"-h  2 /•«•'(  3  —  O  ^  2Çc, 
Journ.  de  Math.  (6-  série),  tome  VIII.  —  Fase.  IV,   lyia.  4^ 
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h!le  penneltait  de  tléiiioiitrei'  que  c  reste  croissant,  s'il  l'est  au  centre. 

3.   Discussion  de  Vèqualiun  de  CLairaul-Tiadait.  Variation  de  r,. 
—    L'éijualioM  de  Glairaut-Radau  peut  encore  s'écrire" 


(59.) 


r-n'=  2Ç-(-(2^  —  5)ri  —  r)'rr(Ti  —  P)(a  — Y)). 


I.e  second  membre  est  un  trinôme  du  second  de<jré  qui  pour  o  <  "^  <  ] 
a  deux  racines  de  signe  contraire 

—  5<j3<— 2         ei        o<c!<C<3, 

qui  tendent  vers  —  5  et  o  pour  'C  =  o;  vers  o  et  3  pour  Z  =  3.  Elles 


3 

p  __ 

.-'--■ 

■■■'      ,y>\..-'^ 

e 

^..-- 

'> 

y^^ 

n 

T 

/// 

Y 

^ 

3         -n 

9.   —  Champ  de  varialinn 
de;T,'cl  r,,  GABCH. 


—  Champ  de  variation 
de  :.  T„  OAC. 


varient  toujours  dans  le  même  sens  que  '(.  Pour  avoir  Tj'^o,  il  faut 

On  a  encore  la  relation  (4;))  ■*!  <^  -^  <!  '^-  Donnons  à  'l  ses  deux  valeurs 
limites,  dans  (52)  on  aura 


(53) 


•o(r;  —  3)^/-r,'£(-o  -<-  2)(3  — r;). 


\'X  comme  d'après  (  iç))  on  a  o  <;  •/]  <^  3,  le  champ  de  variation  de  vt\' 
pai'  rapport  à  y;  sera  limité  par  l'axe  de  /'t/,  O  A,  et  par  les  deux  para- 
boles A  15  Cet  ODC  (/?-.()). 


1 
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Dérivons  de  nouveau  l'équation  de  Claiiaul-Uadau,  il  vient 

r-r"  4-  2  r,'  (  T/  -t-  3  )  =  2  (  ïr;  )'  +  2  Ç'. 

Pour  avoir  rj"^  o,  il  faut  ou  bien  •/)'=  o  et  (^'=  o  à  la  l'ois  ('),  alors  •/] 
aurait  un  point  d'inflexion  et  resterait  croissant;  ou  bien 

r,'(-/)  ^-  3)  —  (Ç-o)'-f-  Ç',         n  dn  +  3c/y5  =dXri  +  (^/Ç. 

En  intégrant  celte  équation  de  o  à  /•  et  reuiarquant  que  la  constante 
est  nulle,  car  pour  r  =  o  on  a  y)  =  T  =  o,  il  vient 

2Ç(r/  +  i)  —■ri(-n  4-6). 

Cette  valeur  portée  dans  l'équation  de  Clairaut-Iladau  donne  r-i]'  =  '/]. 
La  ligne  des  points  d'inflexion  sera  donc  représentée  dans  la  figure  9 
par  la  droite  OF;  la  ligne  des  maximums  et  minimums,  r/  =  o,  par 
l'axe  OC. 

Au  centre  on  a  y]  =  —  =^0,  puis  -q  >  o.  La  coui'be  des  r^  part  doue 
de  l'origine  en  montant  avec  yj'  =  o.  Si  elle  ne  coupe  pas  OF  où  yj"  =  o, 
elle  reste  montante  et  v)  croissant.  C'est  le  cas  de  la  Terre,  car  à  la 
surface  on  a  à  peu  près  y]  =  o,5,  C  =  ij  5  et  y]'  =  1,75,  d'où  le  point 
figuratif  T  et  la  courbe  OT. 

Or  le  domaine  de  variation  de  rq'  et  -q  comprend  trois  parties  bien 
distinctes  :  1°  OABG  où  l'on  a  "^"^o,  ■/]'  croissant  et  positif,  rj  crois- 
sant; 2"  OGC  où  l'on  a  •/]"<o,  yj' décroissant  mais  positif,  t,  croissant; 
3°  enfin  OCD  où  l'on  a  y]"<;  o,  y]' décroissant  et  négatif,  y]  décroissant. 
Il  est  facile  de  voir  dès  lors  que  la  courbe  de  variation  ne  peut  être 
qu'une  courbe  analogue  à  celle  de  OLMN  ou  une  portion  d'une  telle 
courbe  selon  que  le  point  figuratif  de  la  surface  extérieure  tombe  dans 
l'une  ou  dans  l'autre  de  ces  trois  parties  du  domaine. 

En  résumé,  la  variation  générale  de  y)  du  centre  à  la  surface  ne 
dépend  que  des  valeurs  de  •/]  et  yj'  à  la  surface,  c'est-à-dire  de  ^,  t',,  p,, 
D,.  Si  Y]|^  o,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


Cî 


->  Yi,    Y),  ■ 


(,  '  )  Cas  Uè-,  p;ii'liculier,  ])eii  |)ioijabie.  I.a  courbe  de  viiriaticu]  ULMN,aii  lieu 
de  couper  OC  en  M,  lui  serait  laiigenle.  I^a  discus>ioii  suivante  et  les  conclu- 
sions n'en  sont  pas  modifiées. 
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Y]  est  toujours  croissant.  Dans  le  cas  contraire,  y),  décroissant  vers  la 
surface  passe  par  un  maximum.  11  n'a  jamais  de  minimum.  D'où  le 
théorème  général  : 

Si  Y)  est  croissant  à  la  sur/ace,  il  l'est  dans  toute  la  masse.  S'il 
est  décroissant  à  la  surface,  il  aura  un  maximum  à  V intérieur. 

Pour  la  Terre,  en  admettant- =  297,40,  on  aurait  y)',  =  o  pour 

p,=:  3,667.  ^-''*  fîensité  superficielle  est  certainement  plus  faible  que 
ce  dernier  cliillVe;  on  a  donc  yj'  >  o  et  y]  toujours  croissant. 

Pour  Jupiter  et  Saturne  on  a  pour  r,,  les  valeurs  1,640  et  i,586. 
Les  limites  correspondantes  de  p,  sont  o,4o6  et  0,226.  Il  faudrait  que 
la  densité  superficielle  soit  supérieure  à  ces  chinVes  pour  que  y]  soit 
décroissant  à  la  surface.  Notons  que  les  densités  moyennes  sont  ici 
1 ,3o  et  0,69. 

L'équation  de  Clairaut-lladau  donne  encore  pour  y]' =  o  et  Y]"=  o 
les  équations 

^  _  Y)   Yi  +  5  ■/]    ïj  +  6 

•2  Yi  4-  I  2  rj  -(-  I 

Traçons  les  courbes  correspondantes  {fi g.  10)  nous  avons  deux  hyper- 
boles passant  par  l'origine.  La  courbe  y]"=^  o  est  toujours  au-dessus  de 
celle  de  Y]'  =  o.  On  vérifie  ainsi  de  nouveau  que  si  y)'  devient  négatif, 
il  le  restera  puisqu'on  ne  peut  plus  avoir  y]"=  o  au-dessous  de  la  ligne 
Y)'  =  o.  Traçons  la  droite  C  =  y)-  Toute  la  courbe  sera  au-dessus  de  cette 
droite  OA  puisqu'on  a  'i]  <[  '(. 

Nous  venons  d'étudier  ce  qu'on  peut  savoir  de  la  variation  de  yj 
d'après  sa  valeur  à  la  surface.  On  peut  la  déduire  aussi  de  la  loi  de 
variation  de  X,  ou  de  p  à  l'intérieur. 

En  effet  y]  est  d'abord  croissant  au  centre.  Il  ne  peut  décroître  qu'en 
passant  par  un  maximum,  lequel  exige  y/'<;o  etr/  =  o.  Dérivons(52) 
en  y  faisant  y)'=  o,  on  a 

Y)"=  2Ç'(YJ  +  1). 

Premier  cas.  —  Si  'C  reste  positif  et  'C  croissant,  on  a  y/ >  o  et  y] 
reste  croissant.  Or 
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1°  Si  ^  reste  décroissant,  'C  et  y]  restent  croissants.  Or  -p-  (rapport  de 

la  densité  d'une  couche  à  la  densité  moyenne  à  l'intérieur  de  cette 
couche)  reste  décroissant  pour  toutes  les  lois  de  densité  étudiées  par 
les  astronomes  :  Legendre  et  Laplace,  Roche,  Kadau,  Lipschitz  et 
Maurice-Lévy,  quelle  que  soit  la  valeur  des  paramètres  arbitraires.  11 
est  facile  de  s'en  assurer  par  des  calculs  très  simples.  On  peut  donc 
dire  que  pratiquement  y]  reste  toujours  croissant. 

Cependant -^  serait  croissant  si  p  restait  constant  d'une  surface  S  à 

une  autre  S',  car  D  continue  à  diminuer.  Mais  même  en  admettant  un 
fluide  homogène,  la  simple  compression  des  couches  accroîP  assez  la 

densité  pour  que -^  soit  toujours  décroissant  comme  le  montrent  les 

formules  de  Laplace  et  Roche  basées  sur  la  compression  d'un  fluide 
homogène. 

Avec  la  loi  p  =  -^  et  o  ■<  n  <  3,  on  a 

p        3  —  n 
j^  =  ^=cons.. 

Ce  sera  un  cas  limite.  De  plus,  avec  n  ==  d,  cette  loi  vérifie  l'équalion 
de  Clairaut;  on  a  alors  rj  =  •/),  =  const. 
2°  On  a  encore 

'rD^Y_iy        rD"        rD'' 

ir)  ~u  ~^  ~D      tp" 

Cette  expression   sera   toujours    négative   et  •/]  toujours  croissant  si 

D"<"- 

3°  On  a  enfin 

Or  (3<))  donne  en  tenant  compte  de  (4o  )  et  intégrant  par  parties 
•  n'  '       f    '  I  :       '    '         '       C  «    :  I 

•;;  1-)   ="-  7 — r     /       p    (la'^z-ù    —  - — r     /       0   a*  ria 


et 

p'(7'  da. 
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on  aura 

D»f^\  =p'D-oD'=-|-Do'— £-  r    -a'a^dci+r—,   f    o'a'da. 

Si  p'  <|  o  tous  les  termes  du  second  membre  sont  négatifs,  -j-  est  décrois- 
sant, "Ç  et  7]  croissants  ('). 

D'ailleurs  ce  troisième  cas  équivaut  au  second.  En  effet,  dans  le  cas 
limite  où  p"  ^  o,  p  est  linéaire.  On  voit  facilement  que  D  l'est  aussi  et 
D''=o.  Or  p"  et  D"  ne  peuvent  être  toujours  positifs  ou  toujours 
négatifs  qu'en  passant  par  celte  limite.  Ils  y  passent  tous  deux  ensemble. 
Ils  seronf  toujours  négatifs  ou  toujours  positifs  ensemble. 

Deuxième  cas.  —  Si  Z'  est  nul  en  un  point  où  •/]'=  o,  alors  t^"=  o. 
C'est  un  point  d'inflexion,  yj'  reste  positif  et  vj  croissant,  comme  on 
l'a  vu. 

Si  Ç'  reste  nul  et  t  constant  à  partir  d'un  certain  point  jusqu'à  la 
surface,  alors  de  ce  point  jusqu'à  r  quelconque  on  peut  intégrer 
l'équation  de  Clairaut-Radau  prise  sous  la  forme  (32)  où  a  et  ^,  fonc- 
tions de  (^,  sont  constants.  On  a  (  -') 

=:{y.  —  r-')-7'  5 /■'^-P^  consl. 


r,  —  p        X  —  r, 

Or  il  est  facile  de  voir,  en  résolvant  le  trinôme   de  (52),  quou  a 

4  <!  a  —  [î  <^  5.  D'autre  part ^  varie  en  sens  inverse  de  y].  Donc 

quand  /•  croit,  y;  croît  également.  Si  /•  croît  indéfiniment,  yj  tend  vers  a 
et  Y]'  vers  o,  mais  asymptotiquement.  On  a  toujours  r^  croissant  : 
courbe  O  CD  (/7i,'-.  10). 

Troi.sicine  cas.  —  Si  'Ç  est  négatif  avec  'r\  ^  o,  alors  on  a  y]"<[o 
et  (\  devient  décroissant.  Mais  peut-on  avoir  r(  ^  o? 

Prenons  le  cas  extrême  où  la  décroissance  de  Z  est  maximum,  c'cst- 

(')  iM.  Calhiiulreau  a  signalé  le  jii'emier  et  le  UdUlèiiie  ciis  el  siirloiil  éuidié 
ce  dernier,  beaucoup  moins  général  que  le  premier. 

(*)SiÇesl  constant  partout,  la  constante  est  nulle  puisqu'au  centre  ou  a 
/■:=  o,  alors  Y)  =  a  et  Yj' =  o  partout,  Yj  reste  constant.  C'est  le  cas  limite  cité 
plus  )iaul. 
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à-dire  où  la  densité  reste  constante  à  partir  d'un  certain  point.  Si  à 
partir  de  /•  =  a  on  a  p'=  o  rinlégrale  de  (47")  reste  constante  et  l'on 
peut  écrire 

(48')  (Ç  — ry)/-D7'=/,-. 

Or  /-'Da-  est  croissant,  donc  y]  tend  asymptotiquemenl  vers  'Ç,  et 
comme  "(  tend  vers  o,  si  p  reste  constant,  t]  doit  finir  par  devenir 
décroissant.  Mais  cela  suppose  un  rayon  très  grand. 

D'ailleurs,  on  peut  éliminer  D  A^  de  l'équation  précédente  par  déri- 
vation. On  obtient  en  eflél 

r(X' —  -n')  +  {K  —  ■n){^> -hri  —  ^)  ^  o         ou  ry' +  y{5  —  y)  —  o^ 

en  posant  'C  —  ri  =  y.  On  obtient 


par  une  nouvelle  intégration.  D'autre  part,  en  remplaçant  /ï]'  par  sa 
valeur  dans  l'équation  précédente,  ou  en  dérivant  directement  la 
valeur  de  '(,  on  obtient 

rÇ'=Ç(Ç  — 3),  d'où  =:r  const. 

On  vérifie  les  mêmes  conclusions  :  quand  r  croît  indéfiniment,  'C  tend 
vers  o  et  Y]  <^  "C  tend  vers  C,  donc  vers  o. 

4.  Equation  de  Clairaut  appliquée  à  l'Océan.  —  Le  troisième  cas 
du  numéro  précédent  est  celui  d'une  masse  ellipsoïdale  et  hétérogène 
recouverte  d'un  lluide  de  densité  constante.  L'équation  (48')  pourra 
donc  s'écrire  à  la  surface,  en  remplaçant  \- =  -le^ 


iD,e,  =  3  r 


(K\  —  ^/i)  151^1  =  3/     — p'a^eda, 

où  /•  désigne  le  ravon  du  noyau,  /■,  =  i  celui  de  la  masse  totale,  l-n 
remplaçant  d  et  vj,  par  leurs  valeurs  et  en  intégrant  le  second  membre 
par    parties,    ou    retrouve    la    formule    beaucou[)    plus    conq)liipiée 
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donnée  par  Laplace  et  dont  Roche  s'est  servi  (').  La  formule  ci-dessus 
a  encore  l'avantage  de  s'appliquer  au  cas  où  il  y  aurait  variation 
brusque  de  densité  entre  le  noyau  et  l'enveloppe,  comme  c'est  le  cas 
pour  l'Océan.  Il  suffit,  en  elTet,  d'ajouter  au  second  membre  le  terme 
d'intégration  correspondant  à  cette  variation  de  densité, 

—  p' cia  =z  p  —  p,  ; 
il  vient 


(i4)  ( 


^1  —  Yii)  D,e,  =  3  /     —  p'a'eofrt  H-  3(p  —  p,  )er^. 


OÙ  p  et  e  désignent  la  densité  et  l'aplatissement  à  la  suiface  du  noy.au. 
On  peut  démontrer  d'ailleurs  que  cette  discontinuité  dans  la  densité 
n'en  introduit  pas  une  dans  la  variation  de  y]  ou  de  e.  En  effet,  l'équa- 
tion de  Clairaut-Radau  montre  d'abord  que  t]'  reste  toujours  fini  quel 

25 

que  soit  yj  et  *C,  et  même  que  rr]'<i  -p-  Donc  yj  ne  peut  pas  éprouver 

de  saut  brusque. 

Pour  serrer  de  plus  près  la  difficulté,  on  peut  toujours  supposera 
la  surface  de  discontinuité  une  variation  extrêmement  rapide  de  la 
densité.  L'équation  de  Clairaut-Radau  reste  applicable.  Si  nous  posons 

(^  =  ï)  -+-/(/■),  elle  devient 

'■r/ -l-rj  (')-!-/)  =/         ou         y'-+-Py=Q, 
équation  linéaire  et  intégrable  qui  donne 

y—ej'^'UL^  Tqc^' '"''"'' f/xj  =(i  — I'fl'x)[C  +  (i  -t-  V  dx)Çldx\ 
car  le  champ  de  la  variation,  supposée  très  rapide,  se  réduit  à  un  seul 

(  '  )  Méc.  cél.,  Liv.  III,  n"  Zk,  el  Mémoire  sur  l'état  intérieur  du  globe  terrestre, 
i88i,  p.  29.  Mais  il  faiU  remarquer  que  Roche  suppose  la  terre  formée  de 
trois  couches  homogènes  et  applique  cette  formule  aux  deux  couches  inté- 
rieures, sans  tenir  compte  de  la  troisième,  ni  de  la  discontinuité  dans  les  den- 
sités. Hamy,  dans  son  Etude  sur  la  figure  des  corps  célestes,  1887,  a  repris 
la  même  hypothèse  des  trois  couches  homogènes  sous  une  forme  plus  rigou- 
reuse. Dans  les  calculs  numériques,  j'ai  pu  traiter-  le  cas  général  d'une  \arialion 
continue  de  la  densité  {xioir  Chap.  VII). 
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élément  d'intégration,  et  l'on  peut  développer,  en  série,  en  ne  conser- 
vant que  les  premiers  termes.  Or,  pour  de  =  o,  on  aura  k  =  C  =  •/],, 
d'où  finalement 


i-'^-'M 


La  valeur  voisine  de  •/],  au  point  de  discontinuité  n'en  diffère  que  d'un 
infiniment  petit,  Tj  ne  subit  donc  pas  de  variation  brusque.  D'ailleurs, 
en  remplaçant  /  par  sa  valeur,  on  retrouve  identiquement  la  loi  de 
(>lairaut-Radau,  qui  demeure  donc  applicable  même  dans  le  cas  de 
densités  discontinues 

r,  —  fi^  —  du  —  \ll{-it  -I-  i)  —  ''i{'fi  -T-  5)]  ^• 

Si  i//',  la  profondeur  de  l'Océan  supposée  constante,  est  assez  petite, 
cette  dernière  formule  suffit  pour  donner  la  variation  de*/]  de  la  surface 
de  l'écorce  à  la  surface  de  l'Océan. 

La  formule  (02)  donnera  aussi  dans  ce  cas 

{■f\  +2)De  —  59D,=  3p,  de. 
En  écrivant 

0  =  0,  —  f/r;',         D  =  D,  —  rfD,         e  =  e, —  (/e, 

en  développant  et  tenant  compte  de  la  valeur  précédente  de  (/•/],  on 
obtient 

de  dr  re' 

—  =Y)i —  ou  ■ —  =  r,|. 

e,  /•  f, 

La  variation  de  e  est  encore  donnée  à  la  surface  dans  le  cas  d'une 
discontinuité,  par  la  même  valeur  de  v]  que  dans  le  cas  d'une  variation 
continue  de  la  densité. 

Si  y],  et  e^  ont  été  calculés  dans  l'hypothèse  dune  loi  continue  de  la 
densité  pour  la  surface  solide  d'une  planète,  la  valeur  de  correc- 
tion de  dy\  pour  la  surface  sera  encore  donnée  par  la  loi  de  Clairaut- 
Radau('). 

(')  Il   serail  inléressani   de  pouvoir  tenir  compte  de  l'inllueiice  de  l'Océan 
dans  les  calculs  numériques,  mais  il  s'inlroduil  de  nombreux  termes  de  correc- 
tion qui  rendent  les  calculs   pénibles.    D'ailleurs  les  irrégularités  de  la  surface 
Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  VIII.  —   Kasc.  IV,  1912.  49 


382  AI.EX.     VKHONNKT. 

i.   Elude  dr  or  Cil  fonction  de  z  i-l  de  r.  —  On  a 

I  H-  ).-  =  •; I  +-  T!  e  +  3 1'-  -t- . . . . 

(I  — (•  ■ 

Dans  (3G)  faisons  K- =  ic  el  changeons  la   variable  a  en  /•  pour 
simplifier  : 


(55 


)        èç.ijf.*-;^jf-p*-~§XV. 


Or  (juelles  rjue  soient  la  loi  des  densités  et  celle  des  aplatissements, 
comme  o  <; /■  <^  i ,  on  peut  les  supposer  développées  suivant  les 
puissances  de  /•  : 

(56)  p  =  po(i  +  «!/■ -f- «2'''  +  - •  •)•  pi  =  p„(i -I'- a, -+- a,,  +  .  .  .)  =Po(' -t- «), 
(5;)     e=:e„(.+^,/-  +  (3.,/-=+...).         f,  =  e„(n- P,  +  (3,  +  . . .)  =  ^«(i  +  (3). 

En  portant  ces  valeurs  dans  (55)  cl  intégrant,  on  aura 

3,,iî 
( 55' )  ;7— ;  =  e„ p„  { /,„  +  /m  /•  +  /.■,  /•--+-...)• 

On  obtient  facilement  en  faisant  les  calculs  : 

+  2  jS,  f  ;^    +■   -  «1  +    7  «2  +  •  ■  •   )  +  3  Ps  I  ^    -t-   T  «I  +'•  •  ■  )    +  ■  •  •       , 

/  3  3  3     \ 


-^^,3,4-^«,P2  4- 3«.|3,+ g«.,j  -t- 3(^(33  4-  3«,S2+  3X2^,  ). 
La  loi  de  formation  des  termes  est  évidente.  Après  réduction,  le  terme 


lui  enlèvent  de  l'imporlance,  d'autant  plus  que  les  diderenles  lois  de  densité 
donnent  à  très  peu  près  le  même  aplatissement,  quelle  rjue  soit  la  densité  super- 
licielle  admise. 
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général  peut  s'écrire 

(58)  .A-„T=:3„-i-y5!,;3„_,+  ^a,^„_,H-...-H      ^ 


n  -\-  5 
3 


n(n 


-^-(ai,3„_i-l-  2a,;3„_;- 


Cette  foniiule,  linéaire  en  a  et  en  jî,  relie  a„  et  ^„  aux  a  et  ^  précé- 
dents. Si  o)  est  constant,  il  faudra  faire 

On  voit  d'après  la  formule  de  récurrence  (58  )  que  tous  les  ^  seront 
facilement  déterminés  de  proche  en  proche  au  moyen  des  a,  ou  réci- 
pro([uemcnt  les  a  au  moyen  des  ^.  Avec  A',  =  o,  on  a 

?,^-U. 

4 

Si  donc  on  se  donne  la  loi  des  densités,  on  en  déduira  celle  des  apla- 
tissements et  réciproquement.   Il  suffit  de  connaître  e,  =  ('„(i -f- ^), 

d"où  t'p  =  — ^)  où  ^  sera  déterminé  par  (55).  Il  n'y  a  qu'une  seule 

solution. 

Si  O)  n'est  pas  constant,  on  pourra  écrire 

(.59)      or  =(,);(!  -1- y,r  4- -/.2 /■-—...),  w— &)j(l  -f- y, -H  •/. -t-...)  = '^^(l -|- "/ ). 

11  faudra  alors  connaître  deu\  (juelconques  des  relations  (56j,  (5~), 
(59)  pour  déterminer  la  troisième.  On  aura 

11  L'st  [)liis  naturel  de  supposer  p  connu,  car  il  sera  plus  facile  de  faire 
des  hypothèses  ou  des  mesures  concernant  cette  donnée  physicpie. 

>»ous  pouvons  supposer  p,  et  U,  suffisamment  connus,  ce  (jui  permet 
de  déterminer  deux  des  paramètres  p„,^,,  a^,  ...  de  (5G).  On  peut 
supposer  tous  les  autres  nuls,  sauf  a^,  et  l'on  a  la  formule  de  Koche 

0=  ;„(i  —  xr-). 
uii  o„  et  a  sont  coMqtlèlemenl  déterminés  par  les  valeurs  exiiérimcii- 
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taies  p,  et  D,,  ce  qui  ne  laisse  pas  assez  de  souplesse  à  la  foiinule  pour 
représenter  les  autres  données.  (On  écrit  —  a,  car  p  est  décroissant, 

p'<o.)  '  ,  .  ,  '. 

Si,  au  contraire,  on  annule  tous  les  coefficicnls  a,  sauf"  a,,  qu'on 
laisse  indéterminé,  on  aboutit  à  la  formule  de  Lipschitz  à  trois  para- 
mètres 

P  =  Po('  — «'")•  D=rp„n  —  -^/-"j. 

p  et  a  sont  déterminés  par  o,  et  D,,  et  «  pourra  varier  de  o  à  ce.  La  loi 
des  densités  variera  en  même  temps  depuis  l'homogénéité  parfaite 
jusqu'à  une  certaine  condensation,  qui  n'est  jamais  totale. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  facilement  sur  la  formule  de  récur- 
rence (58)  que  tous  les  Jï  seront  nuls,  sauf  les  multiples  de  n,  et  l'on 
aura 

(61)  e  =  e„(  14-3,, /•"  +  ;î,„ /■="-!-... )• 

On  a  vu  que  si  w  est  constant  les  jî  ne  dépendent  que  des  a.  La  loi 
de  variation  des  aplatissements  ne  dépend  que  de  celle  des  densités. 
Si  cette  loi  des  densités  est  donnée  et  reste  la  même,  celle  des  aplatis- 
sements restera  également  la  môme,  quels  que  soient  la  vitesse  de  rota- 
tion et  le  rayon  total  de  la  masse.  Il  suffit  que  le  rapport  des  distances 
soit  conservé  dans  la  concentration  ou  la  dilatation  de  la  masse. 

Dans  le  cas  de  w  constant  la  formule  (55')  donne 

or 


47:/D, 


et 


00  \ 

(62)  D,  =  po(  i-T- -r3!,-t- g«j-t-.. .  j  i=po(" 


on  a 


/Aa\  ?  (i-+-a')(n-;3)  o 

a',  ^  et  /»„  ne  dépendent  (|ue  dos  x;  il  on  est  de  même  do  c  si  ç.  ou 
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reste  constant.  De  plus,  si  la  loi  des  densités  reste  la  môme,  e,  est 
proportionnel  à  s  ou  à  w'-'  (  '  ).  c 

Or  e,  et  o  étant  donnés,  on  pourra  toujours  déterminer  y(a)  de 
manière  à  vérifier  (63),  ou  bien  on  pourra  faire  -varier  /(a  )  de  manière 
à  réaliser  différents  aplatissements,  mais  toujours  à  la  condition  que  co 
soit  faible  et  e-  négligeable.  On  a  vu  dans  le  (Chapitre  précédent  rpi'au- 
trcnient  il  n'en  est  plus  de  même  et  que  co  passe  par  un  maximum. 

On  a  donc  le  ihèorèmc  gciicral  suivant  : 

DaiLS  une  niasse Jlaulc  iK'lèrogcne,  remplissant  les  conditions  du 
problème  de  Clairaut,  la  loi  de  variation  des  aplatissements  ne 
dépend  que  de  celle  des  densités  et  l'aplatissement  superjidel  est 
proportionnel  à  o. 

Si  co  varie  en  profondeur,  les  e  et  (\  dépendront  en  oulre  des  para- 
mètres y,,  Yo,  ...  qui  (lélinisscnt  cette  vitesse. 


CHAPITRE  IV. 

l'IiOliLKMH  IIK  M.   POINCAKÉ. 

Le  problème  posé  par  M.  Poincaré  consiste  à  déterminer  les  limites 
de  l'aplatissement  qui  vérifie  à  la  fois  les  conditions  de  la  précession  et 
celles  de  l'attraction.  Ces  conditions  sont  traduites  expérimentalement 
parla  valeur  de  J,  rapport  des  moments  d'inertie  déduit  de  la  cons- 
tante de  précession  et  par  la  valeur  de  o,  rapport  de  la  force  centrifuge 
à  l'allraction,  sur  Féqualcur. 

1.  Les  trois  érjiiations  qui  déterminent  e  en  fonction  de  o,  de  .1, 
de  o  et  de  J.  —  L'équation  de  (Clairaut  (38)  devient  à  la  surface 


(«4) 


|(À=-^)D,=_^■'p</-■>.^      |(e-f)D,=.^^ 


I  da'' 


(')  M.  Mennessy  avait  déjà  indiqué  une  fornuile  analosue  à   (63),  relative  à 
i'aplalisseuieiil  superficiel  seul.  Voir  Comptes  rendus,  t.  \CI\  ,  p.  526^ 
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Si  la  loi  des  densités  est  donnée,  on  en  déduit  celle  de  c  dans  l'hypo- 
llièsc  de  (M  constant  ((iliapitre  [)iécédent)  et  ((i/O  donne  i\  en  fonc- 
tion de  o,  valeur  qu'on  désignera  par  c,^. 

(  )n  peut  déduire  également  c  de  la  considéraliuii  des  moments 
d'inerlif.  Poui'  un  ellipsoïde  homogène  de  révolulii)u.  ou  a 

\^^mb-,  B  =  -  i)i(a- -h />'-)■  ni~^T.onb-. 

A  =  l^T.rja-(i  ^->.')^         H=  -^7:0 «5(1  -f-X-)(?.  +>.-). 
10'  I  •) 

Les  moments  d'inertie  d'une  couche  ellipsoïdale  de  densité  p  seront 

r/A   -   ^T.D  da'  (  1  +  >.^  )-,  dV,  —   4  T.rj  du'  (  l-h  À-  )  (  2  +  ).2). 

1  .)      '  1  .1 

Ceux  de  Feilipsoïde  hétérogène  seront  alors 

(65)  \—^Ti       pdcr{i-^ '/.-)-.  B  =  -4-/    pda'{\  -ri')  {i-h '/.■). 

Puis  on  aura  immédiatemeni  en  négligeant  //' 

,.  I 

/     0  dcr'(i  +  /.-)/■' 
.       A  -  B       .  ,    ' 
(fi.V)  J  =  — j — = j 

2/     pf/n'(i  +  2À*) 

Si  l'on  néglige  de  plus  A',  ou  a 

,,1  ^.1  ,.  I  -»  1 

(66)  1     p  (^a"/- =:^  2  J  /     p  dir .  j     pda'er^i  1     pda'\ 

Enlin,  en  coudjinant  avec  rérpiation  de  Clairaul  (()i),  ou  obtient 

{67)  l(r---0)l\=-2j  f\.da:  |(^._  Î)d,  =  jJ   rw/,r\ 

La  valeur  de  J  est  déterminée  })ar  l'Astronomie,  (Gti)  donnera  une 
nouvelle  valeur  de  1^  (jui  en  dépend  et  que  l'on  désignera  par  Cj. 

L'éipialion  (<")-)  donne  une  troisième  valeur  de  c  qui  dépend  à  la 
i'ois  de  o  et  de  .1,  et  désignée  par  (■,,.  (^es  ti-ois  valeurs  doivent  concor- 
der,  la   loi  des  densités  étant  tlomii''e.    Nous   verrous  par  les  calculs 
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praliqucs  que  l'inverse  de  l'aplatissement,  ([ui  satisfait  à  ces  liois 
relations,  vari(!  à  peine  de  queirpies  dixièmes  quelle  que  soit  la  loi  des 
densités. 

Ces  trois  relations  fondamentales  peuvent  s'écrire  en  une  seule  : 

t:(c—  -)rj,=   /     pf/f/V^J    /     &f/(7"'. 

2.  Equalion  de  condition  entre  e,  O/,  J.  Limite  inférieure  de-- 

—  Les  trois  équations  ci-dessus  sont  indépendantes  de  la  loi  de  la 
vitesse  de  rotation.  Elles  sont  encore  vraies  quand  m  est  variable. 
Avec  (M  constant,  dans  le  cas  du  problème  de  Clairaut,  on  peut  élablir 
théoriquement  la  nécessité  d'une  limite  étroite  entre  e,  ^,  J,  en  intro- 
duisant, au  moyen  de  l'équation  diflérentielle  de  Clairaut-Hadau,  celte 
condition  de  la  constance  de  la  vitesse. 
En  effet,  on  a  identiquement 

rD  da'^  ")  /      a  da  1      0  da^  =  -  a-  1      0  dii^ /      &  da'', 

et  à  la  surface 

(67')  if  pf/a'  — 5D,— 2  j     Dda\ 

Portant  cette  valeur  dans  (67  )  il  vient 

(68)  (>.=  -(p)D,=  2jD,~  ^J  /     t>da\ 

D'autre  part,  on  a  aussi  idcnli(piemenl  * 

,,.„,,  /    .    / ,^\/         ôà'])    l  ai;         i-i-r;r?D'\ 

'        ^x  +  -u\  >o  rj         I)   / 

En  iiitrodiiisanl  "u  et  l'équation  (llairaut-Iladau,  on  a 

(«•■v/i  -hr,  D)  =     , i-t-  -r, ri-    . 
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On  intègre  de  o  à  r,  =  i  et  il  vient 


,  1  I  +  -  0 r, 


(69) 


n,  v/ 


1  V"  +  0, 


/"  •^  '°      n  rfa^  =  K  /     D  rfa^ 


K  désigne  la  valeur  moyenne  de  l'expression  en  q  où  l'on  aura 
o<;yj<]ï;i  puis(|ue  y]  est  toujours  croissant.  Cette  valeur  portée 
dans (GH) donne 


(70) 


X'^dj^ 


^^aJ  +  o. 


\/n-r/| 


=  J-4- 


C'est  ré(jnalion  de  condition  que  doit  vérifier  A-  ou  r,  et  qui  dépend 
de  o  et  de  J.  Le  premier  membre  est  fonction  de  c,  le  second  en  est 
indépendant. 

Or  K  ne  peut  varier  qu'entre  des  limites  très  étroites.  On  a,  en  efTet, 
le  Tableau  de  variation  suivant  : 


K'  = 


r,  (1  —  3r,  ) 


20  ( 

l-t-Ti) 

-^ 

0 

Va 

fl. 

3 

K' 

0 

+ 

0 

- 

- 

K 

1 

^ 

1,00075 

X 

K, 

-^0,8 

Fig.  11. 

IJi  admettant  292  <  -  <C  2<)8  avec  y],  =  -  ^  —  2,  on  a 
(71)  o,53i  <  Yi,  <o,583         et         0,9999  <  K,  <  0,9996. 

On  aura  donc  finalement 

G ,  9996  <  K  <  1 ,  000  7.5  ; 

K  ne  dillère  de  l'unité  (|ue  d'une  fraction  o.ooo'i  inférieure  à  7,-  ou  e. 
Or,  .1  étant  de  l'ordre  de  A",  on  peut  donc  faire  K=  i,  en  négli- 
geant a\ 

L'équation   (70)  donne   alors   comme  solution   (')  :  -  =  297,27. 

(')  ItADAi',  Compte.';  rendu:;,  t.  C,  i885,  p.  97^.    ol  /iiil.  as/.,  l.  II    p.  1.37. 
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C'est  la  seule  valeur  qui  puisse  concorder  avec  les  données  expéri- 
mentales de  la  précession  et  de  l'attraction,  dans  les  limites  de  précision 
du  problème  et  dans  l'hypothèse  de  w  constant. 

Remarque.  —  En  dehors  de  toute  hypothèse  et  de  toute  donnée 
expérimentale  dont  dépende  y],  on  a  K2i,ooo-5;  on  en  déduit  daus 

les  mêmes  conditions  (' ),  -  ^ 297, 1  o. 

3.  Les  deux  limites  de  l'équation  de  condition.  —  Il  importe 
d'étudier  plus  complètement  cette  équation  (70)  et  les  limites  précises 
de  ses  solutions,  avec  les  limites  exactes  de  K,  pour  l'étude  du  Chapitre 
suivant  où  Ton  tiendra  compte  de  X*.  D'ailleurs,  les  termes  en  \* 
négligés  sont  complexes  et  nombreux  ;  il  est  probable  qu'ils  se  détruisent 
mutuellement  et  que  (70)  donne  déjà  une  précision  assez  grande, 
comme  on  le  verra  en  effet  dans  la  suite. 

Posons 


r 

D 

^ 

-r-r,, 
K       ' 

5  0 

TJ,=  -  -  —  2, 

2  e 

dy  _. , 

53  K  -2  e'- 

I 

1        J       (0,-1-2)2 

de  -' 

■s/ 

l+T,, 

20    oK    y'i  4- Y), 

Or  l'expression  en  v],  est  croissante  pour  o-<r|,<  3,  on  a  donc 


2-)  23      y/,    +r,, 


De  plus  -  =  ''  \\    ^=  o, 0^454 ;  on  aura  donc 

r         o         000 ,01  *^ 

J  a       J     (ï),  -H2)- 

— rr<l  el  -^  -ir-^=  <' 

si  K>  0,944^4?  ce  qui  a  sûrement  lieu  pour  la  Terre  d'après  (71). 
Donc^'  reste  positif;  )-  toujours  croissant  ne  peut  passer  (ju'une  seule 

(')  Celle  dénionslralion  fonilamenlale  esl  due  à  M.  Foiiicaré  {Compte!^ 
rendus,  l.  CVII,  1888,  et  But.  axL,  l.  \  I.  p.  5  el  49)-  Voir  aussi  Fissures  d'é/jin- 
liljre  d'une  masse  fluide,  p.  92. 

Journ.  de  Matli.  (6*  scrie),  loiiie  \IU.  —   ha^c.   l\',   1912.  J*^ 
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t'ois  par  la  valeur?  +  .1,  quand  <'  varii-.  11  n'y  a  dans  le  cas  de  la  Terre 
qu'une  seule  valeur  de  e  solulion  de  (70)  (  '  )■ 

Donnons  à  K  ses  deux  valeurs  limiles;  on  aura,  pour  déterminer  les 
limites  correspondantes  de  e,  les  deux  équations 


(70')    e-^-^i- |;=J  +  ^,        e+-i =J-i--. 

o     1 ,000  -a  2  0  I  I      .,  2 

'  n-  -  Y)  I ni 

2  10 

Or  on  a 

.1  +  —  =  o ,  00.)  009  1 9, 

en  donnant  à  c  des  valeurs  régulièrement  espacées  et  en  déduisant  y],, 
on  trouve  pour  la  valeur  j' du  premier  membre  des  équations  (70')  le 
Tableau  suivant  (on  n'a  écrit  que  les  deux  ou  trois  dernières  décimales 
dej',  en  prenant   pour  unité  la  huitième)  : 

-■  ■V)'t,Q.  i'J-.l.   -297. î.    'ITi,-^.       M7,4.   297,5. 

e 

K  =r  1 ,00070  ...  .   0,00.500984     917     849     781     711     645 

K=K, o,oo.")oii8o       iii3       1047         981         914         848 

On  a  donc  en  résumé,  par  un  calcul  très  simple,, 
(71)  29- ,  097  <  -  <  ■•!97  '  390. 

La  valeur  de  c  est  renfermée  ainsi  dans  des  limiles  très  étroites. 
Elle  dépend  de  la  précision  des  mesures  sur  ç.  et  .1.  Or,  on  obtient 
facilement 

^'    '  e        e  \  2  /     J         e  \  2  /      ? 

avec 

aK^v/n-ïî,        2V         2 
Pour  les  limites  de  c  trouvées  ci-dessus  on  a 

d-  z=  0,18- d-r  -\-  o,iqqd  —  - 

(')  On  aurait  les  mêmes  résultats,  mêiue  pour  yi,      1,  c'est-à-dire 
1  .  6 


-  346. 

Tt  C9 
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Lu  accroissemenl  de  o,i  dans  la  valeur  de  -^  et  ^  produit  à  peu  près  le 
même  accroissement  0,0986  dans  celle  de  -• 

4.  Calculs  numériques  directs  au  moyen  des  trois  équations  fon- 
damentales. Aplatissement  qui  en  résulte.  —  Les  trois  fonrules(6/|), 
.    (66),  (67)  appliquées  à  la  loi  des  densités  de  Legendre-Laplace  : 

?  =  Po  " donne  les  valeurs  ci-dessous  : 

'         '  "     mr 

m-  138°.  140°.  142".  li'r.  14C°. 

- ^88,7  291,2  293,9         296,7  299,7 

— 299,1  298,5  297,9  297,3  296.6 

et 

— 293,8  294,7  29.5,8  297,0  298,2 

Tisserand  avait  déjà  calculé  la  première  ligne  des  ('a{' )■  On  obtient 
comme  courbes  représentatives  de  ces  trois  séries  de  valeurs  des  lignes 
presque  parfaitement  droites,  qui  se  coupent  au  même  point  où 
Ton  a 

p,  =  2,6i,         -  =  297,2.  \ 

Avec  la  formule  de  Koche  ou  celle  plus  générale  de  Lipschitz,  on 
doit  faire  i<;  «  <^3  pour  avoir  2  <<  p,  <[3,  et  n  <^7  pour  p,  >o.  On 
obtient,  dans  ces  différents  cas,  comme  solution  unique  : 

n.  \.  1.  i.  3.  4.  5.  (!.  ,;5. 

l 297,187  297,171   297,173  297.  1S4  297,19  297,20  297, 2f   297,21 

e 
0,   .  .  .         2,96r        2,725        2,253        1,779       i,3o5      o,832     0,857      0,0 

Valeurs  très  voisines  et  tout  à  fait  concordantes  avec  celles  qui  pré- 
cèdent. 

Avec  les  lois  plus  compliquées 

0  :=:  o„(i  —  3!/-j'         et         p  =  po(i  —  xr-)^, 
(')  Mec.  ccL,  i.  Il,  p.  287. 
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on  oblienl 

-=2Q-   i83        ei         207,10 

ainsi  que 

pi^  2,632         ei         2,784. 

o.  Calculs  numériques  au  moyen  des  formules  de  Tisserand  et 
de  M.  Lè^y.  —  Lipschitz  avait  démontré  (')  que,  dans  le  cas  de  la 
formule  étudiée  par  lui,  la  valeur  de  Taplalissement,  donnée  par  la 
formule  (6:^)  en  y  faisant  w  constant,  était  représentée  par  une  série 
hypergéométrique. 

Tisserand  est  arrivé  à  résoudre  cette  équation  transcendante  dune 
manière  très  simple  (^).  Il  arrive  alors  à  écrire  l'équation  (67)  entre 

eç  et  e, 

o       3-R, 
e = ; —  J. 

2  a 

OÙ  R  est  fonction  seulement  des  données  superficielles  e^,  p,,  D,.  En 
modifiant  légèrement  les  notations  par  l'introduction  de  y),  au  lieu 
de  2/1  et  2  R'  ^  R  +  2,  l'équation  ci-dessus  s'écrit 

t'-H  HjR'-J-t-2, 
n  2 

OÙ 

rr.       2?  —  I  -ni       i5Ç-— 3i  ?  +  i5  r, ; 


R'=i 


126;^— 483 g- -1-665:— 225  -fil  __ 
72 Ç-'  2»"  ~ 

1/7 


C'est  l'équation  de  condition  (70)  où  la  fonction  - — n— ^  de  M.  Poin- 

caré  est  remplacée   par  son    développement    suivant  les  puissances 

de  —  et  de  Z  dans  le  cas  où  les  densités  suivent  la  loi  de  Lipschitz. 
2  "  ^ 


(')  Journal  de  C relie,  l.  &2. 

(-)  Comptes  rendus,  l.  XCIX,  i3  oct.  i884,  p-  ^79,  et  i"  sept.  M.  Callandreau 
a  repris  les  mêmes  calculs  dans  son  remarquable  Mémoire  sur  la  théorie  de  la 
figure  des  planètes,  p.  71.  Tisserand  donnait  aussi  après  Lipschitz  le  dévelop- 
pement des  termes  de  la  série  liypergéométrique.  J'ai  pu  les  remplacer  par  ceux 
d'une  autre  série  liypergéon;étrique  plus  simple  el  plus  rapidement  convergente, 
ce  qui  a  rendu  possible  les  calculs  numériques  du  Chapitre  VII. 
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Tisserand  supposait  raplalissetiieiit  e  suffîsammenl  connu  par  les 
mesures  j^éodcsiques  -  ^2()2,5  el  il  pensait  pouvoir  en  déduire  la 
valeur  des  trois  paramètres  p„,  a,  n,  de  la  formule  de  Lipschitz  qui 
vérifieraient  l'aplatissement  mesuré  et  pouvoir  déterminer  ainsi  plus 
complètement  la  loi  des  densités.  Il  a  constaté  seulement  que  R 
variait  très  peu,  trop  peu  pour  permettre  de  réaliser  l'accord.  Il  a 
même  cru  que  finalement  cette  valeur  de  R  ne  dépendait  pas  de  celle 
de  p,.  C'était  avant  les  travaux  de  MM.  Radau  et  Poincaré.  Nous 
savons  maintenant  que  la  faible  variation  de  la  fonction  R  de  Tisse- 
rand tient  à  la  forme  même  de  l'expression  K  à  laquelle  elle  corres- 
pondait. 

Ici,  je  me  suis  servi  des  mêmes  formides  pour  résoudre  le  problème 
inverse.  J'ai  supposé  l'aplatissement  e  insuffisamment  déterminé  par 
les  mesures  géodésiques,  et  cherché  la  valeur  de  e  qui  répond  aux 
conditions  du  problème.  J'ai  donc  donné  à  e  et  à  p,  une  série  de 
valeurs  compatibles  avec  les  limites  expérimentales:  -2  <^  ç,  <^3,  el 
les  limites  déterminées  dans  le  paragraphe  précédent  : 

297,  io<  -  <  297,40. 

Pour  chacune  de  ces  valeurs,  j'ai  déterminé  celles  de  r,,  et  de 'C  qui  y 
correspondent,  puis  celles  de  R  en  poussant  la  précision  jusqu'au 
cinquième  chiffre  et  tenant  compte  du  terme  en  y]'^.  J'ai  obtenu  ainsi 
les  valeurs  de  T  J  =  J  —  ?  JR'  qui  doivent  être  égales  à  c  —  ^ 
d'après  l'équation  de  condition. 

Ces  différentes  valeurs  sont  consignées  dans  le  Tableau  suivant 
la  dernière  colonne  contient  celles  de  e  —  M  : 

'•^-          V^  '2, -2.  ïX  TU-  ï^-  3^  "~~^' 

297,0 o,ooi6320  '  330  Sso  Sai  i-ïi  324  332 

297,1 0,001 63 16  3 16  3i6  317  3 18  3 19  32 1 

297,2 o,ooi63ii  3ri  011  3i2  3i3  3i5  3o9 

29'7,3 o,ooi63o6  3o6  3o6  3o7  3o8  3io  298 

297, '1 o,ooi63o2  3o2  3o2  3o3  3o4  3o5  287 

297,5 0,001(3297  ■.•.97  297  ,298  299  3oo  278 

i  =  e 297,17      297,17  297,17  297, if)  297,14  297,13 
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En  traçant  les  courbes  de  chacune  des  colonnes  qui  correspondeul 
à  des  valeurs  difTérentes  de  p,  on  voit  qu'elles  coupent  toutes  la  courbe 

de  la  dernière  colonne  c  —  -dans  l'intervalle  :  2n",i<'-  <r2q-,2. 

Un  calcul  facile  donne  dans  chacjuc  cas,  pour  cIukjuc  valeur  de  p,,  la 
valeur  précise  de  l'aplatissement  qui  satisfait  à  l'équation  de  condition, 
c'est-à-dire  à  la  précession  et  à  l'allraclion.  Ces  valeurs  sont  con- 
signées dans  la  dernière  ligne  du  Tableau.  On  obtient,  à  o,  oi  piès,  les 
nombres  trouvés  par  les  calculs  directs. 

Ces  valeurs  sont  plus  près  de  la  liinito  théorique  inférieure  'i\)~^  lo 
que  de  la  limite  supérieure  29-, 4o.  La  valeur  moyenne  de  •/]  est 
plus  près  de  celle  qui  correspond  au  maximum  K  que  de  -^i.  Kt  cela 
devait  être,  car  la  valeur  de  K  égale  à   1  au  centn\  maximum  pour 

Y]  ^  -  et  égale  de  nouveau  à  i  pour  Tj  ^o,5  5...,  reste  bien  j)lus  long- 
temps au  voisinage  de  son  maximum  que  de  K,. 
Même  en  faisant  varier  p,  de  o  à  4)  on  aurait  encore 

297.0  <  -<  297.25. 

M.  Lévy  (')  a  donné  une  formule  plus  générale  cpie  celle  de 
Lipschilz,  contenant  un  paramètre  déplus  :  D  ^  po(i  — a,  r")!^.  Elle  se 

ramène  à  celle  de  Lipscbilz  en  y  faisant  [0.  =  leta,  =  — -^  d'après  (()2). 

On  peut  lui  ap[)liquer  les  mêmes  calculs.  R  est  à  peine  modilié  tic 
o,ooo3  par  l'inlroduclion  de  a  dans  le  terme  en  t^\  seulement.  Ou 
obtient  les  mêmes  résultats  que  ci-dessus,  relevés  de  0,01  à  0,02. 


297.19    297,19    297,19     297,17     '.>.97,i6     297,14 


La  loi  de  Radau  (^)  :  -  =  i '"  (1  ~  '""j  rentre  dans  l'un  des  cas 

particuliers  établis  par  M.  Lévy.  celui  où 

).  -1-  5  n  -+-  5 


:  (  /.  -t-  1  )  2  1  rt  -H  I  ) 


(')   CDiiiples  icikIiis.  l.  CVl,   iSSS,  j. 
(2)  Rul.  fisl.,  t.  Il,  p.  i;")7. 
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comme  il  est  facile  de  s'en  rendre  compte.  Elle  donnerait  donc  les 
mêmes  résultats. 

Enfin,  j'ai  étudié  aussi  une  loi  nouvelle  des  densités  et  des  aplatis- 
sements qui  peut  être  considérée  comme  un  cas  limite  de  conden- 
sation. En  faisant  Y)' =  G,  on  satisfait  aux  équations  de  Clairaut  avec 
■/]  ^  -^1,  constant,  "C  ^  d,  constant,  puis  e^  e,i'^"'i  p  =  f  i^"''-  Cette  loi 
sera  étudiée  au  Chapitre  VII. .On  trouvera  pour  la  valeur  de  l'aplatisse- 
ment qui  satisfait  à  l'équation  de  condition  -  =  2L)-,'i[)i.  C'est  préci- 
sément la  limite  supérieure  déterminée  dans  l'hypothèse  où  la  valeur 
moyenne  de  -q  serait  égale  à  r],,  ce  qui  a  lieu  ici  puisque  y]  est  constant. 
C'est  là  une  justification  remarquable  des  ces  calculs  purement  théo- 
riques du  3*  paragraphe  de  ce  Chapitre. 

(>.  Calcul  de  g.  Valeur  de  e  qu'on  en  déduit.  Prérision  des 
résultais.  —  On  a  immédiatement  pour  la  pesanteur 

(73)  £''-  =  X--H(Y-t-  (,)V)'  =  ^ -7(1  —  >.-Mn'9  ■+-  2).*  sin- 5  —  X' sin*9). 

en  tenant  compte  de  l'équation  de  l'ellipsoïde  et  de  la  condition  (4) 
Y  -t-  co- j  _  X        I 

y      ~  x  I  +  r- 

D'autre  part,  la  formule  (iG),  intégrée  par  parties,  devient  à  la 
surface 

(74)  7~~î'^-^(    pdo' ^-^{l— arc  Uns  t) 

En  remplaçant  /  par  sa  valeur  donnée  par  (77  ),  page  67,  on  a  en  négli- 
geant A' 

(-5)    ^=/  — (i  —  '.(' -1- 9)     I  —  [^9  —  ej  dii-9  (5  =  colatitude). 

La  pesanteur  est  maximum  aux  pôles 

i'p  =  -ï(i-2e-t-(?). 
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Elle  est  plus  petite  que  si  toute  la  masse  était  au  centre,  ciir  21"  >  o. 
La  variation  de  la  pesanteur  de  Tcnjuateur  aux  pôles  est 

•">  /  ^ 

//  :=  -  o  —  e  =:  e  (  -fl  +  I  )  • 
2    ' 

On  en  déduit  la  valeur  de  e  au  moyen  des  observations  du  |)i'ndule. 
Le  résultat  n'est  pas  très  précis  (  '  ). 

Pour  la  variation  de  a'  en  profondeur  on  peut  négliger  Taplatisse- 
ment,  on  a 

.m      4 


d'où 


Si  à  la  surface  on  a  Ç>»  i,  c'est-à-dire  p,  <;  '^,706,  on  aura  ^'<;  o,  alors 
g  varie  en  raison  inverse  de  /■  et  croît  à  partir  de  la  surface  jusqu'à  un 
maximum  pour  C  =  i»  puis  décroît  jusqu'à  o. 

Si  l'on  avait  C  =  i  partout,  on  aurait  i,''  =  const.  Il  est  à  ronianpicr 
que  riiypotlièse  y]  =  const.  donne  l,  =  1,017,  valeur  très  voisine  de  i . 

Remarque.  —  On  a  la  relation 

^  =  n-X-=(i+e)' 


On  a  aussi,  e  étant  l'aplatissement  et  £  l'ellipticité. 


En  négligeant  i-  ou  c^,  en  prenant  e  pour  î  et  réciproquement,  on  fait 
donc  une  erreur  d'une  unité  sur  l'inverse  de  l'aplatissement. 
De  même,  en  développani  l'expression  ci-dessus,  on  a 

'),^=z  2e  -H  3e''+  4e'-4-.  .  .=  2e(  1  4-  -  e  +.  . 


(')  Fa_\  e  montre  dans  son  Cours  d'Asti  onomie  de  l'Ecole  l'olyteclinique.  t.  I, 
p.  357,  que  les  neuf  déterminations  principales  laissent  subsister  une  erreur  pos- 
sible de  6  unités  sur  l'inverse  de  l'aplatissement,  ce  qui  est  énorme.  Avec  les 
mesures  actuelles  plus  précises  et  plus  nombreuses,  elle  resterait  cependant  du 
même  ordre,  c'est-à-dire  de  l'ordre  des  unités  :  298,3  ±  1,  d'après  tielmerl,  en 
tenant  compte  des  termes  en  a'^. 
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d'où 

2  I  /        3 

Ainsi  en  remplaçant  A-  par  2e  et  négligeant  e'  on  fait  une  erreur  de 
+  1,5  sur  l'inverse  de  l'aplatissement,  sans  parler  des  autres  termes  de 
correction.  La  précision  des  résultats  obtenus  ci-dessus,  à  quelques 
dixièmes  près,  est  donc  illusoire,  et  il  faut  de  toute  nécessité  tenir 
compte  de  A'  pour  que  la  précision  réelle  égale  la  précision  appa- 
rente. C'est  l'objet  du  Chapitre  suivant.  Mais  la  précision  de  cinq  et 
six  chiffres  en  première  approximation  était  nécessaire  pour  obtenir 
une  précision  égale   dans  la   seconde  approximation. 


CHAPITRE  V. 

PROBLÈMES  DE  CLAIKAUT  ET  DE  M.  POINCARÉ  EN  TENANT  COMPTE  DE  À'. 

Nous  reprenons  ici  les  deux  problèmes  précédents  en  étudiant  les 
corrections  à  introduire  dans  une  seconde  approximation. 

1.   Elablissrmcnl  des  formules.  —  La  formule  (18),  développée 
suivant  les  puissances  de  /et  de  A,  donne 


;76)    ^=    r    -.^  ^-!LU-li^-Ui^^^^ 


l-    da 


+  /    (  ?1  —  ?'  ^"  )  ■ 


-H  X»  /-  2       3  . ,       6  . , . ,       6 . 


1  -t-  /,^  \  5  o  7 

La  valeur  de  /  est  donnée  par  la  formule  (a).  Chap.  Il,  «;  I .  Kn  posant 

—  =  cos'O  et  —  A-  =  ^-  (r=  a  de  S^)  on  peut  l'écrire 

(77)  /'cos'5-+-(i -+->.;  sin'5  — ;3»)^=— [3=  =  o. 

C'est  une  équation  du  second  degré  en  /-.  La  racine  positive  seule 
convient.  Représentons  par  D  le  discriminant  de  cette  équation,  on 
obtient  facilement  en  développant  sa  valeur  et  négligeant  les  termes 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  VUl.  —  Kasc.  IV,  1912.  31 
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enX» 

V/D  =  (I  -H  >.,'  sin'O  —  ^')  +  2i3'  cos'6(i  — ).^  sin'!5  +  ;3'  >iM'Ô), 
(78)     P  =  ^-[,-(lJ:-^'-)sia'd]...     el     /'  =  ^»  Ti -|  (À^ -jS')  sin^el ...      ('). 

En  portant  dans  Téqualion  (7G)  et  négligeant  X*  on  obtient 

en  intégrant  par  parties  et  remar(|uant  que  p,'  =  X,',  on  a 
47:/  J„  /     iH->-,  \  0  0      '         7'^ 

r'  1  -H>,'  ,\,     3  .^      6-1,  ^,     6  - 

J,  >  -+-  >■;■  \  3  a  7 

C'est  la  formule  (ju'on  aurait  trouvée  directement  par  la   mélhodt 
ordinaire  (^).  Comme  sin'0=:  i  —  '— .  il  vient 

C'est  bien  un  cas  de  la  formule  générale  trouvée  au  Chapitre  1. 


(')   Kn  posant  cos'5=— r^^ ;  el  poussant  rapproximalion  jiliis  loin  on  obtieiil 

(78')  ^2  =  (3'[i-(>.,'-;5»)sin'9(i  — ),=  — P'--t-2(3î5in'ô)...]. 

(')  On  vérifie  facilement  qu'elle  se  raméneà  la  foiniule  (17)  de  M.  Callandioau 
(Mémoire  sur  la  théorie  de  la  figure  des  planètes.  1889,  p.  3i;  Annales  de 
l'Obser\'atoire  de  Paris,  l.  XIX). 
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w^  et  u>i,  étant  les  vitesses  à  Téquateur  et  au  pôle,  on  aura  encore 

!w-=&);,  -  2  7ï/\sin''5  —  ^jf  -f-  2  7l/Acos=9  =  &);(i  +  acos*?), 
(.)-=  -jj?- T.f\  COS2  5,  Wis=  -(w|  +  W^). 

Pour  que  les  surfaces  de  niveau  soient  ellipsoïdales,  il  faut  que  la 
vitesse  croisse  de  l'équateur  au  pôle,  sur  chacune  des  surfaces,  suivant 
la  loi  ci-dessus. 

On  multiplie  A  de  (80)  par  /•',  on  dérive  par  rapport  à  /•  et  l'on 
obtient,  en  tenant  compte  de  (47,)) 

En  dérivant  de  nouveau  et  tenant  compte  de  (47')  et  (4^'),  il  vient 

(82)  8r.V-f-  /'VX''^  |d?.»[Ç(4  +  6-/)  +  3-/)-)  -  2-o(5  +  4r,)  |. 

Au  centre  A  =  o,  il  reste  ensuite  toujours  positif,  d'après  (80). 

En  divisant (81)  par  rona  A'  =  o,  au  centre;  car  -  =  o  et  -p  =  o. 

A  est  croissant  au  centre.  Il  ne  peut  décroître  qu'en  passant  par  un 
maximum,  c'est-à-dire  pour  A'  =  oet  A"<;o.  Il  sera  toujours  crois- 
sant, d'après  (82),  si 

( 83 )  ;( 4  +  f)-n  +  3ri»)  —  2Y]  (5  -4-  4yi)  >  o. 

M.  Callandreau  a  montré  qu'il  en  était  ainsi  pour  n  >3,  avec  la  formule 
de  M.  RadauC). 

D'ailleurs,  A,'  —  ^'-  est  toujours  positif  et  croissant  avec/-,  ^^  =  -^  X* 

étant  décroissant.  Si  l'on  représente  par  (A;!  —  ^-),„  sa  valeur  moyenne 
on  a,  d'après  (80), 

Ar=(À,^-P"-)J„^    f     _p'«-',/«=z:(/,;.-p-^)  =  ,{D-p). 

Or,  pratiquement,  D  —  p  est  toujours  croissant  comme  X,  avec  les  dif- 

(')   Même  Ouvrage,  p.  Sg. 
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fércnlcs  lois  de  doiisilés  ('tiidit'es.  La  valeur  inoyoïiiiL'  de  A^  —  [iJ°  sera 
croissante  égalemenl  ainsi  que  A. 

Le  maximum  de  (\"  -  [i-  )-  (>sl  A*  ;  d'où  A  ■<  aM  L>  —  p),  fjuautilé 
toujours  croissante. 

On  peut  trouver  une  limite  plus  faible  encore.  En  efl"et,d'ai)iès  (81), 
on  peut  écrire 

(rt''A)'=  ^D>.»r,(2  +  rj)«».  r'\=—f    D ?.» r, ( 2 -1- r, ) ^/«' ; 

"a.-  et  Y]  élanl  croissants,  on  a 

<J  Q  •'0 

Or 

(    l)da''=l  f   a''\)dci'<lr'  C    D  da'\ 

En  tenant  compte  de  ((');))  intégrée  de  o  à  /■,  où  Ton  fait  K  =  1  en 
négligeant  les  A",  on  a 

(8'|)     K  C    \)  da'^  a' D<^/i  +  n  el  A  <  4  I)>'''i(2  +  n)  v''^"+^. 


3 
Pour  la  Terre  à  la  surface  on  aurait,  d'après  (80')  avec  2-tzf 


2  oD 
w| — (j}-.        ,.  e'    A  4  e-     ,  ,    , , ,.„ 

«  =   -^^-^, =  0  —    pprr  <T—  0(2  +  7)  )V/1-|-    Y):=2enV'l  +  Y)=0,  OO/j  58. 

Or  toujours  d'après  (Ho')  on  a,  en  négligeant  a^, 

(8V)  \        ^  )  \        ^-  J 

1  OJ   =: \cCnh'0,  W=-rp-. 

A  45"  la  rotation  devrait  se  faire  au  maximum  en  99*  de  moins  qu'à 
l'équateur,  pour  que  la  surface  soit  rigou'reusement  ellipsoïdale. 

Par  des  calculs  numériques  avec  la  formule  de  Roche  et  2  <^  p,  <;  3, 
on  trouve 

0,001  33  <  «  <  0,001  95,         28% 7  <  ôT  <  42',  2. 
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11  faudrait  de  "i  i  2  à  7^>o  jours  pour  (ju'un  point  du  parallèle  de  45° 
effectue  une  rotation  de  plus. 

*i.  Potentiel  et  al  traction  des  couches  de  correction  pour  tenir 
compte  de  la  déformation.  —  Si  l'équilibre  permanent  est  atteint,  si 
la  vitesse  de  rotation  est  constante  en  latitude,  les  surfaces  de  niveau 
ne  peuvent  plus  être  ellipsoïdales.  Mais  la  déformation  est  de  l'ordre 
de  X''  et  l'on  peut  l'évaluer  en  négligeant  A". 

Legendre  a  démontré  qu'en  passant  à  l'équilibre  permanent  le  rayon 
de  l'ellipse  méridienne  subissait  un  accroissement  (  ') 

nr  =r  (7>,'(y„+  y,  sin-9  +  y  sin^'O  cos'5). 

L'accroissement  du  demi-axe  a  estr„a7.%  celui  de  6est(Yo  ~t"Yi)  ""'^*' 
Mais  ici  on  peut  négliger  l'état  antérieur,  on  suppose  l'équilibre  établi, 
et  l'on  prend  les  axes  dans  leur  valeur  actuelle  pour  n'étudier 
que  la  déformation.  Alors  on  doit  faire  dans  la  formule  de 
Legendre,  Yo  =  y,  =  o, 

(85)  0/- :=  ay/,' sii)' 5  cos-9. 

X^  est  toujours  défini  par  h'-  =  «-(i  -+-  '/.-),  a  et  h  étant  les  valeurs  des 
axes  dans  l'état  d'équilibre. 

Il  faut  donc  corriger  l'attraction  de  chacun  de  nos  ellipsoïdes  homo- 
gènes de  densité  dp,  par  celle  d'une  couche  d'épaisseur  variable  Sret 
de  même  densité  dp  ('•').  Plus  simplement,  comme  on  négligea",  on 
peut  la  considérer  comme  une  couche  sphérique  de  rayon  a  et  de 
densité  variable  or  dp. 

On  calcule  le  potentiel  de  ces  couches  au  moyen  des  fonctions  sphé- 
riques.  On  a  d'abord 

dm  rr  pw'  sin  5  d6  c/i]'- 


-P 


('  )    I.EGKNDRE,    fJlSl.   llc  l'AuCllI.   dcS  Sc,    IjSg,  el  GAI.LAfil)REAl^    J).    3(  . 

(-)  En  employaiU  la  méthode  des  ellipsoïdes  de  M.  Ilamj,  on  ne  renconlre 
aucune  difficulté  lliéorique.  Dans  la  méthode  ordinaire,  au  contraire,  on  corrige 
une  couche  ellipsoïdale  infiniment  mince  par  une  autre  couche  infiniment  mince 
(Gallandrkau,  p.  r'().  On  retrouvera  les  mêmes  formules  après  intégration  par 
parties,  en  emploNant  ici  la  luéthode  de  M.  Hamv. 


4o2  ALEX.     VKRONNET. 

L'intégrale  (''tant  t'-tenduc  à  toiil  le  volume;  c/,  0,  ,}/  élaiit  les  coor- 
données polaires  et  dm  la  niasse  du  point  attirant  situé  sur  la 
surface  S;  r,  0^,  'j/^  sont  celles  du  point  attiré  situé  surJa  surface  Sr(sa 
masse  =  i);  6^  étant  la  distance  des  deux  points.  On  a 

-  —  {a'- -h  !■-  —  ■?.  x a r)   '  =  -  +  —  P,    a)  +  — - 1*.  (a)  -h  .  .  .  ; 
«  T=  cosS  cos9r+  sin{/  sin  0,.  cos {<li  —  ']/,). 

La  densité  sera,  en  posant  cos  0  =  a. 

[j  '=  ■ —  p'  '/a  dr  T=  —  p'  Il  •/'/.'  (  I  —  (JL-  )p^. 
En  exprimant  les  u.  au  moyen  des  polynômes  de  Legendre 

on  obtient 
on  a  ensuite 

sin  (5^9—   /        r/fx. 
i  - 1 

On  aura  pour  le  potentiel  en  un  point  de  la  surface  S^ 

Or 

/        r/ij>  =  2  7r. 

De  plus  les  P  fonctions  des  a  peuvent  s'écrire  (') 

IM«)  =  X,(fx)  X,(^,) +/(Ô,  5,.)  COS(  J;  -  ^,). 

En  intégrant  par  rapport  à  4'  de  o  à  271,  les  termes  en  008(11; — -pr) 
disparaissent.  Il  reste  seulement  les  doubles  produits  des  X,.   Ou  a 

(')    Voir,  par  e\einple,  Tisseram),  Méc.  ccL,  l.  II,  p.  .>5i  el  suiv. 


ROTATION    DE    l'eLLU'SOÏDE     HÉTÉHOGÉXE.  4o3 

alors 


Or  on  a 


11  ne  reste  après  intégration  que  les  coefficients  de  X!;  et  X'^ 


rf«. 


C'est  le  potentiel  des  points  pour  lesquels  la  surface  S^  est  extérieure 
ou  Vg.  Pour  avoir  le  potentiel  V,  des  autres,  il  faut  développer -^  en 

fonction  de  -  <  i  :  on  a 

«        a  V  a  a-  J 

Les  X  sont  les  mêmes  et  l'on  obtient 

J^  'Lia        o  2r  a-  g  5a  a*  J 

11  faut  en  déduire  les  composantes  de  rattraction  qui  sont 

Or  ici  V  =  F(j';,  r)est  fonction  explicite  de  x  par  u.  =  cosO  :=  ->  et 

par  r^  =  jr  -i-y',  et  fonction  dey  seulement  par  r.  On  aura  en  déri- 
vant 

Or   r        ôx  Or    r        Oy 

Mais 

o\- 

Oy 
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d'où 

On  n'a  besoin  dans  la  suite  que  de  celle  diflérence.  On  ohlient  alors 
pour  les  corrections  oX  et  oY  à  introduire 

âXe        oY,        8r.fr''  ,  ^,/  I  y.  a-        2  a'       ,  A    ,   , 

■^  J  '""  ^'o  '  V-'"'        21  /■-        9  /-  y 

(86')      ^  _£Xi  =  8:://''(o,-  p'rfa)  //.'f-;  +  ^ 'A  -  -  ^cos'sV 

On  aura 

ÔX  =:  ôXc-+- ôX,         et         0^' =  ô'^  fH- oV,, 

pour  la  correction  des  composantes  de  Fallraction.  En  inlégranl  par 

,,              .       oX        ôY  I         .     1  1 

parties  1  expression 7,  on  retrouve  les  résultats  obtenus  par 

M.  Callandrcau  par  la  méthode  classique.  Il  n'en  est  pas  de  luènic  en 
inlégranl  les  expressions  (8G)  et  (86')  séparées,  caria  délinilion  des 
éléments  intérieurs  et  extérieurs  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 
méthodes. 


.".  Inlroducllon  du  celle  correction  dans  la  formule  de  la  vilesse 
de  la  rulation.  —  Kn  tenant  compte  de  la  délornialion  des  surfaces 
ellipsoïdales,  on  a 

1  -H  /' 

a.- +  y^  =  {  r  H-  0/-)'=  r'-(-  2/'ô/-  =  a- ^r -77  -h  2a' y'/.'  siii'5cos-5. 

•^  I  T+-  A'  cos'9  ' 

L'équation  de  la  courbe  méridienne  devient  en  coordonnées  carté- 
siennes (gèoïde  théoi-ique) 

87)  •    —  + TT -■'-•/'■' -Vfr  =1. 

'  a^         h-  '      a-  b- 

Les  coefficients  directeurs  de  la  normale  sont 


—  (i  —  2 y/.'  sin-O).  j-À^  —  2"/À*cos-(/). 
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Leur  rapport  est  égal  à 

.r  b-  I  —  3-/?,*  sin^Q        .r  ,         ..  ,,    .      , 

y  a-  I  — 2yA*cos'5       y^  '  '  ' 

=  —  (  I  -I-  >.- 4-  27?.'  COS29). 

La  force  devant  être  normale  à  la  surface,  le  rapport  de  ses  compo- 
santes est  égal  au  rapport  des  coefficients  de  la  normale,  d'où  Ton  a 

Y  -t-  oY  -(-  (^-y        y  i 


X -(- ôX  j;   I -1- >.-+ 2y/>  ci)S2  9' 

, „„ ,  „  Y  I        X  . , X  ^       ÔX        âY 

(  88  )  '.)-  = 1 =-; 2  yA*  —  cos  2  5  H 

('        I  -f-  A-  ce  '      X  X         y 

Dans  le  terme  en  y'*,  on  prendra  simplement  —  =—  îr  ~./*D  en 
négligeant  A''. 

En  remplaçant  sin-0  dans  (79)  et  ces- 0  dans  (tSO)  et  (HG') 
par  COS26,  on  a 

/o   ^  3t.)-         /■'      ,  I -i- "A-  «'/',.,       3  „.       3.,        3,..,        3  .,\ 

\r.J        J      '       I  -t- A;   /■■'  \  .')  '  4  10       '^         28 '^   / 


,  1  -!-  A*  /. .,       3  ,  „      6  -  „  -, ,      6 , , 
p  'l zr.    Il  —  -l^—  -  Aj.  >.-  +  -  ).• 


J,    '"'  ■+>•;•  V"''       5"        à"'"'    '    7 

+*i  «■"'-•"'''«'■■''''(i-gj?) 

r  r  3  ,  . ,  _        2    r  '         ,   , ,  a"   , 

-t- COS25    V  A -h  2vA'D  —  -   /     — o'yA'  —  da 
1  4  3J^;         '    '      /■' 

On  peut  simplifier  cette  expression.  En  effet  l'équilibre  permanent 
étant  atteint  et  la  masse  tournant  tout  d'une  pièce,  l'expression  doit 
être  indépendante  de  0.  Le  coefficient  de  COS2O  égalé  à  zéro  donne 
donc  une  première  relation  qui  détermine  la  valeur  du  terme  de 
correction  y. 

En  multipliant  ce  coefficient  nul  de  COS2O  par  :J  et  le  retranchant  du 

Journ.  de  Afalh.  (6-  série),  lonie  VIU. —  Fasc.  IV,   1913.  ^- 
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reste  do  ri'(|ualion  (89),  on  obliendia,  après  avoir  in  tê_u;r(''  par  |iarlics 
les  deux  termes  contenant  yA'  sons  le  signe   1 

3ûr        /         6,,\    r''     ,a»i-i-A-/.,       3  o- .  A      , 

■-|(,-l«)(V„.=(,-h. 

On  voil  (|ui^  l'fMisemble  des  loi  nies  on  yA'  est  idonli(|n('  au  second 
membre  de  l'équation  de  Clairaut  (Sy),  où  X- serait  remplace  paryA'. 
\'A\  rc'présenlant  pour  simplifier  par  X-  sa  valeur  corrigée  X-  —  -^  yA', 
Técpialion  ci-dessus  pourra  s'écrire  on  négligeant  A'' 

3fo-        /'         6-,\    /■'      ,a^  i-i-/,';',  „       3«=.,\ 


l{,-i.t\iy. <-,'{. -h- 


Cette  équation  déterniiuo  la  \aleur  do  A- et  l'aplatissement  en  tenant 
compte  de  A*  et  du  terme  de  correction  y. 

i.  Equation  de  Clalraul-Iiadaii  eu  seconde  approjiniallun.  — 
V.n  divisant  par  \  —  -^  A,"  et  dérivant  |)ai'  rapporta  /',  on  a    - 

(91)  r^'t}\^    3  —  Y)  +  -r-}.-r/(2  +r,)    —  3  /     pr/n''(i  -h  },=  )/.- 4-  ■^—.  rl-i)  r=  o, 

(92)  D  =  ^-  j    p./«M'  +  /.')     (')• 

Imi  dérivant  de  nouveau,  posant  —  -j-  ^  I,  divLsant  par  /■'  I)'a%  on  a 


(5 


•0  — Ç)     3  —  T,    t-  —  >.-ri(9.  -i-  Yi)     —  i-u'  4-  —  X^[c>/-r/(i  -4-r,)  +  2r,=  -i-r,'] 
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P  <  .X 


—  3  y-  (  5  -4-  T,  -t-  5  /.=  -1-  2  À-  Y,  )  -t-     _        ( .")  rj  -(-  0-  -f-  rr, '  )  —  o. 

(')  Celle  expression  D  devrait  être  divisée  pnr  1  +  À,-,  pour  représenter  exac- 
temunl  la  densité  moyenne.  Mais  celte  forme  est  plus  avantageuse,  parce  que 
plus  simpliî  pour  les  calculs  [voir  Callandhkat,  p.  40). 
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Or  (<)'-i)  donne 
(92')      3p('i  +  ),2+  l>.=  r))  =3D-f-/-D',         3^  r=  (3 -;)(•-'.=  -  ^"/."-ri). 

Onlienl  compte  aussi  de  la  première  équation  de  Clairaut-Iladau  (48') 
pour  éliminer  rvi'  dans  les  termes  en  A-;  enfin  on  pose  — ^  =  o  et 
1  on  obtient  ré([uation  de  Clairaut-Radaii  en  A'' 

(93)  m'  H-  rr-h  an  —  2^(1  +  ri)  =  y; 

(94)  Z=  ^??("  -t--0)  +  ^A-r(5-f-4-r;  -H  2-o')  -+-  ^/.-"OCy  +r,). 

Le  terme  de  correction  en  X-  est  toujours  positif  et  toujours 
croissant  avec  o,  '(,  y],  ">-'  du  centre  à  la  surface  où  sa  valeur  est 
maximum  (  '). 

(,]e  terme  en  \-  étant  très  petit  ne  modifie  pas  la  discussion  de  i'écpia- 
tion  sans  second  memi)re.  En  ell'et,  on  a  d'abord  pour  y]  =  o 


iri   =r  2  Ç  (   I  -H  -  o  H A-     .  T;   =  —  2 

>  2  1         / 


3  '        21      7  D 


Y)'  est  positif  an  centre  et  yj  y  est  nul  et  croissant.  Or  vj  ne  peut  pas 
ensuite  devenir  négatif,  car  on  a  toujours  •/]'  positif  et  y]  croissant 
(juand  Y]  =  o.  On  a  donc,  comme  en  première  approximation, 

0  >  11.  y7  -T7  >  o,  rfA->o  (  A-  et  (?  oïdissanU). 

Y]  croissant  ne  peut  décroître  qu'en  passant  par  un  maximum  qui 
exige  r{'  <;  o  et  •/)'  =  o.  En  dérivant  (gS)  et  faisant  y)'=  o  et  A-  =  2.e 

(')  M.  Callandreau  avait  laissé  au  terme  de  correclion  une  forme  beaucoup 
|)lus  compliquée.  G.  H.  Darwin,  en  reprenant  les  mêmes  calculs  avec  une  nota- 
lion  un  peu  diflérenle  [  The  figure  of  the  eartli  carried  lo  Ihe  second  order 
nf  srnall  quantitics  {Monlhly  Notices  of  li.  A.  S.,  1899,  p.  98)],  lui  donne  une 
forme  d'apparence  plus  simple  (|ue(y4),  mais  sans  pouvoir  démontrer  que  celle 
expression  est  toujours  positive  ou  toujours  croissante.  Il  fait  remarquer  au 
même  endroit  que  M.  Helmerl  émet  des  doutes  sur  la  jjénéralité  de  la  ])reuve 
des  limites  de  ï).  Cette  preuve  est  étendue  ici  à  la  seconde  approximation  et,  je 
crois,  aussi  rigoureuse  que  celle  donnée  en  première  approximation,  (^liap.  III, 
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dans  y,  on  a 

rri"  —  iK'{i+-n)-i--/'. 

1        ,        ,                         8  .       ,  A 

•/  =  -ji?;  -H  9  ,)(•  +"'.)  H (e'Ç  -i-er)(J  4-  Vo  -!-  2rr).-f--e'-o(7-+-  -o). 
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Or  on  a  i'>-o  et  f'^-o.  Si  de  plus  Ç'^o,  on  a  aussi  y'^o  el 
v)">  o,  par  conséquent  y]  n'aura  pas  de  maximum  et  restera  croissant 
dans  les  mêmes  conditions  qu'en  première  approximation. 

D'autre  part,  en  intéi^rant  par  parties  i'intéf^rale  de  (()i  )  cl  en  sini- 
plilianl,  on  poui'ra  encore  l'écrire  sous  une  forme  anaio<i;ue  à  (47) 

I  Ç  —  ■r,)r')rD=3  /     —  p'a-(i  + /.-)  >,V/«  +  -r'),'  DrAt  —  ^ n 

Dans  le  second  mendjrc,  le  terme  «le  cori-eclion  en  /.'  ne  jieut  pas 
clianj^er  le  signe  du  premier  terme  en  X-,  d'où  l'on  a  O 'l-  D'autre 
part,  d'a])rès  (<)'>■'),  C<C3.  On  a  donc  encore  ici,  comme  en  première 
approximalion,  la  formule  fondamentale 

o  <  rj  <  ;  <  3. 

iîn  donnant  à  !^  sa  valeur  aux  deux  limites,  -i]  et  !3,  on  voit  que  le 
champ  de  variation  de  rq'  —  y  en  seconde  approximalion  est  le  même 
ipie  celui  de  rr(  en  jiremière  approximalion 

(Jn  auiait  la  même  discussion  et  les  mêmes  conclusions. 

I']n  troisième  et  quatrième  approximation  les  termes  de  correction 
seraient  encore  plus  petits.  La  démonstration  subsiste,  elle  est 
générale. 

o.  Elude  de  l'équation  définissant  la  défornnttion.  —  Le 
coefdcienl  de  COS2O  éiialé  à  o  donne  la  relation 


0'  da 


V^- 


(gà)      _A  +  3y/,M)-  i  -^   ^     ^p'yl-.a-da—^r-  j     (p 

(  )n  divise  par  /-'  et  l'on  déi'ive  pai'  rap[jorl  à  /■,  on  a 
(9'^')     T-'-^C'-A'— •.'..\)-l-2/-"(3p  — r)r))y/.*4-2/-''D(y/')'-t-(i  /     —  0' y}} a' (ta  —  o. 
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On  dérive  de  non vctTU,  en  Icnaut  coniplc  de  "CD  =  — 7-0'  =  ')(  I)  —  c) 

a  r'D(y}:'y  -+-  1 2 p (y5.*)'+  4  (3 p  -  10  D)-//>  +  j  r(SX'+  rX")  _  i^  (;  A  +  /■  A'  )  =  o. 

Les  deux  derniers  tenues  ont  déjà  été  calculés  :  (iSi),(82).  On  a  enfin 
(96)  /-'(■/>.')"+  2/(3  -  -)  (yX-)'-  2(7  -+-  X)  7>.- 

+  -/.'  I  r(4  -H  6vj  +  3r,-)  —  2ri(3r,  +  7)  ;  —  o. 

Au  centre  /•  =  o,  les  deux  derniers  termes  de  (95)  sont  nuls,  car 

da 


pi  —  =?i—  =0         ei 
a-  rj 

il  reste 


^X 


'  8  D 

yA'  est  donc  nul  au  centre  avec  A,  et  du  uiême  ordre  de  petitesse  que 
A.  Il  est  ensuite  négatif.  Il  commence  donc  par  décroître.  Il  ne  peut 
cesser  de  décroître  qu'en  passant  par  un  minimum,  c'est-à- 
dire  (Y//)'=o  et  (y"A'/'>o.  Il  restera  toujours  décroissant 
si(Yl')">  o,  c'est-à-dire 

(97)  Ç(4  +6r,  +  3y)-)—  2Yi(5r,  -+-7)  — 8(7H-Ç)y  >o. 

Expression  analogue  à  (83)  qui  détermine  la  variation  de  A. 
Du   moins  y   restera    toujours  négatif.    En   eiTet  supposons  qu'il 
devienne  positif  et  soit  r'y;.  la  valeur  maximum  et  positive  de /-'y.  On 

multiplie  (f)j)  par  .-^^  on  a 

3    /•  "^     r'  >'    «^  2      /"'  À'     /•' 

Or  /v-  croit.  De  o  à  /■  on  a  .—  <[  1 ,  donc  —  yc/  '  ■<  /•'  y^. 

—  décroît.  De  /•  à  i  on  a  —  r-r  •<  i,  donc— :  —  vr/'  ^''''V-  *  '"  obtient 

I     —  0' ^  —-/«■•  rfa  </•'■/,  (1)  —  g)    et      /     (p, —  0' da)-r  =-rya^  da  <  i''y,p- 
J  '    a'  /•'  '  '  '  J  "    '•/• 
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FjV'ijualion  (95)  dcviciulra  alors 
(98)  T  ^A-+- 2/'y^D—  |/'y,.D<o.  ^  ^A-l-  l/'y,.D<0. 

(]e  (|tn  est  impossible,  les  deux  t(Mriies  étant  positifs.  Donc  y  reste 
toujours  néj^atif,  doù  le  ihéorcmo  dû  à  M.  Callandrcau  : 

Dans  un  jlidde  hétérogène  en  équilibre  permanent,  animé  d'une 
rotation  lente,  toutes  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes 
déprimés  entre  le  pôle  et  l'équaleur. 

On  peut  obtenir  plusieurs  limites  de  y.  On  a  d'abord  dans  (95), 
y  élanl  toujours  négatif, 

3  ,  - ,  r.  3    A 

^A  +  .y/..D<o,  _y>-_. 

De  plus  à  la  surface  en  divisant  par  Da',  on  aura 

8Dl^^H'"3ïï;j  =  3lT;j„    -P^7-'^/-<o. 

Si  de  plus  —  yA'a',  ou  à  ])lus  forte  raison  si  — y^/'  est  toujours 
croissant,  ce  qu'on  peut  admettre,  ce  (|ui  a  lieu  |)rali(piemenl  avec 
les  différentes  lois  de  densité,  comme  ou  le  verra  plus  loin,  on  a 

Ces  deux  relations  donnent  à  la  surface  la  double  iné<jalité 
,      .  6       9     A  9     A 

\\\\  tenant  compte  de  la  limite  déjà  trouvée  pour  A  (8/(),  on  a 

(roo)  — V  < -^-/-/(a -t-ri)\/i -+--fl- 

Cette  formule  donne  pour  la  Terre  une  dépression  maximum 
de  [o"',ioà /|5".  Nous  verrous  au  Cliapilrc  VII  les  limites  prati(jues  plus 
étroites  données  par  la  formule  (99);  r",2G  <;  ^r  ■<^  V"/-7- 
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Pour  Jupiter  el  SaUinie  yj,  =^  i,t)4o  et  i  ,586,  la  dépression  attein- 
drait au  iiiaxiuuiin  i.S'i''"'  et  SSs'^'",  ce  qui  ferait  seulement  -p^,  et  ttjVt, 
ilu  rayon  et  le  rrr:;  el  pr-;  t'e  l'a|>latissenient. 

(î.  application  au  problème  de  M.  Poincaré,  en  tenant  compte 
(le  X'  cl  de  la  défoi-mation.  —  L'équation  complète  (90)  devient  à  la 
surface 

(■o.)      ||i(.  +  /.n-(.--^?.;)ÂîD,-|(.-^>.;)j''pr/aH,.->.=  ,/A 

Nous  transformerons  d'abord  oj-  en  ^  (j^ étant  pris  positivement) 

9  =  T^ '—:r-  =  -^\^  +  ^r '  "OU  -^  =  0(1 — c?). 

'         1  • — -  (1)-  >'  1     \^  1  /  I 

Pour  un  ellipsoïde  homogène  de  révolution,  on  a  à  l'équateur 

Y                 .    1  +  },=  /       ,        ,           /      \ 
—  =:  —  1-  to  — ; arc  tan  s  f 7- 

/  •'■/.■'    V  '  +  /-/ 

On  obtiendra  pour  l'ellipsoïde  hétérogène,  par  la  méthode  ordinaire 
et  en  tenant  compte  de  la  première  approximation  (04)  dans  le  terme 
en  X'-, 

et 

_{,  +  a;  )  = -y^  (  1 -H  a;  )  (^i  -  î.j  -  ^  j  D,  =  oD,  (  .  - -^j. 

en  poitant  cette  expression  dans  (101),  on  a 
(10-2)  (X5  — o)D,+  3cp(^  —  ^>.;  JD,=  r-  ^    p  f/rt-'(i  +  >■')/■'• 

il  faut  ensuite  exprimer  l'intégrale  de  (  loi)  en  fonction  de  ,1  cl  de 
l'équation  de  Clairaut-Hadau,  pour  obtenir  l'équalion  de  condition. 
Nous  suivrons  la  même  marche  qu'au  Chapitre  IV,  en  première 
appi'oximation. 
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On  a  en  gém-ral  pour  la  somme  des  trois  inomoiits  rrincrlie  suivant 
trois  axes  rectangulaires  (  ici  C  =  B)  et  pour  A 

A  +  2  H  ■=  ^   f  Cp  dr-  dix .  \=^ffp{'-iJ-')  (^'"'  'H^- 

Or  ici  /•'  est  remplacé  par  (/■  +  o/-)^=  r""  -+-  5/-'o/-  +  ...  ''t  pour  la 
couche  de  correction  seule  par 

5/'  or  =r  br'yV'  (  i  —  p.')  fi-, 
il  vient 

(io3)  ô(A  — B)  =  7t/     pdr'yl-  (  i  —  3  ;/,-)(  i  —  (^- )/;.*- o'fx 

= prir'yt.-. 

7  '•■>  .'„ 

Or  d'après  (<î  >') 

A  — B  =  i^  /     oda^{\-\-V-)V. 

Ou  voit  que  celte  formule  coulieudra  li'  terme  de  correction  précé- 
dent en  Y^'  dans  (io'3),  en  donuanl  à  A-  la  valeur  A'-  —  '-  yA',  comme 
dans  l'équation  complète  (fjoj. 

Inéquation  (  (J"))  donnera  alors  (  '  ) 

(  I o'i  )  j     p  drr  (  I  +  ).-  )  /.-  =  :>.  J  /     p  d(f'  (1  -t-  2 >,=  ) • 

Or  on  a  identiquement,  d'après  la  valeur  de  D  (f)'-i), 

(  )n  eu  déduit  à  la  surface 
(loô)     3/     pf/«''(i -+- 2X-)  =:5D  —  2  /     \)da''—.>.l     pa''dl--h.y  I     pda'O'. 

(  '  )  Les  équations  (102)  61(104)  l'em  placent  (6/))  et  (66)  de  première  appioxiina- 
lioii,  qui  donnaient  e,  et  Cj. 
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On  remplace  le  dernier  terme  en  \-  par  sa  valeur  (G4).  On  représente 
par  Q^'i])  la  valeur  moyenne  de  X-y],  d'où 

/     pa'dl-zrr.  I    oa''- — (/a  =  -{l-ri)l    o  c/a' =  ^(>l*y))  (>.-— o) -r- 

Ces  différentes  valeurs   (io5),   (io/|),   (102)  portées  dans  (loi) 
donnent 

+  -^(/.-=r,){),'-o)-2j(/.'-9). 
L'identité 
/fie'\  /   5   / — ; — n  V         3/-'D   /  rr/        n- n  rD'\ 

/•D' 
en  tenant  compte  de  'Ç  = p-  et  de  l'équation  de  Clairaut-Uadau 

complète  (gS)  donnera,  en  intégrant  de  o  à  /•,  ^  i , 

I  I      ,  r 

^1  '  H-  -  rj -rr^ •/  i 

D,v/i  +  r;,=  /     ^ — ^^^ L^Dd'fl^  =  (K4-ÔK)  /    Dda^; 

K  est  la  même  fonction  de  MM.  Radau  et  Poincaré  qu'en  première 
approximation;    SK  := — —   of^i    son    accroissement.   Désormais 

K,  y  et  •/)  dcsigneronl  les  valeurs  moyennes  définies  par  Féquaiion  ci- 
dessus. 

Or  Y^  étant  une  expression  en  X-  et  K  étant  égal  à  i  dans  les  termes 
du  second  ordre,  on  aura 


On  porte  cette  valeur  dans  (106),  on  remarque 


en  vertu  de  la  première  approximation  (70  h  On  obtient  finalement  en 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  loine  MU.  —  lusc.  IV,  i()i?.  ^J 
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négligeant  X" 

(.07)  ),^|jV^^,j  +  ,  +  ,. 

E  =z  ij  àK^/7+^,-h  2r-(  J  -+-  -  o)  -  2J  o  —  ^  —X(r-ri)  (l''-  o). 
D  *  \         y  ^  J  1         la 

C'est  l'équation  de  condition  correspondant  à  (70),  en  première 
approximation  et  que  doit  vérifier  A-,  (£  terme  de  correction). 

7.  Calculs  numériques  el  résultats.  —  Il  faut  dabord  calculer  la 
nouvelle  expression  de  y],  en  tenant  compte  de  A'.  On  procède  comme 
en  première  approximation. 

En  éliminant  l'intégrale  de  (102)  au  moyen  de  (91),  et  en  tenant 
compte  dans  le  ternie  de  correction  de  la  valeur  de  r^,  en  première 
approximation,  on  a  facilement 

,0,  .,0  9  5  5o  o/6q.\ 

(108)  r,|  =  o^  —  2  +  -o  H JOTi^—-  -  ~n 7-     —  —  oy),    , 

i.\  7  ■         14  ■    '       2  e  i4  V  2  7' 

7],  est  diminué  d'environ 

9(2.5  —  o, i)  =  2, !\  9. 

Nous  désignerons  désormais  par  yj,  la  valeur  principale  calculée  en 
première  approximation.  Il  faudra  donc  dans  (107)  remplacer  y],  par 
la  valeur  voisine  r^^  -+-  f/v],  ou  remplacer 

/ ' I       '/l'a  / ?         '        /6q       ,.     \ 

\h  +  M  par         V'  +  '^^.  +  -^^=  =  \/ï-+-iry,-r^^=^(^-5r),). 

D'autre  pari  X-  est  mis  pour  /.-  —  £  y''^*  et  l'on  a  A'-  =  2^  +  3^- 

7 
Remplaçons    dans  (107),    A-    par    cette    valeur.    Alors    c    sera    mis 

pour  e  —  ^  ye*  et  -  pour  -■  4-  z  y  et  l'on  aura 


.0  k  2         -        20     '-^/n-r, 

OÙ  ^   est  l'ensemble  des    termes    de    correction    indépendants   des 


(109)     e+^J^—n =J  +  i-  +  i,-h^ix'-^=^--pr(en){2e-o), 
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limites  K,  et  K,„  de  K. 

/,       3    \         I        Jo      /69       .     \       3   .      ,         3    , 

V        7/70  v^TT^  V  2  J      1  ^      4  ■ 

Or  en  négligeant  les  ternies  du  troisième  ordre,  le  maximum  de  K 
a  lieu  pour  v)  =  0  comme  en  première  approximation.  D'autre  part 
l'indéterminée  {e-q)  doit  être  prise  minimum  (<?•/])  =  o,  pour  avoir  la 
limite  la  plus  basse.  L'équation  qui  donne  une  des  limites  de  e 
pour  K  =  K„,  devient 


'/'H-fli  _  I   ,?,■-,_  V^3 


■i    r  V   '  -T~    '  1  r  V  -r  V  >^   I  / 

(109)  e^-^i'L^ L=J-H^+f+  |_J./„,y/n-r,„ 

■/,„  est  la  valeur  de  /  où  l'on  a  fait  -t]  =  -,  et  'Ç  =  l,;  e  =  f?,  ;   valeurs 
maximums. 

Pour  la  seconde  limite  y]  =  •/),  il  faut  remplacer  j^  par  j- -^^d'flt 

et  donner  à  (et])  sa  valeur  maximum  calculée  pour  Tj  =  tj,.  On  a  alors 


ou 


e-h-ri^^-r ^  — J+  -  +  t-^-£,- 
5          K,  2        ■ 

I    ,  /i         3-Ç,       ,  J9   Yii(3ri,-i)/69 

■'       20    ''-'        i5-o,+  3  — ç,  700       rji-Hi        \2 

On  remarque  tout  d'abord  que  e' =  o,ooooooo38  pour  -  =297. 
On  voit  de  plus  par  les  calculs  numériques  que  la  huitième  décimale 
n'influe  que  sur  les  0,001  de  l'inverse  de  l'aplatissement.  En  négli- 
geant e='  ou  A»  on  obtiendra  donc  les  résultats  avec  cinq  chinVcs  exacts 
au  moins. 

On  trouve  .1  +  2  =  0,00500919  puis  ;=  — 0,000012  20,  valeur 
constante  dans  l'intervalle  considéré.  Pour  le  second  cas  où  -q  —  'q, 
et  'C  —  'Ç,  constants,  les  calculs  se  font  complètement  sans  indé- 
termination et  ^,  =  0,00000204.  En  calculant  une  série  de  valeurs  du 
premier  membre  de  109'  on  trouve  comme  solution  dans  ce 
cas  -  =  297,428.  On  a  donc  -  <  297,  )o4  en  augmentant  -  de  — ;•  y, 

calculé  d'après  (100). 

En  désignant  par  ;„,  la  valeur  du  second  terme  de  correclion  de  (109')  ' 
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et  calculant  sa  valeur  pour  différentes  valeurs  de  p,  (on  a  pris  comme 
unité  la  liuitième  décimale),  on  obtient  comme  solutions  les  valeurs 
inscrites  ci-dessous  : 


■^  I  " 

•>.  ,  •}. 

2,4 

2,6 

o,ooooo465 

i42 

4.9 

397 

196,732 

296,766 

296,800 

296,833 

2,0  ,5,0 

374  352 

296,866     396,898 

On  a  donc  finalement  pour  limites  extrêmes  des  valeurs  ([ui  satisfont 
à  l'attraction  et  à  la  procession,  en  tenant  compte  de  e-, 

296,-32  <-<  297. 5o4  ou  -  =  297, 12  ±  o,38. 

Les  valeurs  sont  presque  les  mêmes  qu'en  première  approximation. 
Les  limites  sont  seulement  deux  fois  plus  étendues.  Mais  alors  la  pré- 
cision n'était  qu'apparente,  ici  elle  est  moindre  mais  réelle. 

Telles  sont  les  limites  où  est  renfermée  à  quelques  dixièmes  près  la 
seule  valeur  possible  de  l'aplatissement  qui  puisse  satisfaire  à  la  fois 
aux  conditions  de  la  précession  et  à  celles  de  l'attraction,  dans  l'hypo- 
thèse d'une  Terre  dont  les  parties  posséderaient  assez  de  jeu  pour 
obéir  aux  différentes  forces  perturbatrices  extérieures,  comme 
l'établissent  les  expériences  de  Potsdam,  et  dont  les  surfaces  de  niveau 
auraient  la  même  vitesse  de  rotation,  ce  qui  n'est  malheureusement 
établi  par  aucune  expérience  ni  aucune  démonstration  a  priori. 

Si  l'inverse  de  l'aplalisseraent  s'éloigne  tant  soit  peu  en  plus  ou  en 
moins  de  ces  limites  étroites,  comme  par  exemple  pour  les 
nombres  292  ou  298,  il  faudra  recourir  à  d'autres  hypothèses,  étude 
qui  forme  l'objet  du  (Chapitre  suivant. 

Remarque.  —  Dans  la  formule  (1O9)  les  quatre  premiers  termes 
sont  idenli(juement  les  mêmes  qu'en  première  approximation.  Les  trois 
autres  sont  des  termes  de  correction  :  \  a  une  valeur  parfaitement 
déterminée;  la  valeur  des  doux  autres  y^  et  (t'ï))  est  définie  })ar  les 
relations  de  la  page  83.  Si  l'on  y  porte  les  valeurs  obtenues  en  première 
approximation  pour  p  ot  e,  avec  la  loi  de  Lipschitz,  les  solutions  des 
calculs  numériques  (Chap.  IV,  §  i)  deviennent, pour  //  —  ->  i,  2,  3, 

-  =  297,213        297,179        297,183        297,207. 
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G.  H.  Darwin  (Ouvrage  cité,  p.  irç^),  au  moyen  de  la  formule  de 
Roche,  n  =  i,  et  en  tenant  compte  aussi  de  e-,  avait  trouvé  290,4. 
Ce  nombre  est  un  peu  faible. 

Wiechert,  avec  une  hypothèse  plus  simple  d'un  noyau  et  d'une 
écorce,  trouve  297,3. 

8.  Calculde g  en  seconde  approxiniulion.  en  lenanl  comptede'k* .  — 
J'ai  négligé  ici  la  déformation  de  l'ellipsoïde  et  par  consc<pient  les 
termes  en  yA'  qui  sont  pres<pie  de  l'ordre  de  c''  (').  On  a  alors  les 
mêmes  formules  (73)  et  (74)  établies  en  première  approximation  avec 
la  condition  (4).  La  valeur  de  /-  d'après  (78')  donne 


X^4 
X       3 


71/  r   pda^{\  ->rl})\i-  Ip--^  zP''-  ^(/.'-P')sin'!9 


+  -(>.?,  +  ).;.  (3=- 2|3*)sin' 


}.,'— io>.?,3-+93i)sin>9J. 


La  valeur  des  termes  en  ^■-  est  donnée  par  (lo-i),  celle  des  termes 
en  ^'  par (80)  en  fonction  de  A,.  On  obtient 


2.5  9'       2(3  9       5       3  A 
!\    e-        7    e       2       D,e- 


,1  i-(e--o  \i,in-OA-eH  ^  X_  +  r:  X  _  r  _  .x:^  )  sin'-( 


e         4    D,e-/  J 

-M  r  "  /,       8  9        3  9'-        3     A,    \] 

00=/—    I  —  2e+9  4-eM4 -h;-*-"  R^ï     ■ 

°        •'  a-  L  \         7  e        2  e^        7  D,e'/J 

Mais  en   appelant  /  la    laliliuli'   gé()graphif[ue   déterminée   par    la 
verticale,  on  aura  d'a[ii'ès  ['('([nation  de  la  normale  à  rellijisoïde 

tang  /  :^-  —  — -  =  (  I  +  /,=  )  col  0, 
y  a- 

d'où 

sin-5  =r  (i  +  \-  sin-/  4-.  .  .)  cos'-/. 


(')  L'indéleriiiiiialioii  iiilroddilc  esl  <o,o6  et  praliiiiieiiieiil  t^gale  à  o,o3  sur 
l'inverse  (le  l'aplatissement. 
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La  valeur  de  g  pourra  alors  s'écrire 


F  = 


?  =  go\  I— ^(9  — e-fxeî)cosV|. 
-,   e        1        D,e-/       V  8    De=        2 


—    cos-t. 
e) 


En  faisant  A,  =  o,  on  a  pour  i  :  e  =  292  et  i  :  e  =  297. 

p.  =  4î6o5  —  i,o3ic()s-/        et         [ji  =  4i8o7  —  i.o-jôcos^l. 
En  donnant  à  A,  sa  valeur  niaxirnuni  d'après  (H  j),  on  a 

pL  =  i,|944 -l-i,963cos2/        et         fx  =  i, 834  +  3,268  cos'/. 

Les  deux  termes  de  [x  auront  des  valeurs  comprises  entre  ces  valeurs 
extrêmes,  suivant  la  valeur  réelle  de  A,.  On  peut  remarquer  du  moins 
([ue  [X  reste  compris  entre  2  et  5. 

Les  calculs  numériques  du  (]liapitre  VU,  paragraphe  10,  montrent 
comment  varie  A,  avec  la  loi  des  densités.  Si  Ton  fait  p,  =  2,6  dans 
la   formule  de   Roche,   ou   p,  =  2,7r)    avec  /«  =  i ,   on   obtient,  pour 

(  3,633  -1-0,062  cos'/<  fjL  <  3,835  -i-  0,018  cos^/, 
(  3,6o3  -H  0,096  cos'Z  <  (/  <  3,8o5  -f-  o,o52  ces'/. 

Le  terme  en  cos"/  est  très  petit,  lien  résulte  donc  que  pratl(iufi)i(>iit 
pour  la  Terre,  si  la  loi  des  densités  est  voisine  de  celle  de  lîochc,  [x  doit 
être  à  peu  près  indépendant  de  cos'  /  et  ^  de  cos'  /. 

M.  Ilclmerl  avait  donné,  dans  Hohere  Geodàsœ  (l.  11,  p.  77),  la 
formule  de  g  en  seconde  approximation.  En  l'applifjuant  aux  expé- 
riences sur  le  pendule,  il  trouve  i  :e=  298,3,  nombre  un  peu  fort, 
cl,  en  outre,  il  constate  que  le  terme  en  cos'/  doit  être  fait  praliipie- 
menl  nul.  Il  en  avait  conclu  comme  explication,  au  grand  scandale 
de  Cl.  H.  Darwin  (Ouvrage  cité,  p.  82),  que  rellipsoïdc  devait  être 
renllè  et  non  déprimé  vers  45°.  Les  calculs  numériques  indicpiés 
ci-dessus  montrent  comment  la  loi  des  densités  permet  d'expliquer 
ce  fait.  En  même  temps  ils  légitiment  ///('■()riqia'//wn/  la  formule 
expérimentale  simplifiée  de  M.  Ilclmerl. 
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Si  l'on  compare  la  formule  de  "•  ci-dessus  avec  celle  de  première 
approximation  (^^^^zo),  on  voit  qu'en  réalité  cette  dernière  formule 
donnait,  non  pas  e,  mais  e(i  +  (i.e),  de  sorte  qu'on  obtenait 

=:— (i  —  fjLe)  =: ,u  au  lieu  de  -• 


e(i  -h  [xe) 


Il  faudrait  donc  augmenter  de  3,6  à  3,8,  d'après  (a),  l'inverse  de 
raplatissement  obtenu  par  l'ancienne  formule  de  Clairaut.  Le  chiffre 
de  Faye  deviendrait  296,7  et  rentrerait  ainsi  dans  les  limites  déter- 
minées plus  haut.  Dans  le  cas  du  pendule  la  correction  introduite  par 
les  termes  du  second  ordre  est  donc  considérable,  près  de  4  unités. 


CHAPITRE   VI. 

HYPOTHÈSES    AUTRES    QUE    CELLE    DE    CLAIRAUT. 
TERRE  SOLIDE  ET  VITESSE  INTERNE  VARIABLE. 


On  peut  faire  à  propos  de  la  Terre  d'autres  hypothèses  que  celle 
de  Clairaut  et  se  poser  pour  chacune  d'elles  le  même  problème  que  pré- 
cédemment :  quel  est  l'aplatissement  qui  concilie  à  la  fois  les  données 
de  la  précession  et  celles  de  l'attraction.  Nous  nous  en  tiendrons  à 
la  première  approximation  en  négligeant  A*  ou  e^.  On  peut  conclure, 
d'après  l'étude  du  Cliapitre  précédent,  quela  vraie  valeur  n'en  différera 
que  de  quelques  dixièmes. 

1.  Terre  solide  et  solidifiée  à  l'état  de  vitesse  uniforme.  —  Si 
la  vitesse  et  par  conséquent  la  valeur  de  o,  au  moment  de  la  solidifi- 
cation, était  la  même  que  la  vitesse  superficielle  actuelle,  la  même 

équation  de  condition  (70)  donnerait  la  même  valeur  -  =  297,  en 

négligeant  les  dixièmes. 

Si  la  vitesse  n'était  pas  la  même,  celte  équation  de  condition 
s'appliquerait  encore  au  moment  de  la  solidification  en  donnant 
à  CD,  «p.  Y]  leurs  valeurs  à  ce  moment-là.  La  valeur  de  J  n'a  pas  changé. 
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Or  nous  avons  trouvé  (72) 

cl--=.o,'id—         ou  il-^^bd-. 


La  valeur  de  p  solution  de  (70)  varie  dans  le  même  sens  que  o  et 
que  co",  mais  moins  vite  (:">  fois  moins).  Si  donc  la  vitesse  de  rotation 
était  plus  grande  au  moment  de  la  solidification  il  en  était  de  même 

de  9  et  de  c  solution  ;  -  était  plus  petit. 

Pour  que  la  solution  -  =  297  descende  à  292  par  exemple  (chill're 
de  Clarke  et  deFaye),  il  aurait  rallii  que  la  valeur  de  -  fût  de  2.5  unités 

plus  petite  ou  2G3,3.  Avec  le  chiflVe  de  Helmert  :  298,  elle  aurait  dû 
être  de  5  unités  plus  grande  :  •.i<^'i,?>. 

Va\  prenant  la  formule  (70),  où  l'on  fait  K=  i  pour  simplifier,  on 
obtient  des  valeurs  plus  exactes,  l'.llessont  consignées  dans  le  Tableau 
suivant  où  l'on  a  mis  aussi  les  rapports  de  cp  et  de  co-  au  moment  de  la 
solidification  avec  leurs  valeurs  actuelles  : 

297  298 

288  293 

1,000  0,984 

1 ,000  0,992 

Pour  réaliser  en  vitesse  uniforme  un  aplatissement  superficiel  de  — 

'  1  292 

satisfaisant  à  la  précession,  il  aurait  fallu  que  la  vitesse  au  moment  de 

la  solidification  fût  o,o4i    plus   grande  que  la   vitesse   actuelle.  Le 

jour  aurait  dû  être  moins  long  (ju'acLuellement  de  57'"  environ.  Pour 

réaliser  un  aplatissement  de  — -;  il  aurait  fallu  (lue  la  vitesse  fût  0,008 

plus    piMiti'   (|u  acluellcmcnl.   Le    jour  aurait  é-li''    [)lus    long    de    1  i'" 
environ. 

Comme  cause  explicative  du  retard  dans  le  juemier  cas,  de  laccé- 
léi'ation  dans  le  second,  on  auiail  l'action  des  marées  et  la  concentration 
due  au  refroidissement. 


292 

293 

294 

29.5 

29G 

266 

270 

^.74 

278 

283 

,084 

1,068 

1  ,o52 

i,o37 

1 ,02: 

,041 

i,o33 

1  ,026 

1,019 

1 ,01 

ROTATION     I)^     1. 'ellipsoïde     HÉTÉROGÈNE.  l\1  \ 

2.  Terre  solule  mais  solidifiée  progressivement  m'cc  vitesse 
variable,  la  vitesse  superficielle  restant  la  même.  —  A  la  surfîice 
les  équations  en  cp  el  J  sont  toujours  applicables,  car  (6'|)  et  ((>()) 
no  supposent  pas  la  vitesse  constante.  Mais  pour  établir  ré(|uation 
de  condition  entre  les  deux  au  moyen  de  (69),  il  faut  dans  ((38)  intro- 
duire l'équation  de  Glairaut-Uadau  reliant  r;  et  '(  dans  le  cas  de  (o 
variable,  équation  (48),  dont  nous  désignerons  le  second  uicuibre 
par  (7. 

iMualemeut  l'équation  de  condition  (70)  est  transformée  en  la 
suivante 

109"  e+^J ï —  .J-H-, 

5     ,.  I  (17)  2 


v'-f-(-i) 


où  (ct)  et  (y)  )  sont  les  valeurs  moyennes  analoijuesà  celles  de  K  ely,  et 
définies  [)ar  les  relations 

3      /■^(o)■-)"+ 6 /•((,)=)' 


\J^  +  {-r,) 


Voici  les  valeurs  qu'il  faut  donner  à  a  pour  concilier  diirércntes 
valeurs  de  l'aplatissement  avec  les  valeurs  actuelles  de  -  =  288,38  el 

de  -r  =  3()5,3i  : 

-  =       292  293  2-91  395  296  ■>.()■]         298 

=      0,2')         0,19        0,1. '1         0,10        0,06        0,01     — o,o3 


v/i  +  V 

(iCttc  valeur  moyenne  de  c  pourrait  être  réalisée  par  une  infinité  de 
loisdifiërentes  de  oj-,  (pu  reste  indéterminée.  Faisons  (co'-)"=  consl.  ou 

W'  =  w;;(i  ^  y/"),  d'où  (co-)"=  2703,^=  ^, 

(110)  a=^- — 7  — ^ -r,         el        '7<i_',-— ^, 

car,  d'après  ("io),  yp-  cl  pai'  conséquent  <7  sont  toujours  croissants,  ce 
qui  fournit  la  limite  supérieure  indi(juée. 

Jotirn.  lie  Math.   (  ()•  série),   toirie  VUl.   —   Kasc.   IV,    iç|ii.  ^4 
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Of  la  valeur  do  c  croil  à  incsiiic  (luc  -  clesotMid    au-dessous   de   la 

'        (' 

vaLeiir -JDj,  d'après   le   Tahlean    ri-dessiis;  il  en    sera  de   luèiiie  de  y 

d'après  (  I  lo). 

JMi  rèsuiiii',   si   la   "Ferre   s'esl  solidiliée    avee  -  <^  •>()~    el    la    iiièiue 

vitesse  de  rotation  superficielle,  la  vitesse  ne  pouvait  pas  être  [)artout 
la  même  au  moment  de  la  solidification  et  la  loi  des  aplatissements 
inléi-ieurs  correspiindrail  à  une  loi  de  vitesses  croissantes  du  centre  à 

la  surface  et  d'autant  plus  (|ue  -  s'éloignera  davantage  de  297. 

Oi' les  aplatissements  suivent  les  mêmes  lois  que  les  vitesses.  TIs 
déerolti'ont  de  la  surface  au  centre  plus  vile  (|ue  si  la  solidilicalion 
avait  eu  lieu  en  vitesse  uniforme. 

C'est  ce  (pii  ressort  avec  évidence  (raillcuis  de  la  formule  géné- 
rale (G'i  )  (jui  flonne  c 

,.\  .1 

/     p  drr' e  "^  J  /     p  'In" ■ 

La  \aleur  moyenne  de  c  donnée  par  celte  foririule  esl  el  reste  égale 


/y  297 


à  J.  Cela  a  lieu  pour  les  aplatissements  résultant  d'um?  \  ilesse  conslanle 

si  -  =  29-1.  Si  l'aplatissement  est  jilus  gi-and  à  la  surface,  il  faut   non 

seulement  (|u'ils  diminuent  à    f  inti'rieui'  plus   vile   (pie  ne  l'exigerait 
une  vitesse  constante,  mais  encore  (pi'ils  deviennent  plus  petits  que 

c<Mi\  qui  correspondent  à  -  ;=  297  eu  \  itesse'constante  (//if.  12). 

<  >u  xer'ra  au  ('.liaïutre  suivant  les  l't'sullals  des   calculs   iium(''ri(|ues. 
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Pour  o\[)li(|iier  celle  rc|)iirlitioii  des  aplallsseinenls,  il  faudrait  sup- 
poser que  la  solidificalion  s'est  faite  progressivement  du  centre  à  la 
surface,  en  même  temps  que  la  vitesse,  d'abord  jilus  faible  que  la 
vitesse  actuelle,  allait  elle-même  en  s'accéléranl  jusqu'à  la  valeur 
définitive.  L'accélération  de  vitesse  serait  expliquée  parla  concentration 
due  au  refroidissement,  mais  la  solidification  débutant  au  centre  reste 
peu  plausible.  D'autre  part,  en  faisant  commencer  la  solidification  à 
la  surface,  on  n'arriverait  que  très  difficilement  à  réaliser  la  loi  des 
aplatissements  exigée  par  l'hypolbèse.  Il  faudrait  admellie  uih'  soli- 
dification brusque  en  vitesse  variable. 

5.  Masse  fluide  el  surfaces  de  nneau  à  l'itesse  imriable.  Modifi- 
calion  du  coefficient  de  précession.  —  Laplace  (J/ec.  cèl.,  Livre  V, 
n"*  10- 12)  avait  déjà  démontré  que  les  phénomènes  de  précession  et  de 
nutalion  n'étaient  modifiés  en  rien  par  la  fiuidité  de  la  mer.  Ilopkins 
(liesearc/ies  in  physical  Geology,  dans  Philosophical  Transaction, 
1839,  1840,  i8/|2),  Hennessy  (iV/(?m,  i85i),  Thomson  ibidem,  i863,  et 
Mémoire  On  ihe  rigidily  of  the  earth  el  Treatise  on  natural  P/iilo- 
sophy,  n°  847,  848),  G.  H.  Darwin  (O/i  the  precession  of  a  viscous 
spheroid,  dans  Pliil.  Trans.,  i87<)),  S.  Oppenheim  (^Rotation  und 
Pracession  eines  fliïssigcn  Splidroid,  dans  Astron.  l\ac/irichlen, 
i885,  n"  2701),  enfin  et  surtout  M.  Poincaré  d'une  façon  cohiplète 
dans  le  DuUetiii  astronomique  de  septembre  l'jio,  ont  démontré 
que  le  phénomène  de  précession  du  moins  n'était  aucunement 
modifié  par  Ihypolhèse  d'une  Terre  complètement  solide  ou  liquide, 
ou  bien  d'un  noyau  liquide  entouré  d'une  écorce  solide,  rigide  ou 
élastique. 

La  valeur  du  rapport  des  moments  d'inertie  J  déduit  du  phénomène 
de  la  précession  est  donc  indépendant  de  toute  hypothèse  sur  la  flui- 
dité, rigidité  ou  élasticité  du  globe  terrestre.  Mais  les  calculs  ont 
toujours  été  faits  dans  l'hypothèse  où  la  masse  entière  tournerait  d'un 
seul  bloc  avec  une  vitesse  de  rotation  uniforme.  Il  faut  reprendre 
rapidement  la  théorie  de  la  précession  pour  étudier  la  correction  à 
introduire  dans  la  valeur  de  J  avec  l'hypothèse  d'une  vitesse  de 
rotation  variable  sur  les  dilTérenles  surfaces  de  niveau. 

Le   phénomène  de  la    précession   (déplacement    du    point    y    ou 
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rotation  de  Taxe  de  récjuateur  autour  de  celui  de  l'écliptique)  est  un 
phénomène  dont  la  valeur  est  déterminée  et  mesurée  par  les  ternies 
séculaires  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice  U  dans  le 
mouvement  de  la  Terre 

intégrale  qui  doit  être  étendue  à  tous  les  points  de  la  Terre  et  des 
astres  perturbateurs,  /•  étant  la  distance  des  centres  de  gravité  respec- 
tifs, 0,  ç,  'ji  étant  les  variables  de  signification  connue,  0  l'angle  des 
deux  plans  (écpiateur  et  écliptique),  o  et  '^  les  arcs  comptés  respecti- 
vement sur  ré(|iiat('ur  et  sur  Fécliptique.  On  obtiendra  les  équations 

du  mouvement  en  portant  -r?;»  -r-'  -rr  dansleseciuations  de  Laiiraniie. 

i  du      do     0'\i  '  " 

Or  en  développant  on  obtient  (') 

.       ^             ,,        .jm       A  +  B-HC-3r\    r,  ^       3, M, 

(m)  U=/^-H —^ jJrfm,=:Co- -/-!. 

C„  étant  indépendant  de  0,  ç^,  vj/,  M  étant  la  masse  de  l'aslre  pertur- 
bateur et  I  le  momeul  d'inertie  de  l'astre  troublé,  autour  du  rayon 
vecteur  joignant  les  deux  asties.  Si  le  corj)s  troublé  est  de  révo- 
lution H  =  C  et  l'on  aura 

(ua)         \]^C'--f{.\-\V)^~K^         I=a:^  4-B^  4-G^, 
2  r^   I-  1-  r-         ■  / - 

C  étant  une  nouvelle  constante.  On  obtient  pour  le  Soleil  cl  pour  la 
Lune,  en  ne  conservant  que  les  ternies  principaux  indépendants  de  r 

(1  i3)  Ç—  ;^  siii- 91  i  —  cos a (/«/-+- (]/)]. 

—^  =  -siii-5[i  —  c(iso.{i>i' /.  -t-  '!)  +  /sin  0  cosOcos(N'-(-  ip)] . 

On  voilqu(!  IJ  est  indépendant  de  o.  Les  éipiations  de  Lagrange 
avec  B  ^  (]1  donnent  co  =  const.  La  précession  n'altère  pas  la  vitesse 
de  l'olalion  (  "). 

(')  TissKiiANn.    Méc.  ce/.,  l.  I,  p.  Gi. 
(')  Idem.,  t.  Il,  |i.  3().!  el  '109. 
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Kn  ti'ansformanl  les   é(juatioiis  de  Lajjrange  en  un  svslème  cano- 
iiiquo,  oïl  en  déduit 

de  __         I         ôV  O'!^  _  I         ,jl,' 


t)t  \r,t^\u'j   M  i)l.  AoisinO    (Vj' 

si  l'on  ne  considère  dans  les  —  que   les  termes  où  le  temps  n'est  pas 
périodique,  les  seuls  dont  dépende  la  précession,  on  a 

U).=="'    ''""    b)„=-    ''-^'- 

Le  phénomène  de  précession  ne  modifie  pas  l'obliquité  moyenne  de 
l'équatenr  sur  l'écliptique.  On  aura  ensuite 


d'où 


Cette  expression  représente  précisément  le  déplaecnicnt  du  point  y 
en  fonction  du  temps.  On  voit  qu'il  dépend  du  rapport  des  moments 
d'inertie  J,  delà  vitesse  de  rotation  w,  et  de  l'inclinaison  0  de  l'équatenr. 

La  même  formule  est  applicable  à  une  couche  ellipsoïdale  quel- 
conque. D'autre  part-ry  est  la  vitesse  de  déplacement  autour  de  l'axe 
de  l'écliptique.  En  première  approximation,  en  iié<;ligeant  A%  la 
(pi.mtité  de  mouvement  correspondante  sera 

(m5)  ,M'^^/,(./A_.m)^. 

On  aura  pour  la  quantité  de  inoiivciiicnl  totale,  en  tenant  compte 
de  l'expression  ((J5')  des  moments  d'inertie,  et  néi^litjfeanl  /.', 

St:   r'    ù'h 


Or  la  valeur  de  Ja  été  obtenue  au  moyen  de  la  formule  {i  i4)  où  l'on 
a  supposé  ft)  et  G  constants.  Kn  idenliiîanl  (i  lO)  avec  (i  i4)  multipliée 
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par  A  (  consci-valioii  di'^  (]iiaiitili'-s  di'  iiioiivciucnt),  on  a 


JA 


==—::-   I      p (to'/r  OU  •.!  ,1  /      0(la'z=   1      p fia-"  k^ 


l^nfin  si  l'on  suppose  (juc  toutes  les  ccjuches  ont  le  iiiè-nie  axe  de 
rotation  (0  eonslant)il  vient 

(117)  aJ  /    p(/rt^=:oj|  /     '-d(r''l.-. 

C'est  la  relation  (jui  doit  icinplacer  (()(>)  dans  l'Iivpotlièse  de  surfaces 
de  niveau  animées  de  vitesses  variables. 

*     En  représentant  par  fo))  la  valeur  moyenne  de  co  dans  (117),  on 
aura  en  combinant  avec  (04) 

La   valeur  du   premier    membre   est    constante    et   l'on  a  vu   (pie 

—  =  c  =  —  pour  o)  =  (  o) )  =  o),  =  const.  bi  nous  donnons  a  —ou  a  e 

1  297  t-  \     z  '  ■! 

une  valeur  i)lus  i^rande  que .  il  l'aul  éiralement  donner   à  (  co  )  une 

valeur  plus  grande  que  celle  de  w,,  et  par  conséquent  admettre  que  la 
vitesse  des  couches  intérieures  auj^menle  de   la   surface   au   centre. 

l'our  —  =  208  ce  serait  le  contrair(\  On  auia  le  Tableau  suivant  : 
e         •' 

=:       292  293  294  295  296  297  298 

—  =      i,o3(3         1,028         1,021         ',oi4         1,007         1,000        0,998 

Si  co  est  toujours  décroissant  on  aui'a  (o^,]>  (co)  >  co,. 
Avec  la  formule  de  Li[)scliitz  on  trouvera  au  (  ;ba]tilre  suivant  pai- 
calculs  numériques  pour 

I  ,  W  ?       ,  ,  .,     o  . 

-  =r  2Q2,  orz=  Fr^(l  —  0,1  iJ/-),  (,),,—:  r  ,  l()fjl|. 

e  ^  0,807  ^  '     f        / 

L'équation  de  condition  corres[)ondant  au  inoblèmede  M.  Poincaré 
sera  modifiée  en  conséquence. 
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D'après    (117)   la    valoiir    numérique    du    rapport   des     iiioinents 

d'inertie  .1  doit  être  remplacée  parJ— •  D'autre  part  la  fonction  K 

devra  être  complétée,  comme  dans  le  cas  précédent,  par  le  second' 
membre  de  l'équation  de  Clairaut-Kadau  avec  vitesse  variable.  On  aura 

finalement  pour  l'équation  de  condition  (-0")  la  nouvelle  expression 


(110)  e  +-  -i 


O        0),     ,.  I  (7) 


K  ^ 


qui  traduit  le  cas  i,'^(''ii(''ral  di'  vitesses  intérieuM's  (pielc()n(|urs. 

i.  lialcitlisseinent  de  L'ccorcc  dû  au  frolleiuonl  drs  marées.  — 
La  rotation  moins  rapide  de  l'écorce  dans  cette  liypotbèse  s'expli- 
i[uerait  simplement  par  le  frottement  des  marées  agissant  comme  un 
frein  à  la  surface. 

D'ailleurs  l'action  de  ralentissement  due  aux  marées  est  un  lail.  Il 
s'agit  de  savoir  de  quel  ordre  est  la  grandeur  du  phénomène  et  s'il  est 
capable  de  produire  la  didérence  de  vitesse  exigée  par  l'hypothèse. 

Les  expériences  de  Hagen  et  Poiseuille,  confirmées  par  les  déductions 
théoriques  de  Stockes,  Neiimann  et  Hagenbach  (')  sur  le  frottement 
dans  l®s  tuyaux  indicjuent  (|ue  le  frottement,  au  voisinage  d'une  paroi 
solide  et  pour  de  faibles  vitesses,  est  proportionnel  au  coefficient  de 
viscosité  du  liquide,  à  la  surface  de  contact  et  à  la  vitesse  relative  des 

deux  couches  /=  ïS-r-- 
•'  dr 

Le  rayon  du  tube  étant  pris  pour  unité,  la  loi  des  vitesses  à  l'intérieur 
est  p  =  c„(i  —  r^),  formule  analogue  à  celle  de  (w-)"=  const.  étudiée 
plus  haut. 

Sur  les  (Jifféreuls  parallèles  d'une  même  surface  de  niveau  consi- 
dérée comme  sphér'ique,  on  aura 

ch-  </',.   • 

dr  dr 

La  surface   d'une  zom;  élémentaire  comprise  entre  deux  parallèles 
(')   \i)ir    {iiuiiaircld  llincdiidcs  Loni;iUulcs  :  Frulleinenl  dans  les  /ù/iiicles. 
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sera  S  =  ■>-/•,  f l.v  (\o'\r /Ig .  i3).  La  i-csislancc  totale  cIik^  au  frollotnonl 
de  deux  surfaces  de  niveau  l'une  sur  l'autre  sera  donc 


r/M 


,  fl'o    I 


-,  rf., 

2v: 

.,.3. 

j2  = 

wj 

(I- 

-y 

■'■). 

7? 

—  - 

<,' 

2^1 

V 

ye&'f 


vers  la  surface. 

D'autre  part,  en  appelant  m  la  masse  de  I  écorce,  x  son  épaisseur 
supposée  assez  petite,  I  son  moment  d'inertie,  M  la  masse  totale,  on 
])ourra  écrire 

m  —  'iTTo,  \V-.f.  I  =^  ^  m\\--  2  MU-  ^  '^■ 

ô  I),    K 

ImiTmi  ré(piatiou  du  mouvement  s'écrii'a  à  la  surface 

L'accélération  séculairi;  du  m()uv(Muetit  de  la  Lune,  réaction  tlu 
frottement  des  marées,  permettrait  de  conclure  à  une  augmentation 
du  jour  deo'',ooooi2  paran(').  En  représentant  ce  nombre  par  a  on  a 

(1  01 
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l'",n  ( ',  (L  S.  on  a  iVI  =  (),,")  x  lo"',  I!  =^6,378  x  lo'*.  Kn  donnant 
à  Y  li'  valcui-  du  parai;raplie  précédent  dans  l'iiypothèse  -  =  2()2,  on 
trouve  t  =  1,7  X  lo"*  cnviion.  (  )r  |)oui'  la  poix  à  (i"  on  a  £  ■=  2,2  X  10". 
Si  donc  au  niveau  de  séparation  du  noyau  et  de  l'écorce  la  viscosité 
est  de  l'ordre  de  celle  de  la  poix,  le  lalentissement  de  l'écorce  dû  aux 
mai'écs  |)eul  produire  luie  variation  de  vitesse  intc-rieure  suflisante 
pour   rendre    |)ossihle    un    aplatissement    descendant    juscpi'à    — ;-   et 

(')  TissiiRA.M),  Méc.  CfU,  t.  Il,  p.  5')0.  (le  oliidre  est  disciilf.  mais  il  jioiiriail 
(■Ire  divisé  par  2  ou  3  sans  modifier  sensiblçment  les  concliisidns. 
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s'accordant  à  la  fois  avec  les  données  de   l'attraction  et  celles  de  la 
précession,  avec  o  et  .1. 

Du  moins  nous  ne  connaissons  rien  sur  cette  viscosité  interne.  C'est 
une  simple  possibilité.  L'hypothèse  n'est  pas  absurde. 

De  plus,  si  une  différence  de  vitesse  s'établit  entre  le  noyau  et 
l'écorce,  elle  ne  peut  s'éteindre  que  très  lentement,  de  proche  en 
proche  par  frottement  et  dilTusion.  Helmoltz  avait  déjà  calculé  qu'il 
faudrait  des  milliers  d'années  dans  Fair  pour  cpie  par  simple 
frottement  et  diffusion,  une  différence  de  vitesse  à  la  surface  se  trans- 
mette réduite  de  njoitié  à  la  limite  de  l'atmosphère  (').  Un  calcul 
analogue  montre  qu'ici  il  faudrait  des  millions  d'années  pour  que  cette 
différence  de  vitesse  se  transmette  au  centre  réduite  de  moitié. 

D'ailleurs  le  ralentissement  de  l'écorce  est  continu.  L'accroissement 
des  vitesses  en  profondeur  doit  l'être  aussi  dans  un  noyau  iluide 
sans  jamais  arriver  à  atteindre  l'équilibre  permanent.  Mais  la  gran- 
deur de  l'effet  dépendra  de  la  viscosité  qui  est  inconnue. 

Pour  avoir-  =  298  >>  297  à  la  surface,  il  faudrait  au  contraire  (jue 
les  vitesses  intérieures  soient  un  peu  plus  faibles  que  celle  de  l'écorce. 
Ceci  pourrait  s'expliquer  par  la  contraction  due  au  refroidissement, 
qui,  si  elle  était  sensible,  accroîtrait  la  vitesse  de  l'écorce  plus  que 
celle  des  couches  intérieures.  Mais  l'accroissement  du  jour,  s'il  est 
réel,  et  l'action  de  freinage  des  marées  prouveraient  que  la  vitesse  de 
l'écorce  doit  plutôt  diminuer.  Il  faudrait  alors  que  la  vitesse  des 
couches  intérieures  diminue  encore  plus  vite  (on  ne  voit  de  cela  aucun 
phénomène  explicatif),  ou  bien  que  cette  vitesse  intérieure  ait  toujours 
été  plus  faible  depuis  la  formation  de  la  Terre,  depuis  des  millions 
d'années,  sans  que  le  frottement  ait  pu  encore  uniformiser  ces  vitesses, 
sans  que  l'action  des  marées  ait  pu  encore  abaisser  la  vitesse  de  l'écorce 
au-dessous  de  la  vitesse  des  couches  intérieures. 

.3.  Précession  d'un  anneau  Jlaicle  tournant  suivant  un  paral- 
lèle. Zones  de  compression  maximum  de  l'écorce  à  '35°.  Une  cause 
de  tremblements  de  terre.  —  \a\  déviation  due  à  la  précession  et  à  la 
nutation  n'est  pas  la  même  sur  tous  les  parallèles  d'une  même  surface 


(')    Voir  par  exemple  ti.  BncMiES,  La  ctdgradalion  de  l'énergie,  p.  i!\i. 
Jouin.  (Je  Matli.  (6-  série),  Umie  VUI  —  Fasc.  IV.  1912.  -J-J 
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de  niveau.  Il  sulTil  d'éliulier  celle  aclioii  sur  un  anneau  lluide  formant 
un  parallèle  ([uelconque,  et  considéré  comme  tournant  tout  d'une  pièce 
en  vertu  de  la  rigidité  gyrostaticpie. 

Soit  O'  le  centre  de  cet  anneau  de  rayon  O' A  :=  /•,,  T  le  centre  de 
la  Terre  (y?^''.  1 3),  Ta?  son  axe  de   rotation,  T_^  la   trace  du   plan   de 


.'/- 

/', 

N 

/  yi 

^•\ 

/ 

ih^ 

/ 

J 

0' 

*   ^ 

l'équateur,  TO  la  trace  du  plan  de  récliplique  sur  xTy.  En  appelant 
1  et  I,  les  moments  d'inertie  de  l'anneau  autour  de  ()T  et  de  O'S,  on 
a  1  =  I,  -H  ina} .  Or  d'après  (112) 


d'c 


I,  =  (A—B)"ij  =  -«„■■;  :i^, 


1  ^^  m 


rt==0'T  cos=a  — O'T      1  - 


—,  +  7/1 0'T. 


Or  les  formules  (i  i  1),  (i  ij)  et  suivantes  s'appliquent  idiMiliquement 
comme  dans  le  cas  précédent  et  donnciil  de  même  avec  (]  ^=  mf\  et  / 
étant  la  latitude 


^■■^')  mrW 


cosG^     /3 


cos(9 


00s-  / , 


On  en  déduit  (pie  la  déviation  de  l'axe  de  rolalinn  d"un  anneau 
fluide,  lournanl  suivant  un  |)arallèle,  est  maviniiim  à  rr'cpiateur, 
puis  toujours  décroissante.  Klle  s'annule  sur  le  parallèle  de  35" 
où  cos^Z^^  et  change  ensuite  de  sens.  Si  l'un  désigne  par  'i/^  sa 
valeur  à  l'équateur,  par  ']^„,  la  valeur  moyenne  de  celle  de  la  surface 
de  niveau  supposée  solidifiée  (J  =  <?  pour  une  couche  élémentaire),  on 
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aura 

^         2     \          ico^-lj     0)           '    \  3cos'// 

•i'„  ^z  II  —  COS  9,  'i/'  r=  l!/'„ . 

'^  0)  "le 

A  la  surface  de  la  Teirc  la  tendance  à  la  déviation  serait  à  l'équateur 
près  de  4^0  fois  plus  «i^rande  que  la  déviation  moyenne,  laquelle  serait 
sensiblement  égale  à  la  déviation  de  l'ensemble  ou  5o"paran.  Hlley 
produirait  une  accélération  tangentielle,  dans  le  sens  du  méridien, 
de  4*^'"  par  seconde,  pressant  les  couches  superficielles  Tune 
contre  l'autre  avec  une  force  égale  au  ,-5^  de  leur  poids  envi- 
ron, -^  =  o,oo4i Cette  pression  latérale  va  diminuant  en  latitude 

suivant  la  formule  (i  1 4  ),  jusqu'à  35°,  ou  elle  s'annule  et  change  de  signe. 

Dans  le  cours  d'une  rotation  de  il\  heures,  les  différents  parallèles 
tendront  donc  à  se  comprimer  sur  celui  de  35°  en  deux  points  diamé- 
tralement opposés,  puis  12  heures  après  à  s'en  éloigner.  Il  y  aura 
compression  et  dilatation  successive  tout  le  long  des  deux  para- 
Ièlesdc35"  (/?o'.i4).  Ces  pressions  latérales  convergentes  se  traduiront 
aussi  par  une  résultante  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur,  comme  une 
oude  de  marée  diurne.  Les  parallèles  de  35°  seront  ainsi  des  zones  de 
fracture  et  de  dislocation  de  l'écorce  (exactement  35°i5'52")  ('). 

Il  suffit  de  faire  remarquer  que  ce  parallèle  de  35°  passe  par  San- 
Francisco,  le  Haut-Mexique,  Lisbonne,  la  Sicile,  laCalabre,  la  Perse, 
le  Japon,  qui  est  bien  une  ligne  privilégiée  de  tremblements  de  terre. 
Dans  l'hémisphère  sud,  ce  parallèle  se  trouve  en  plein  océan,  sauf  les 
pointes  de  continent  :  Le  Cap,  Melbourne,  Buenos-Ayres. 

Remarque.  —  On  peut  d'ailleurs,  à  titre  de  vérification,  au  moyen 
de  la  formule  (i  i4')  donnant  la  précession  d'un  anneau,  retrouver  celles 
({ui  donnent  la  précession  d'une  couche  élémentaire  ou  d'un  solide 
quelconque. 

En  effet,  multiplions  les  deux  membres  de  (i  i4')  pai"  "tr\  =  A,  nous 

(  '  )  Ce  sont  d'ailleurs  les  cercles  où  la  splière  de  même  volume  coupe  l'ellipsoïde, 
donc  aussi  les  lignes yLces  où  s'articule  Tellipsoïde  s'il  se  déforme. 
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les  Iraiisforinons  en  une  expression  de  quanlilé  de  mouvement 

,<JJ;       3  ,     /M        M'\  /3    ,        ,\cosÔ 

Mais  on  a  ici  m  =  2-p/-,  c/.v.  lui  portanl  celte  valenr  dans  (a)  et  en 
intégrant  de  manière  à  sommer  Ions  les  anneaux  parallèles  d'une 
couche,  situés  entre  le  pôle  et  Téqualeur,  on  obtiendra  la  précession 
de  la  couche  entière.  Le  premier  membre  sera  ^(-^  )  " 

Si  Ton  considère  une  couche  sphéricpie  .ir  -f-r;  =  r^,  on  trouve  que 
l'intégrale  du  second  membre  s'annule.  I^a  précession  est  nulle. 

Si  l'on  considère  une  couciie  elliptique,  on  a  x- -\- y- ^  a"  +  y^^^^ 
ou  r'\  =  cr  ■+■  i-yk'-.  On  trouve,  en  négligeant  X% 

■  dii\         3   ,/ M        iM'\  .  /.-  cosô        ,  ,  .1 
'Oï, 


A  (  :^j^  =  ^/(^^  ^  1:L  )  A  -  r::!!  =  /,  A-C0S9, 


--     _  "^  -  '^  _  j 

(]'est  précisénienl  la  t'ormule  (.i  i4). 

On  retrouve  donc  en  même  temps  ce  théorème  (pie  la  précession 
moyenne  d'une  couche  ellipsoïdale  ou  d'un  ellipsoïde  fluide  est  la 
même  que  celle  d'un  ellipsoïde  solide,  en  considérant  seulement  chaque 
lilet  fluide  comme  rigide. 

Mais  la  précession  délinie  plus  haut  ne  donne  que  la  rotation 
moyenne  de  l'axe  de  l'équateur  autour  de  celui  de  l'écliptique,  indé- 
pendante des  termes  périodiques. 

lleprenons  l'expression  de  la  fonction  perturbatrice 

U  =  -/(A  —  B)^  =--/•(  A  — B)cos'-/', 

elle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  latitude  /'  de  l'astre  troublant. 
(Considérons  d'autre  part  la  déviation -r- ijroduite  à  un  instant  donné 

'  (IL  ^ 

OÙ  l'astre  perturbateur  sera  considéré  comme  fixe  ;    alors 
6/U  <¥j 
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et  il  reste 


ôl  Awsinô  0*$ 

Or,  les  expressions  (i  i3)  peuvent  s'écrire 

■-ÏT"  .  .  ^'- 

— p  :=  sin'5  sin'-!',  —--  zn  sin^O  sin--'''+  siii 

r-  ^  /•'-  ^ 


'9  cos5  cosiS" 


en  désignant  par  j^,  j^',  N'  les  latitudes  comptées  à  partir  du  point  y, 
du  Soleil,  de  la  Lune  et  du  nœud  descendant  de  la  Lune.  On  aura,  en 
Pi'enant-jg, 

à'I       3,/  2      \/M    ...        M'    .   ,    ,       ..\r  C0S2Ô       ,,,\ 

at        2      \  6  cosr  1 1  \r'  r^  ^  /•  ■*    cos9  / 

D'après  cette  fornnule,  la  déviation  instantanée  de  l'axe  de  rotation 
sera  donc  soumise  aux  mêmes  variations  que  la  nutation  elle-même. 
On  y  distinguera  une  ondulation  mensuelle  due  à  l'action  de  la 
Lune    avec  maximum  semi-mensuel  pour  .5^'=  ± -;  une  ondulation 

annuelle  duc  au  Soleil,  maximum  i^=±  — aux  solstices;  eniin  une 
période  de  iH  ans  l  duc  au  déplacement  des  nœuds. 

En  prenant  la  masse  de  la  Terre  et  son  rayon  comme  unité,  on 
obtient  pour  les  coefficients  : 

M  r       .       -K        M'       r     o  »        -^l'  C0S2& 

—•^2,07X10        ,  -7;  =b,0.i  X  10"",  t—r;  TT  =0,0Q2   X  lO"'. 

,.3  1/  '  ,.'3  ,.3       ços9 

Il  y  a  maximum  quand  le  Soleil  el  la  Lune  sont  eu  ()]>posilion  ou  en 
conjonction  :  maximum  absolu  tous  les  18  ans  ij;  alors  la  somme  des 
coefficients  égale  9,10.  Le  maximum  semi-mensuel  de  conjonction  ou 
d'opposition  est  le  plus  considérable,  il  atteint  sa  plus  liaule  valeur 
aux  solstices  (valeur  moitié  plus  grande),  et  son  summum  «piand  le 
nœud  descendant  coïncide  avec  y. 

Ces  périodes  de  maximum  seront  des  périodes  de  com[)ression  et  de 
décompression  maximum  pour  les  difl'érents  parallèles  de  l'écorce 
solide,  ce  qui  doit  faciliter  les  glissements  et  le  jeu  des  différents 
morceaux  de  la  mosaïque  superficielle. 

Ce  serait  là,  semble-t-il,  une  explication  intéressante  de  la  théorie  de 
M.    de   Parville,  théorie  appuyée  sur  des   statistiques   de  plusieurs 


434  ALEX.     VÉHONNET. 

années,  relevant  la  coïncidence  de  la  frérjuence  des  Ireniblemcnls  de 
terre  avec  les  positions  critiques  du  Soleil  et  de  la  Lune.  Une  vérification 
scientifique  serait  à  reprendre  avec  les  appareils  sismiques  nouveaux, 
car  ce  qui  importe  c'est  plutôt  la  concordance  et  la  localisation  des 
secousses  que  leur  importance,  car  dans  un  terrain  préparé  par  des 
dislocations  successives  la  moindre  secousse  peut  être  un  désastre, 
comme  on  a  vu  des  arbres  résister  à  de  terribles  orages  el  s'abattre  le 
lendemain  sans  cause  apparente. 


CHAPITRE  VIL 

CALCULS  NUMÉRIQUES  AU   MOYEN  DE  LA  KORMULE  DE  LIPSCHITZ 
APPLIQUÉS  A  LA  TERRE. 

Nous  allons  dans  ce  Chapitre  n^prendre  tous  les  problèmeset  toutes 
les  liypolbèscs  étudiées  précédemment  à  un  point  de  vue  purement 
théorique  et  leur  appliquer  des  calculs  pratiques. 

1 .  Foi-Diule  de  Lipschilz  ('  ),  p  =  p„(i  —  a/-"  ).  —  Celle  formule  est 
à  la  fois  assez  simple  et  assez  souple  pour  permettre  d'efi'ectuer  des 
calculs  numériques  complets  et  de  les  appli(|uer  successivement  aux 
difléreules  hypothèses,  en  modifiaiil  convenablement  les  paramètres. 
La  loi  de  Roche  en  est  un  cas  parliculier,  //  =  2. 

Celte  formule  donne 


('20) 


p,  =  Po(i  — a),  D|  =  poM 


Si  l'on  se  donne  p,  et  U,,  deux  des  trois  paramètres  de  la  fornuile 
sont  déterminés,  p„  et  a  par  exemple,  lui  faisant  varier  //,  on  réalisera 
alors  difl'érentes  lois  de  densités. 

l'ouï'  a  =  o,  on  a  ç,^-^  ç,^^:=i  L),  ;  il  y  a  homogénéité.  Pour  a  =r  1 ,  on 
a  p,  ^  o. 

On  a  encore 
(i>.i)  p'^ — anpor"~',         p"-— — (xn{/>  —  i)p^r"    -. 

Pour  n=  1,  la  variation  des  densités  est  linéaiie. 

(')  ./ou mal  (te  Crelle,  l.  LMI,  i863. 
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Pour  «  >  I,  p"<;o,  la  courbe  des  densités  tourne  sa  corica vile  vers 
le  bas.  On  a  alors  p|,  =  o,  la  densité  tend  vers  une  Hmite  au  centre. 
Cette  limite  tend  vers  D,  si  n  augnîiente  indéfiniment. 

Pour  rt<^i,p">o,  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  haut, 
c,'|  =00.  L'accroissement  des  densités  est  de  plus  en  plus  rapide  vers 
le  centre.  Il  y  a  concentration  d'aulant  plus  prononcée  que  n  est  plus 
voisin  de  o. 

On  obtient  facilement  les  formules 

/     N  pi     ;  «  +  3         .       ,.     5  /       pi  \ 

(-3)     ^=^+h   &=T^r'p'/-^='-i 


D,  ~  n  b,        IJi  J„  3  /!  -HÔ 

qui  donnent  a,  p„,  F,,  en  fonction  de  "C  et  de  //.  l*our  chaque  valeur 
de /«  on  donnera  à  "Cime  série  de  valeurs  telles  que  2<^p,<;-iou 
réciproquement;  la  valeur  de  p  sera  parfaitement  définie  et  l'on  pourra 
l'introduire  dans  les  différentes  formules  étudiées  précédemment  pour 
en  faire  l'application  pratique. 

Tous  les  calculs  numérirpies  ont  été  faits  avec  la  valeur  D,  =  5,5G  ; 
en  adoptant  la  nouvelle  valeur  donnée  par  VAnniiaiie,  D,  =  .5,5,  il 

suffira  de  corriger  les  valeurs  de  p,  en  les  multipliant  par -^-^  =  i,oiuf). 
D'ailleurs  les  valeurs  de  a,  p^,  F,,  et  toutes  celles  qu'on  en  déduira, 
ne  dépendent  que  de  Ç,  c'est-à-dire  du  seul  rapport  -^  et  non  de  la 
valeur  absolue  de  p,  ou  D, . 

2.   Limites  de  <?„,  p^,  n.  —  La  formule  (66) 

/     p  clr'"  e  ^=  i  I     p  dr' 

donne,  puisque  e  est  croissant, 

eo<3<e,.         (i'dù         —  >3o5,3i. 

La  formule  (tT)  devient  au  centre 

5     D,         3j   r'     , 

(12A)  tu=-o 1 /     p"e, 

^        '  4  '    Po        apo./^ 
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or  de  >  o,  d'où  (') 

5     D,  5  o  „ 

(124')  ea>-rO — ,  &o>  7  —  iJi- 

Comme  on  a  aussi 

(«)  pi(ei  —  eo)<        ûc/e<p„(e, —  ('„), 

^0 

011  en  déduit  en  portiuil  la  première  inégalité  dans  (i^'j)    . 

lui  faisant  r„  r=  e,,  on  obtient  (i^V)  indiquée  par  Stieljes.  et  la 
limite  Po>7i07- 

En  faisant  e^  =  J,  on  obtient  plus  simplement  une  limite  pins 
resserrée 

En  dehors  de  loulc,  hypollicsc  sur  p,  et  e,  c'est-à-dire  en  ne  tenant 
compte  que  du  premier  terme,  on  a  p„  >  7,358.  Le  minimum  déterminé 
par  Stieljes  et  basé  sur  les  valeurs  de  F,,  formule(i23),  et  de  p,,  donna  il 
seulement  po>  7,3  pour  n  =  2. 

J'ai  calculé,  d'après  cette  formule  (  12G),  les  minimums  et  les  maxi- 
mums qu'on  en  déduit  pour  //,  d'a[)rès(i2T),  dans  les  deux  cas  :  -  =  297 

et-  =  292. 

0,.  2,0.         2,2.  2,4.  2,6.  2,8.         3,0. 

I  (  Po> 7.U2  7'4ào  7,459  7,463  7,467  7'476 

e  (    «< 5,93  5,33  4,99  'i'66  4,33  3,99 

I  {  ?«> 7,496  7, 5 10  7,5:>.4  7,53-  7,55i  7,565 

e~'^^'^-l'n< 5,52  5,17  4,84  4,49  4, 16  3,83 

II  suffira  donc  de  considérer  o  <^n  <^6  pour  la  Terre. 

(')  On  vérifie  ici  en  même  lemps,  en  faisant  rfe  =  o,  un  des  résiilials  du 
Cliapilre  II,  à  savoir  que  raplalisseineiil  central  en  vitesse  constante  est  pins 
grand  que  dans  le  cas  des  surfaces  liiniiollu'llqiu's.  >i  la  vitesse  centrale  on  la 
valeur  de  <p  est  la  même. 
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La  seconde  incgalilé  (a)  donne  encore  avec  (l'i'i) 


('•■••7)  po<-^D, 


2  e. 


3^ 


En  donnant  au  rapport —  différentes  valeurs,  po  sera  compris  entre 
les  limites  suivantes,  déterminées  par  (i2t)  et  (127)  : 

^-  1.  1,1.  1,2.         1,3.  l,i.  1,5.  1,C.  l.CGGG. 

po^  .  .  .  .      7,0.5     9,12      12,06      17,56     2/1,70     42, 3o      112,8  ce 

Pd~  . . . .     7,00     8,07       9, 'o     10,12     11, i4     12,16       i3,i8     18,80 

Les    formules    (i25)    et   (127)    sont   d'ailleurs,   parmi    beaucoup 
d'autres,  les  combinaisons  qui  donnent  les  limites  les  plus  étroites. 
La  formule  (67)  donne  encore,  d'après  (12'j), 


3  n  -)-  5        J  \ 


3  \         2  /  b,  \         3  H  -f-  5y  3  «  -)-  5  '     J  \         3 

Les  valeurs  de  n  et  p„  sont  alors  complètement  déterminées  par 
celles  de  e  et  de  "(  dans  l'hypothèse  de  la  vitesse  constante  et  de 
l'application  de  la  loi  du  Lipschitz.  On  a  le  Tableau  suivant  : 

P,.  2,0.     2,2.     2,1.     2,().     2,8.     3,0. 

I  ^  po 9,70  10,20  11,07  '2,39  i5,o8  22,62 

e   "  1  /( 2,58  2,1 5  1,72  i,3o  0,87  o,45 

1  (  p; 8,11  8,32  8,57  8,92  9,46  10,33 

e  \  n 4,  '9  3,67  3,  i5  2,64  2,12  1,61 

On  aura  donc  en  résumé  dans  l'hypothèse  de  Clairaut 
8 , 1 1  <  po  <  22 ,  62 ,         o ,  4 5  <  «  <  4 ,  '  9. 

5.  Application  au  problème  de  Clairaut,  cas  d'une  vitesse  uni- 
forme. —  Nous  avons  vu  ((5i)  qu'avec  p  =  pu(i  —  car"),  la  loi  des 
aplatissements  dans  le  cas  de  vitesse  constante  prend  la  forme 

e  =&„(!  -h  jj,/-"  -H  3, /--"-H.  .  .),  e,  =  f„(i  -I-  [3,  -t-  |32-(-.  .  .)  =;eo(i  +  3). 

La  formule  (37)  reliant  oj,  p,  r»,  r  s'écrit 


(128)  P^r^-.   ("  odr>-l^  f'  r^,lr-^e-l  f  ode. 


Journ.  de  Matli.  (G*  série),  tome  VIIL   —  l'iisc.  IV,   191a. 
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En  y  portant  les  valeurs  do  ^',  p  et  intégiaiil.  on  ol)tient 

(128')  '^'  ~  1  '^•/''o  P"  (  ''  "  "*"  ^1  ''  '  "*"  ^'  -  '"'"  "+"•■•  ^' 

où  l'on  doit  faire  /r,  =  k..  =  A-3=...=  o,  dans  le  cas  de  vitesse  cons- 
tante. On  obtient  facilement  coninic  ternie  général,  en  sup- 
posant j3„=  I, 

A-,=(3,.- 3«?,._, f   '    -A— L_;),      ,3,=  p,, (,_ :. Ai^)-4^. 

En  posant 

r,  ab  =  —,  a -\- b  ^^ h  2,  c=  — -hi. 


n  -hÇ 


on   obtient  pour    l'expression  de   r    ci-dessus    une    série    hypergéo- 
niétrique 


e  =  Cu  H  (ff,  b,  c.  x)  7=  e,  tt- 


On  en  déduit 


re'        rW  in     II  («  +  i,  6 -H  i,  c  +  i ,  a-)       t 

En  tenant  compte  de  la  valeur  de  rj,  à  la  surface,  les  formules  (<).'i), 
(6G)  et  (67)  s'écriront 

I        2  -0,  +  2  1         il),   i  — rji  _  ?    ,    -^  I  '^i 

gç         9         .)  Cj         J    I',         J  ^  2  ,)  .    u, 

Ce  sont  les  trois  formules  rpii  ont  servi  pour  lescalculs  numériques. 
Mais  on  a  donné  à  yj,  une  autre  fornie  plus  pratique  que  (12;)).  En 
eirel,  rinlégrale  contenui>  dans  ((J'O  et  (6(î)  peut  s'écrire 

(i3i)  /     p  (//•>'  — f|p,  —  /     p' er'"  dr  =  i',p,m, 

où 

w  =-- 1  H ^  T^^ ■ ^r^-^'  P  =  — - — -  +  ..   ■       -  -H 

Or  (64)  devient 

i_  —  '"  /         ■^  "  ^     \  —  1  ^"  "^  ^ 

d  'où 

0  _    _  »  +3  I  +  (»-}-5)(3' 
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OÙ 

I  +  («  +  5).3'=:  ll(,i.  h,  c  -(-  I.  .r,) 
est  encore  une  série  hypergéouiélrique  (' j. 

En  faisant  les  calculs  pour  o<  p,<D,  et-  <//<  7,  on  obtient  pour 
les  valeurs  de  ê>ç,  e,,  e^^  les  trois  Tahleau.v  suivants  : 


1°  Valeurs  de   t  : 

;  e, . 

P,- 

0. 

1. 

:i 

■i. 

5. 

5,56. 

n  =  l 

320 ,0  i 

296 , 08 

230,70 

1. 

373,04 

344,  1  [ 

3i6,34 

290, 12 

265,01 

242,66 

, 

2. 

35o,  19 

325,95 

3o2,83 

280,90 

260,23 

240,91 

„ 

3. 

333,33 

3 1 2,65 

202,90 

274, 12 

206,34 

239,61 

„ 

4. 

320,43 

3o2,53 

780,29 

268,96 

, 

3. 

3io,38 

294,58 

279,25 

264,87 

, 

6. 

3o2,3i 

2S8,2t 

274,63 

261 ,56 

n 

7. 

295,69 

282,96 

270,66 

258,83 

' 

2"  Fa/e 

u  rs  de   i  : 

et- 

«  =  i. 

289,49 

297.44 

3o5,3i 

i. 

269,61 

282,48 

292, I I 

298,71 

3o2,94 

3o5 , 04 

- 

2. 

279,86 

289,01 

295,79 

300,57 

3o3,6i 

3o5,o9 

:r 

3. 

286,36 

293, 12 

298,17 

3oi ,75 

3o4 , 02 

3o5 , 1 5 

, 

4. 

290,74 

295,88 

299,82 

3o2,53 

« 

3. 

293,76 

297,81 

3oi ,02 

3o3,09 

n 

6. 

295,95 

299,20 

3oi ,69 

3o3,52 

•: 

7. 

'97.57 

3oo,25 

3o2. 33 

3o3.82 

" 

{}■)  Celle  série  est  beaucoup  plus  rapidemeiil  coiiveigenle  que  la  précédenle 
donnée  par  Lipscliilz  el  Tisserand  {Méc.  cél.^  t.  II,  p.  239).  En  effet,  dans  la  pre- 
mière (129),  T)  à  la  surface  devient  ri,  ^ -^i  où  9  =  (3,  -h  2(32  H-  3J33  -t- .  . .  et 

voici   les   valeurs   comparées   de  B  el  [3'  pour  /j  =r  2   el  p,  =  2.    C'est  ce   fait 
de  la  convergence  rapide  de  (3'  qui  a  rendu  possible  tous  ces  c^culs  numé- 
riques. a[)|)liqués  à  une  variation  continue  de  la  densité. 
6.      ■  'f. 

o, '3997  0,01 555 

0,09904  o,oo45o 

0,06168  0,001 58 

o,<>36i8  0,00061 

o,02o85  0,00025 

0,01 170  0,00010 
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3°  Valeurs  de  j  :  e. 

343, 3o 
33."),  09 
328,52 
3i8,-3 
3i  1 ,7.5 
366,03 
30.!, '18 
299,25 


327,41 
321 , 24 
316,28 
3o8,79 
3o3 ,39 
299,33 
296, i5 
293,60 


3 1 2 , 92 
3o8,'5o 
3o4,9i 
299.44 
295,47 
292,45 
290 , 07 
288,17 


299.74 
296,74 
29',,  34 
290 , 65 
287 ,95 
285,89 

^84 , 20 
282,93 


287,48 

285,84 
284,48 
282,36 
280,80 


276, 26 
275,70 
275,25 
274,54 
274,01 


296,61   291,51   28.6,59   281,83 


270,34 


Kig.  lô.  —  Courbes  de — ,  — . — -dans  riiypollicsc  de  Clairaul,  pour  une  même  valeur  dep,. 
A„,  \|,  Aj,  A,,  lij;ne  des  valeurs  d'accord  pour  les  diUcrentcs  valeurs  de  f,. 

l'^.ii  faisant  passer  des  paraboles  par  Irois  points  voisins,  on  en  dédiiil 
avec  cincj  cliifl'res  exacts  les  valeurs  d'accord  où  l'on  a  «^  ==  r^^^e^^. 
Elles  sont  consignées  dans  le  Tableau  suivant  : 
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'-  1.  2.  3.  -1.  ô.  6.  6,25.  7. 

297,18     297,17     297,18     297,18     297,19     297,20     297,21      207,21      297,22 
2,96         3,72         2,25         1,78         i,3o        o,83        0,36        0,0     —  0,12 

Enûn  ces  résultais  sont  traduits  aux  yeux  par  les  deux  graphiques 


y:„     ,6    —  Grapliique  général  des  valeurs  de—  .  — .  —  dans   l'Iiypollièse  de  Clairaiil, 

pour  toutes  les  valeurs  de  p,,  de  o  à-D,. 
3q^  2  --'--=■--  est  la  ligne  des  valeurs  d'acrord.  pour  les  dilTérenles  valeurs  de  ;i . 


i5  et  16  qui  donnent  les  courbes  de  -   en  fonction  de  n  et  de  p ,.  On  a 
en  résumé  :  297, 1 7  <  7  <  297,22  et  o  <  p,  <  3  (  '  ). 


(')   Far  interpolation  pour  n  =  0,  on  aurait  1  :  e,  =  297,20  et  p,  —  3,17. 
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On   voit  d'après  le   Tableau    précédent  que  pour   ■2<^z,<^'i  on 
a  -  <C  «  <C  J-  On  a  repris  les  calculs  avec  les  logarithmes  à  ~  décimales 

et  6  chiflres  exacts  pour // =^  -•  i,   j.    >.  On  obtient  les  valeurs  sui- 
vantes :  '    , 


2"  2,0.  .;,2.  ■.>.4.               2,6.  2,8.              3,0. 

I  :  <?ç 825,043  319,  ii5  3 1 3, 256  307,454  3o  1,-26  296,077 

1  :  cj 289,486  291,336  298,048  294,643  296,106  297,44° 

I  :  t'jjj 3o8,5o2  306,0-4  3o3,685  3oi,333  299,016  296,736 

«  =  ;. 

I  ;  Cç 816,339  810,970  3o5,666  300,420  295, 2 '|4  290,121 

I -:  e,i 292,108  293,647  295,078  396,408  297,624  298,745 

I  ;  Cçj 804,910  802,740  800,596  298,482  296,897  294,341 


i -.  e^ 802,829   298,346   298, gij   289,524   285,186   280,897 

1  ;  cj 295,795      296,902      297,980      298,883      299,764      800,5^4 

I  ;  tçj 299.444       297,644       295,860       29^,108       292,871       290,655 


«  =  3.  1,4.                 1,6.  l,.s.                 2,0.                 2,2.                2,4. 

I -.  e^ 3o4,638  800,689  296,775  292,901  289,068  280,273 

I  ;  fij 295,828  296,336  297,284  298,171  298,996  299,764 

I  ;  e^j 800,171  298,087  297,019  290,468  298,984  292,415 

Les  valeurs  calculées  pour  •/],  et  qui  conduisent  aux  résultats  ci- 
dessus  ont  pu  être  résumées  dans  les  formules  suivantes  :  pour  «  ==  i, 
on  a 

r/,  =  0,211  916  p  -r  1,0219841  -f- 0,01 76 1  ('  —  Ijf^^— ' 

<}ui  donne  les  valeurs  de-à  o,oo3  près  pour  2  <^  p,  <^  3,  et  à  <),0()  près 

pour  o  <[  p,  <^  D,.  Cette  formule  contient  donc  et  résume  d'une  façon 
très  précise  tous  les  résultats  et  calculs  numériques  ci-dessus  pour /<  =  i, 
dans  rhypolhèse  de  Clairaut.  Les  deux  premiers  termes  représentent 

une  parabole  passant  par  les  trois  poinls:^  =0^-,  1.  Le  troisième  est 

un  terme  de  correction  nul  pour  ces  trois  points. 

Cotte  formule  montre  que,  pour  11=  \ ,  on  a  y],  <^  i  j'^'^j  cl>  qui  rend 
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impossible  rexplication  de  raplatisseniciit  de  Jupiter  et  de  Saturne 
par  cette  formule.  D'ailleurs  on  démontre  facilement  que,  si  n  tend 
vers  o,  la  condensation  tend  vers  une  limite,  et  la  formule  de  Lipscliitz 
n'est  dans  aucun  cas  applicable  à  Jupiter  et  Saturne,  l'aplatissement 
qui  en  résulte  étant  trop  faible. 

Pour  «  =  2  et  /*  =  3,  on  a  les  formules 

r),  =  o,  167 38  ^  +  0,86842 1  -H  0,0092  l(i—l\(i^-x\ 

ï),  =  0,7.5622  1^  +  0,1 33  38^  H-o,oo5    ^(■--■|)(2|— 1). 

qui  donnent  Tj,  avec  plus  de  précision  encore  :  0,002  et  0,001. 

Enfin  on  déduit  des  Tableaux  ci-dessus  pour  chaque  valeur  de  n, 
les  valeurs  d'accord  de  e, ,  ^0,  ?i  »  l'équation  de  la  densité  p,  celles  de  e^ 
et  (?j  en  fonction  de  p,  : 

«=1:2;        I  :  ?!  =r  297,  187  ;        1:^0=496,00;       0,^=2,9606;       p:=2I,l564 —  18,19.58^//". 

I  ;  6-:=  388,32-  — ■  33, 4.1 25 p,  +  o,8875p;  ;     1  ;  ej=  264 ,o3i  +  i5,9i75pi  —  i  ,5938pj. 

«  =:  I  ;      I  ;  <?,  =r  297, 171  ;      I  i  e|,=r  4  I  2,90  ;     pi  =  2,7202  ;     p  ^  1 4, 0642  —  1 1 ,3390  r. 

!;&•=:  373,277  —  29, 9775  p,  -i-o,753ip;;      i;ej^27i  ,089  H-  i3,  loop,  —  1 ,29380^ . 

«  =  2  ;      I  :  e,  =;  297  ,  177  ;      ^  -.  ef,-=  359,60  ;      Pi=  a.aSaS  ;      p  =;  io,52i2  —  8,2687  '"'• 
I  ;  eç=  35o,32  3  —  24, 957 p,  +  o,6o5pj  ;     i  ;  cj  ^  280, 65 1  -+-  9,434  pi  —  0,931  pj . 

/i  ^  3  ;      I  ;  e,  =  297, 184  ;      1  =  ^0  =  340,32;     p  1  =  1, 7790;     p  =  9,341  — 7,562/-'. 
1  :  (?y=  333,4 13  —  21 ,242p,  +  o,493p';  ;     i  ;  e.i=  286,728  4-7  ,  i47p,  —  o,7r4p; . 

Les  formules  de  densité  données  ci-dessus  sont  les  seules  qui 
permettent  de  retrouver  le  même  aplatissement  en  tenant  compte  à  la 

fois  de  l'attraction  et  de  la  précession.  On  obtient  -  à  0,01  près,  en 

prenant  trois  décimales  dans  l'expression  de  p.  I.a  formule  de  Uoche 
donnée  par  V Annuaire  devra  donc  s'écrire 

p^=  10,521 — 8,269/'-         pour         L)|=i5,56 
ou 

p^io,4i  —  8.  i8r-         pour         I),  ~-5.5o. 

La     formule    actuelle     s  =  10,0  —  7,  ">/-     conduit     aux     aplalis- 
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sements  i'.  e^=  291,1 'j  el  i  :  pj  =  298,53  qui  ne  sont  g;uère  concor- 
dants. Elle  donne  en  efTel  p,  —  2,")  (]ui  correspond  à  2,527  '^^^  ^'^' 
bleau. 

i.  Hypothèse  des  sur/aces  honwthéliques.  —   La  formule  (64) 
qui  donne  e^  devient 

(.33)     L^ii,_\';i\^_iiL^^\    ,=^L,. 

(128)  fournit  ensuite 

Un-.  5        : 

(U-  =  (,),t  (1—7 /•"  )  avec  V  = r  -:• 

"  '  '        «  -(-  0  /t  +  Ç 

L'équation  de  précession  (i  17)  dans  le  cas  de  vitesse  variable  donne 

(t34)  Jl",  =  e,o),  /     c zzieD,/;),  —  = -r  j^  »(' 

avec 


«  +  Ç   / /  /  5  a        \        .  «  4-  Ç   y , ,  , ,  , 

v/  i  —  y    ''1  —  r  /io     ==  a v  1  —  7  (  /' ,  —  a  /' , 


et 


//,=  I  -1- 


T  "/ 


A, 


2    «  -I-  5   '        2  4  2  /i  -t-  5  ' 

1  «4-5  I  3    «  +  5     , 

2  2  /(  +  5  '       2  4  3  «  -t-  5  ' 


On  voit  que  //,  et  //.,  sont  encore  des  séries  hypcrgéomélri(jues,  en 

posant 

1,5  5 

a  —  -)         w  =  — ,  c^—  -t-i, 

2  n  II 

/(,=:  I  +  5/i ',  =  /(((?,  ^,  c,  y;,  /;,=  i  -h  5 /j'„  =  /(  («,  ^  +  i ,  c  +  i ,  y  ). 

Les  valeurs  de —sont  linéaires  en  'Ç  et  facilement  calculables.  Les 
valeurs  de—  sont  données  dans  le  Tableau  suivant  el  lii^uro  17  : 


ROTATION     DE    I,  EI.LIPSOIDK    HETEROGENE. 

P.- 


0. 


1 254,  10 

2 265,81 

•5 274,04 

k  280,01 

3 284,45 

6  287,90 


1. 
263,61 
272,92 

279-^' 
284,50 

288 , I 4 
290,94 


■2.  3. 

272,08  280,63 

279,58  286,34 

284,96  290, 36 

288,80  293,33 

^9 ',76  290,45 

294,00  297,17 


4. 
289,53 
293,27 
295,91 

^97,9' 
299,25 
3oo , 54 


299,21 
300,70 
3oi ,97 
3o3,63 
3o3,i6 
3o4 , I 2 


5,56 
3o5,3i 


I  :  e,   : 

',10=  f.),: 


pjg.    ,n,  —  Graphique  général  dans  le  cas  des  surfaces  liomotlieliqucs. 
BB',  ce...,  lignes  des  valeurs  d'accord  dans  le  cas  général  de  vitesse  varialile. 

On  en  déduit  jjoiirji's  valciiis  d'accord  : 

0.  I.  2.  3.  .',.  5.  G. 

=  (278,97  )     281,. 56      383,54      285,26      286,70      287,98      289,11 

=:=(        3,621)  3,109  2,589  2,o54  I,5l2  0,958  0,399 

;:;  i,38o         1,211  i,i48  i,ri5         1.095         1,081 

Juiirn.  de  Math.  (0-  série),   lomc  VUl.  -  l'asc.  IV.  mjij.  37 


{!,7n 
289,84 
o ,  00 
1 ,073 
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Ces  valeurs  d'accord  sont  comprises  dans  les  formules  : 

0,  =  3,631  —  o,5o7«  —  o,oo5oi  «',         Ç=  1 ,0462  +  o,2735«  -+-  Ojooaj/j'. 

'Ç  porté  dans  l'expression  de  e^  donne  c ,  à  o,o3  près. 

On  voit  dans  le  Tableau  des  valeurs  d'accord  que  p,  conserve  à  peu 
près  la  même  valeur  que  dans  l'hypothèse  précédente,  pour  les  mêmes 
valeurs  de  n,  et  (lue  —  reste  compris  aussi  dans  des  limites  assez  étroites  : 
279  à  290.  Si  l'on  veut  réaliser  un  aplatissement  intermédiaire  entre  ces 
valeurs  et  celle  qui  est  donnée  par  l'hypothèse  de  Glairaut  :  297,17, 
il  faudra  étudier  une  hypothèse  intermédiaire  où  les  vitesses  croîtront 
vers  le  centre,  mais  moins  vite  que  dans  le  cas  des  surfaces  homo- 
thé  tiques. 

o.  Hypothèse  générale  des  surfaces  à  aplatissement  variable  et 
vitesse  variable.  —  Je  relie  ce  cas  général  aux  deux  hypothèses 
particulières  précédentes:  vitesse  uniforme  et  surfaces  homothétiques, 
en  posant 

(i35)  er=e„(i-+-£;3, /•''-)- £,32 /•="  +  ...),         e,  =  e„(i-+-£;3). 

Pour  £  =  o,  on  aura  des  surfaces  homothétiques;  pour  £  —  i,  une 
vitesse  constante.  Pour  o  <1  £  <  i,  cas  intermédiaire,  la  vitesse  croîtra 
de  la  surface  au  centre,  mais  moins  vite  que  pour  les  surfaces  homo- 
thétiques. Pour  £  >  I,  les  aplatissements  décroissent  de  la  surface  au 
centre,  mais  plus  vite  que  dans  le  cas  d'une  vitesse  uniforme;  la  vitesse 
des  couches  décroîtra  de  la  surface  au  centre. 

En  portant  cette  valeur  de  e  dans  l'intégrale  de  (G/|)  et  opérant  comme 
dans  l'hypothèse  de  Clairaut  (les  [3  étant  les  mêmes),  on  a  les  mêmes 
formules  où  tous  les  [i  sont  multipliés  par  £  : 

,,,,,,  I  2    /  3  —  ?  \  2    Y)£-t-  2 

(  1 3b  )  —  =  -     I r—  nu,     — — , 

^?        ?  \  o  /        <p       5 

,  „   ,  rt  H- 3      t      n-£(rt-i-5)3'        ï)c  rt  M- 3  n-£(n-H5)i3' 

'  «  +  53  —  Ç  i+£(3  Ç  /i-t-D  n-£(3 

Portée  dans  (128)  cette  valeur  de  e  donne  :  A .,  =  />-.,=...  A,  =  o  et 

8  k 

(i38)  w«=  g  7i/e„p(,(/.,, -+-/.■,/•")  —  (.);(!  — y /•"),  ■/——^- 
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Or  on  a 

_,,=  p,(,_.)  =  ^^,  et  /,„=|(,-0-^sA-;, 

en  désignant  par  k'^  la  valeur  de  /»„  en  vitesse  constante  (').  Kn  trans- 
formant cette  valeur  en  ï»,  c,,  ï],,  on  pourra  l'écrire 

On  en  tire 

.,- Il 


-/o  = 


I  —  £      " 


«  4-  a  n  -\- 


Y„  est  la  valeur  de  y  pour  £  =^  o  (surfaces  homolhétiques). 

La  condition  (i  17)  donnée  par  la  précession  devient,  en  développant 
et  intégrant, 


Ai,  Ao,  ...  sont  les  mêmes  séries  hypergéométiiquesque  dans  lecasdes 
surfaces  liomotliétiques.  En  les  transformant  en  h'  et  représentant  la 
parenthèse  par  m",  on  obtiendra 

m"  =:  m,  +  m[, 

(  I  -t-  îj3  )  (  I  —  a  )  /«£  ^  :J  (  /(  ',  —  S£  A 5 ) 

+  £l(«  +  5)(/(;  — aA;)P,+  (2«  -t-5)(A;  — aA:)^.,...], 

I       I  D,  3-î:  , , 

(139)  7  =  JF 3-^V'  — •/('«ï-+-"'s) 

I  D,    , 3  —  0=+ (3  —  n  «(',        I  0.  3  — -/Il 


J   l' ,  ^         '  3  ^  J  F,        3 


(')  On  auiail  aussi  en  faisant  /•  =:  i  dans  l'expression  de  co- 

I     es        "      ,  o  >        •       "       10;  -*-  2  ,  , . 


puis  on  lemplacL'rail  r,;  par  rii. 
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On  a  calculé   alors  pour  //  =  2   les  Tableaux  suivants  de  —  et 


p.- 


t.  0. 

1.2 353, i3 

1,0 3  jo , 1 y 

0,8-....  3i6,94 

0,6 343,31 

0,4 339, -xS 

0,2..,..  334,73 

0,0 39.9, iS 


I. 
328: 
3-25, 
323, 

321 

3i8 
3i') 
3ii 


2,0 
3o4,2i 
3o2,83 
3o I , 34 
299,73 
•^97, 99 
296,08 

29Î>°' 


299,  <J' 
298,35 
297,00 
295,55 


295,04 
293,91 

292>7' 

291 ,4' 


293,98  290, Oi 
292,29  288,52 
290,45  286,90 


2,6.    2,8. 

290,53  286,08 

289,52  285,19 

288,46  284,24 

287,30  283,23 

286,09  282,17 

284,76  281,02 

283,34  279,78 


:i,o. 
281 ,69 
280,90 
280,08 
279,20 
278,27 
277,28 
276,23 


260,55 
260,23 
259,90 
259,56 
259,20 
258,83 
258,45 


240,96 
240,91 
240,86 
240,81 
240,76 
•'.40,71 
240,66 


1,2 
1,0 

0,8 
0,6 
(»,4 
0,2 
0,0 


»      »  298,74  299,82  3oo,8o  3oi  ,68  3o2,49  3o3,9.i     »      0 

279,86  289,01  295,79  296,90  297,93  298,88  1   9,76  300,57  3o3,6i  3o5,o9 

»      ))  292,80  293,93  295,01  296,03  96,98  297,89     )'      » 

274,68  283,04  289,68  290,86  292,00  293,09  294,13  295,12  299,57  3o3,35 

1)      I)  286,45  287,66  288,88  290,04  291,18  292,29     »      » 

>.  283,09  284,38  285,65  286,91  288,14  289,24     »      » 

265,81  272,92  279,58  280,94  282,26  283,62  284,98  286,34  293,27  300,75 

En  calculant  les  valeurs  de  e,,  p,,  oTg  (accroissement  du  temps  de 
rotation  au  centre)  pour  les  points  où  e^=  e^,  on  a 

è=          0,0.  0,2.      0.4.      0,(i.      0,8.      1,0.      1,2.  etc. 

lie, 283,54  286,36  289,14  291,87  294,55  297,18  299,76  .... 

p, 2,589  2,5i5    2,445    2,378    2.3r4    2,252    2,194  ■••• 

y 0,3 1  s  0,267    0,210    0,1 47    0,077    0,00  — 0,086  ..., 

oTo —4'' 10'"  — 3*'26'"  — 2''4o"'  — i''5o"'    —57™    0,0  -)-i'>i"  ..,. 

Telles  sont  pour  //  ^  2  les  valeurs  qui  s'accordent  à  la  fois  avec  les 
données  de  l'atlraclion  el  de  la  précession.  On  voit  qu'on  peut  faire 
varier  facilement  i  :  c,  de  283  à  3oo  el  au  delà,  en  faisant  varier  la  loi 
des  vitesses.  De  p,  on  déduit  facilement  p„  et  la  loi  générale  de  p. 

Comme  dans  riiypotlièsc  de  Clairaut,  j'ai  condensé  toutes  ces 
valeurs  dans  des  formules  qui  permettent  de  les  trouver  rapidement 
ou  de  les  déterminer  dans  les  intervalles  non  calculés.  Ces  formules, 
exactes  pour  £  =  o  et  r,  le  sont  à  0,02  près  pour  les  autres  cas.  Les 
voici  pour  «  =  1 ,  2,  3  : 


I  :  e  =  297, 171  —  i5,6ii  (r  —  E)-+-2,6i2e(i  —  s), 
I  :  e  =  297, 177  —  i3,637  (1  —  c)-)-o,6i6£(i  —  £), 
I  :  e  =  297, 184  —  1 1 ,924  (  I  —  î)  -T-  o,3i5  £  (  1  —  e), 


Pi  =  2,7252  -t-  0,384  (i  —  3>  —  o,iioe(i  —  t  ), 
pi  =  2,2525  -t-  o,336  (1  —  s)  —  0,039  ^  (  •  —  ^.'1 
Pi  =  1 ,779  -t-  0,275  (i  —  e)  —  0,021  e  (  1  —  t), 
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et 

('4o)  i:e,=  297,18  — (o,i3«'— 2,36/1+  i7,85)(i  — 0 

+  (o,85rt'—  4-54«  +  6,3o)  £(i  —  e). 

Cette  formule  générale  donne  i  :  c,  compatible  avec  rallraclion  et 
la  précession  pour  i  <;  /?  <  3  et  o  <  £<  1,2,  à  0,0 1  près. 

En  appelant  yj,  la  valeur  de  y]e  pour  t=  1  (vitesse  uniforme),  on  a 

Yie  =  £r;,  +  (i-£)--l^-+-£(î-£)— L.(r„ =^). 


£P 


On  pourra  poser 


Y)  =  £r),-(-  (1  —  £)  ^ 


(.4.)  {-i.=l!i±2  +  j(,_£)ô-L, 

I  I   D,   3  — r,  I 

—  =  T  T? -^ l-£(i  —  £    o— ; 

et  les  termes  de  correction  seront  donnés  par  les  formules  suivantes 
pour  «  =  I,  2,  3  : 

°^  =  i'-5o^  -4,.7)|.  ô^  :=  (-0,  -  ;;^)  (o,4 -7  ^  -  O.o.g), 

3-^-°^;  3'        '7, 


,92|-3,o4')|>  ô:^=(Ç-o.33), 


,Ç 


;-=(ç-o,25). 


Les  résultats  pour  2  <[  p,  <]  3  et  /^  =  2  sont  consignés  dans  le  gra- 
phique 18,  où  la  ligne  des  valeurs  d'accord  A^A,  est  représentée  en  poin- 
tillé. Pour  avoir  la  représentation  généraledececasdo  vitesse  variable, 
il  suffit  de  se  reporter  au  graphique  17  des  surfaces  liomolliéti(|ues,  où 
A,  B,  C,  D  est  la  ligne  des  valeurs  d'accord  pour  les  dillérentes  valeurs 
de  n,  de  o  à  6.  On  a  ajouté,  la  ligne  correspondante  A',  B',  C  pour  le 
cas  de  vitesse  uniforme,  £==  i.  Donc  BB'  sera  la  ligne  des  valeurs 
d'accord  pour  n  =  3,  quand  £  varie  de  o  à  i  ;  (]C  celle  de  /<  ^  i,  etc. 
Toutes  les  valeurs  correspondant  à  i  <^  n  <^  i  et  2<[p,<^3  sont  à 
peu  près  renfermées  dans  le  (juadrilalère  BCB'C. 
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Rfniarque.  —  Pour  Jupiter  ol  Saluriio,  en  négligeant  le  terme  de 
correction,  on  pourra  de  r^  donné  par  (i4i)  tirer  la  valeur  de  t  qui 
permettrait  de  réaliser  les  valeurs  observées  f\  =  i,G4  et  1,59.  On 
obtient  £>  2,8  pour  « ^  i  et  y>-  i,  ce  qui  est  impossible.  La  loi  de 
Lipschitz  ne  peut  donc  pas  expliquer  l'aplatissement  de  Jupiter  et 


30S,3I 


ç,    t.o 


t253 


2.588 


3.0        Ç, 


l-'ig.  18.  —  Cas  général  des  vitesses  variables.    Courbes  de  —  et  —  pour  2  <  i,  <  3  et  n  =  3. 
Aj  A,,  ligne  des  valeurs  d"accorl  quand  s  varie  de  o  à  1,2.. 

de  Saturne,  même  en  admettant  une  loi  de  vitesse  quelconque  avec  la 
loi  de  f?  ci-dessus. 


(>.  Hypothèse  d'une  Terre  solide.  —  Comme  dans  ce  cas  la 
vitesse  est  naturellement  la  même  sur  toutes  les  surfaces  de 
niveau,  e^,  e,,  e^j  sont  donnés  encore  par  les  formules  (i3o),  comme 
dans  l'iiypothèse  de  Clairaut.  De  plus  ('çj  ne  dépend  que  de  la  loi  des 
densités  et  conserve  les  mêmes  valeurs  calculées  déjà  dans  cette 
bypolbèse.  Au  contraire  e^  et  e,  dépendent  de  -q   et  de   la   loi   des 
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aplatissements.  J'ai  suivi  alors  deux  niélhodes  :  la  première  en 
rattachant  celle  loi  des  aplatissements  à  colle  qui  a  été  déjà  déter- 
minée dans  le  cas  d'une  rotation  uniforme;  la  deuxième  en  lui  doinianl 
une  forme  indépendante  et  plus  simple,  analogue  à  celle  des  densités 
de  Lipscliilz. 

Première  niclliode.  —  Prenons  pour  e  la  même  forme  (i35)  que 
dans  le  cas  précédent,  alors -^i  aura  la  valeur  donnée  par  Tje  dans  (137). 
On  en  déduit  aussi  au  moyen  de(i'j8)  la  valeur  de  co'-  qui  correspond  à 
telle  loi  des  aplatissements  (  '  ). 

Pour  n  =  2,  j'ai  fait  les  calculs  depuis  z  ^=  —  o,  j;'),  limite  minimum 
où  pour  p,=o  on  a  r^  =:  1",=;  Cç,  (au  delà  il  n'y  a  plus  d'accord 
possible)  jusqu'à  î  =  co.  Pour  £  =  o,  on  retrouve  le  cas  de  surfaces 
homothétiques  etpour  £  =  I  celui  de  l'équilibre  d'un  fluide  à  vitesse 
constante. 

Le  premier  Tableau  donne  les  valeurs  de  r  :  c^,  le  second  celles  de 
I  ".  f?.i,  la  dernière  ligne  celle  de  i  :  e^^. 

p,.              0.              1.            -1,0.  2, '2.  ?,4.          2,0.  2,8.  3.               '1.  5.  ô,5G. 

e  =  r:..  412,41  370,4-2  341,67  308,34  9,76,53  a46,58     230,70 

i;o,9..  38t,>2  349, 5i  3i(),3i  SiSj-ôo  307,79     3o2,i()     296, )0     290,99  264,83  241,68  » 

1:0,4.  367,10  338, 41  3ii,>.7  3o6,o3  300,87     '^95,78     290,76     285,82  262,32  241,22  » 

1:0,6.  359,04  332,38  307,10  3o2,22  297,40     292,64     287,95     283,33  261,23  240,99  » 

1:0,8.  353,83  328,28  3o4,55  ■>99,9o  293, 3i     290,78     286,29     281,86  260,62  240,96  » 

1 3."0,19  325,93  302,83  298,33  293,91    289,32    283,19    280,90  260,23  240,91  » 

0,8...  3j(i,94  323,64  3oi,34  297,00  •j!92,7i     288,46     284,2.4     280,08  259,90  240,85  » 

0,6...  343,31  321,10  299,73  295,55  291,41     287,30     283,23     279,20  259,56  240,81  » 

0,4...  339,28  3i8,3i  297,99  '^78,27  259,20  240,76  » 

0,2...  334,73  3i5,22  296,08  277, '^8  258,83  240,71  » 

0 329,38  311,80  294,01  290,4.-i  286,90    283, 3i    279,78    276,24  2.38,43  240,66 

—0,2.  323,47  307,96  291,75  '^75,09  258, o5  240,62  » 

-0,35  318,73  304,76  289,86  274.19  '57,74  240,59  » 


(')  Mais  on  peut  admellre  aussi  que  la  solidificalion  ne  s'est  pas  faite  (l'un 
seul  coup,  avec  une  seule  et  même  loi  des  vitesses.  Du  moins  oj"  serait  la  loi  des 
vitesses  (]iii  donnerait  les  mêmes  aplatissements  dans  l'hypothèse  de  la  lluidilé. 
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P,.  0.               1.             2,0.  -2,1.  2.i.  2,G.          2,8.             3.  4.              5.  5,5G. 

t  =  x..  2o3,oi  y.3o,86  253,86  272,70  287,97  299,94     3o5,3i 

1:0,2.  9.^1,52  261,87  277,96  280,72     283,33     28a, 80     288,13     290,32  299,20  304,39  » 

1:0,4.  258,97  274,65  286,68  288,71     290,61     292,38     294,04     295,38  3oi,6i  3o4,8i  » 

1:0,6.  268,93  281,60  291,19  292,78     294,26     295,64     296,93     298,11  3o2,65  3o5,o2  » 

1:0,8.  2-5,36  286,33  293,94  295,24     296,45     297,58     298,63     299,59  3o3,24  3o5,o5  » 

1 279,86  289,01  29:;,  79  296,90    297,93    298,88    299,76    300,37  303,01  30.t,09  » 

0,8...  283,88  291,68  297,41  298,33     299,21     3oo,oo     3oo,73     3oi,4i  3o3,93  3o5,i5  » 

0,6...  288,36  294,60  299,15  299,89     300,57     3oi,2o     3oi,77     3o2,3o  3o4,26  3o5,i9  » 

0,4...  293,35  297,82  3oi,o3  3o3,25  3o4,59  3o5,23  u 

o,>.  ..  298,96  301,37  3o3,o9  3o4,26  304,95  3o5,25  » 

0 30.1,31  303,31  303,31  :i03,;U     :W3,3I     ;i03,31     ;j03,3l     305,31  303,31  303,31 

—0,2.  312,89  309,74  307,77  3o6,49  3o5,70  3o5,36  » 

—0,35  318,73  3i3,37  3io,25  307,39  3o6,oi  3o5.39  » 

CCjj.     318,73     3o8,79     299,44     297,64     295,86     294,11     292,37     290,63     282,36     274,34     270,34 

On  obtient  ensuite  pour  chaque  valeur  de  £  les  valeurs  d'accord 
pour  lesquelles  on  a  c^  =  Cj  =  c^,  : 

E.  OD.  U0,2.  1:0.4.  1:0, G.  1:0,8.  1.  0,8. 

Pi 3,757  3,020  2,702  2,5o2  2,36t  2,233  2,149 

I  :e,...  284,41  290,48  293,22  294,95  296,21  297,17  298,10 

i-.so...  X  674,72  430,75  392,82  372,80  360,48  35i,85 

<o„:mj|..  t),o  0,490  0,758  ",878  o.y5o  1,000  1,043 

£.  0,G.  0,1.  0,2.  0.  -0,2.  —0,35. 

Pi 2,023  i,S6f)  1,656  1,;363  o,856  0,00 

I  :  ("i 299,24  3oo,68  302,62  303,31  310,19  318,73 

I  :  c„ 339,96  328,16  3i6,6o  ;W3,31  292,35  '281,75 

(Do:(,)|...  1,089  ',''7  1,190  1,269  1,397  i,if>i 

On  voit  que  1  :  r,  peut  varier  de  ^H/i,')!  à  318,^3,  quand  p,  varie 
de  3,^5^  à  G  avec  «  :=  2.  l*our  2  <^z,  <^  3,  on  a  290,6.1  <C  -  <C  -99)4'i' 

L'ensemble  est  représenté  par  le  graphique  1 9.  La  courbe  des  valeurs 
d'accord  se  confond  avec  c.elle  de  r^,. 

Pour  (juclques  autres  valeurs  de  //,  il  suflira  d'indicpiei"  les  limites 
et  les  valeurs  principales  de  i  :  '',. 

p,  =  0.  fi  =   2.  p,  =  3.  £  =  oc. 

«=0 343,80     312,92     299,74  '^ ■!' 

«  =:  1 828,52  3o4,9i  294,34    288,41  p|:=  3,612 

/^  =  3 311,70  295,47  287,95    281,90  p,:r3,846 

«  =  5 3o2,48  290,07  284,25 


Pour  p,  =:  2, 
pour  p,  =  3, 
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290,07  <  -  <  3 12,9?,; 

284,25  <  -  <  299,7  ). 


/,=;3 
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\         \                  V 

S20 

\  \\    \ 

310 

f<'<>x^N> 

\\   \  \      \ 
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>^^r>^I^\\^ 

N:^^^^^^^::^ 

Fig.  19.  —  Hypothèse  d'une  Terre  solide.  Graphique 
pour  «  =;  3.  ABCD,  ligne  des  valeurs  d'accord.  Pour 
e  =  o  on  a  des  lignes  droites. 


Kift.  ao,  —  Graphique  général  dans  le  cas  d'une  Terre 
solide  avec  e  =  e^(i  ■+■  ?'"').  ABCEKD,  ligne  des  valeurs 
d'accord  pour  n  =  3. 


Deuxième  rnêlliodc.  —  Posons 

c  =  <'o  (  I  -(-  3  /•''  ■  ) 

avec  !i  ^  —  (  et  //>>o.  I.,ii  l'oiinnle  (  i  ii)  donnera  à  la  place  de  (i  vj) 

Y) n  H-  3  1  -4-  (/|3  , n  -h  j 

î  «  +  5    I  -(-  3  //'  H-  «  -H  5 

Jotirn.  lie  Matli.  (6"  série),  tome  VIII.  —   Tasc.  IV,  191-'.  ■'" 


454  ALEX.     VÉI10>>ET. 

La  solution  est  ici  très  simple. 

La  loi  des  densités  étant  supposée  donnée,  la  série  des  valeurs  de  e^, 
est  parfaitement  déterminée  et  la  même  que  dans  l'hypothèse  de 
Clairaut. 

Si  de  plus  on  se  donne  la  loi  des  aplatissements,  ^  et  n'  sont  alors 
également  déterminés,  rj  :  Z  est  constant  et  i  :  r^  varie  linéairement 
avec  s-  On  a  comme  représentation  (Jïg.  ■i.o),  des  lignes  droites  qui 
coupent  les  e^j  aux  points  extrêmes  D  pour  v)  =  (^,  puis  en  des  points 
de  plus  en  plus  à  gauche  et  de  plus  en  plus  élevés  pourY)<Ç.  Ona 
représenté  le  faisceau  de  droites  de  r-^;  le  faisceau  de  courbes  de  e^, 
pour  o  <[  «  <!  7?  et  quelques  courbes  de  e,  pour  n  =  2. 

Pour  2  <;  p,  <[  3,  on  a,  suivant  les  valeurs  de  «, 

n=  0.      1:2.     I.      î.      3.      4.      5.      6.      7. 

I  <3ia,92  3o8,5o  304,91  7.99,44  ■■*95,47  292, 45  590,07  288,17  286,59 
7["     >  299,74  U96,74  294,34  290,65  287,95  285,89  284,25  282,93  281,83 

On  aurait  coin  me  limites  extrêmes  i  :  (',=  343,3opour  «  =  o,  p,  =  o 
et  I  :  c,  =  2-0, 3o  pour  p,  =  4>972.  Dans  cette  hypothèse,  on  peut  faire 
varier  i  :  e  de  73  unités.  C'est  la  plus  grande  variation  obtenue. 

Enfin  cette  loi  permet  de  réaliser  pour  Jupiter  et  Saturne  les  apla- 
tissements observés  en  faisant  — ^^-^  =  0,2,1.    La  loi    des    vitesses 

«  -î-  .j 

correspondantes  s'en  déduirait  en  portant  la  valeur  de  e  dans 
l'expression  (128').  La  vitesse  superficielle  serait  plus  grande  que  les 
vitesses  intérieures,  qui  décroîtraient  jusqu'au  conire. 

7.  Lois  des  densités  p  =  p^(i  —  xr-)"  et  p  =  p„(\  —  an  Y,  ou 
p  =  P(,(i  —  ar")'".  —  Ces  lois  admettent  un  point  d'inflexion  où  la 
variation  de  la  densité  est  maximum.  On  aura  donc  comme  un  noyau 
central  à  forte  densité  et  une  ccorce  superliciclle  à  densité  plus  faible. 
Elles  permettent  de  réaliser  une  conden.«ation  plus  considérable  et  un 
inverse  de  l'aplatissement  c^,  correspondant  à  l'attraction,  plus  grand 
qu'avec  la  loi  de  Lipschitz.  Je  ne  les  ai  appliquées  que  dans  l'hypo- 
thèse d'une  vitesse  uniforme.  Elles  permet  lent  dans  ce  cas  d'expUipu'i- 
l'aplalissenionl  observé  pour  Jupiter  et  SaliiriK-. 

Première  loi.  —  On  ohtionl  successivemcnl  connue  dans  l'Iiypollièse 
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de  Claiiaut,  avec  l'exposant  //, 

J„  \         «  -t-  3        2  n  -t-  3  / 

F,  =  /    p  dr^  —  p„  (  I ^  H .  ) , 

J„  \         /i  -(-  o        in  ->r  ^ I 

(iy.     r,       l         1    /(  -H  3  \  3  :«'     ^       /         2  2  /!  -t-  3  '\ 

\  i  in  -\-  b  )        2  /i  -(-  3  '  '~^  \  i   in  -h  b  J  ' 


1      /(  -H  3 

«     «Ai  -t-  Ô 

Ss 

H'—   ôr^'- 

■^         /i  +  3  '^ 

(3"=^  ,    '^'    ,  +  ,    ^-    ■  +...,  /    ode, 

on  -h  D  4«  +  D  ,/' 

2a/i    r  I -)-(/n- 5)S'  h-(2«-h5)&"1 

I+PL  rtH-5  2«+D  I 

I         2  ,'         3   po      \  !         I   po  9       3     F, 

—  =  -      1  —  -TT'"    •  ~=Tîr"'-  Cjjrr  -^    +-  -J-— -• 

eç        O  \  0  U,      y  ej        J    r  I  2        o     iJ, 

Les  calculs  numériques  donnenl  alors  les  résultais  suivants 
avec  «  =  2  : 

a=            1.           0,9.  0,8.          0.7.          0,6.  0,54.         0,52.  0,50.         0,4.          0,2.  0. 

i:cy..  4'-'8,88  398,68  306,32  339,70  3i5,o8  002,04  297,97  294,06  276,48  256,84  230,70 

r:e.i..  234,83  255,49  274,33  284,26  292,44  295,99  297,00  297,91  3oi,34  3o4,76  3o5,3i 

i:e^,i.  353,89  339,86  326,38  3 14, 49  3o4,39  299,12  297,50  295,93  288,88  278,06  270,34 

Pour  les  valeurs  d'accord,  on  a  i  :  e,  =  297,183,   1  :  ''„  =  ^72, 55, 
p,  =  2,632,  p  =  1 1 ,234(r  —  o,.5i6/--)'. 

Remarque.  —  Les  valeurs  correspondantes  pour  Jupiter  et  Saturne 
s'en  déduisent  en  multipliant  p,  par  le  rapport  des  densités  moyennes 
et  I  :  Cç  par  le  rapport  des  valeurs  de  9.  On  trouve 

Pour  Siiluinc. 

0.9  0,8  ... 

O ,  o3         0 ,  06 
9,8  8,9 

Les  valeurs  observées  i  :  e=  17,11  et  9,18  correspondent  au\ 
densités  superdcielle.-;  <),(»2")  et  (>,<)>,  c'est-à-dire  9  et  17  fois  celle  de 
l'air. 


P. 

.,r  .lupi 

ter. 

a  .  . .  . 

, 

0,9 

0,8 

p,... 

0 

O.oO 

0,10 

i;c-,.. 

17 

5 

,6.7 

1 ,") ,  0 
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Dcuxièmi'   loi.  —  On  oblienl  de  inriue 

U,  =  p„     1 :^ — 5  H ^  —  -5 5     j 

„  /  I  à  3(  1 5  5;-  5  a'     \ 

F,  =  po     I ^  H r  —  T, ^      > 

■^  «  H-  3  '         \  l   in  +  0  / 

qy."      „       /         2  2«  +  3\  3a'      ,       /         3  3«-+-3\ 

■2,11  -\-  i  \  l    l/l  -h  0  J         6/i,-\-  â  \  i    ifi  -h  0  / 

3a/(  fi  +  (/( +5)3'  i+(2«-f-5)3"        „  i +(3« +5)^"'"| 

»!  =  (  I  —  a)'  H ^    ^ ^-!-^ 2  a ^-^-i-  -+-  a- ^ . — ^—    . 

1  -h  p  l        /(  +  D  3  rt  -t-  a  o  «  +  ;>  I 

'^         .i«-t-5        on  -h  a 
I.e  calcul  donne  alors  les  résultais  suivants  pour  «  =  2  : 

a.  1.  0,9.             0,8.  0,0.                      0,40.  0,3S.  0,.3(>. 

iU':f  477,35  459,60  422,75  35-, 'S  ...  301,72  296,92  292,16     ... 

tl(!]..  192,88  2o4,68  240,89  278,14  ...  296,26  297,20  298,30     ... 

i;t'^j.  38o,6o  366, 80  351,76  322,37  ■••  299,09  297,05  295,16 

Accord  1  :  e,  =  297,10;  p,  =  2,73'i;  p  =  11,527  (i  —  o,3<Si  /•-)'. 

Pour  Jupiter  et. Saturne,  les  aplatissements  observés  exigeraient, 
dans  ce  cas,  p,  =  o,o3  et  0,17,  c'esl-à-dire  des  densités  10  cl  Oo  fois 
plus  grandes  que  celle  de  l'air. 

8.  Elude  de  la  loi  limite  y]  =  yj,  =  consl.  —  Si  •/]  est  constant,  on  a 

re'  de  dr 

e  e  r 

On  a  aussi  yj'  =  o,  et  Téquation  Clairaul-Radau  devient 

(145)  Y)(5H--o)  --  2Ç(l  -+-Y)). 

Comme  y]  :=  /],,  on  a  aussi 

y       y.        rit  5  +  -fl, 


(')  1  +(2/t  +  o)(3''  el  I  -f-(3rt  -|-  5)|3"  sont  encore  des  séries  liypeigéonié- 
Iriques.  On  voit  de  plus  iinraédialernenl  la  forme  des  expressions  ,3,  el  m  pour 
la  loi  générale  p  ^^  po  (i  — a  r")'". 
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équalion  qui  donne  ï],  en  fonction  de  "(,    el   réciproquement.    On   a 


ensuite 


Puis3(.  -£'j  =  ^,,d'où 


,  =  n(,-|).D,.=,(,_|) 


L'équation  de  Clairaut  (128)  en  y  portant  ces  valeurs  de  r  et  p  donne 

,,,r.     3to^ (     3  3       5  + Y),  3      r„      \    ..    ,       3  r,, 

OT^/  \3  — ï,       ao+ri,  — Ç,        .jr, -r,,,/  a     '^   Ci  — t,, 

En  tenant  compte  de  (i45),  la  parenllièse  est  nulle  et  (i4())  donne 
finalement 

Ils  5  o  I         a  r,,  H-  2 

(1^7)  Y),=  -^ 2  ou  —  — :^ 

2  e  e-        o        ;> 


(1I8) 


Les  équations  qui  donnent  e,  et  e^,  deviennent  à  leur  tour 
„      '  +■'"'1       ,      5  I 


r/i  ô  —  ?,  ej        J 


D,  5-Ç, 


/     /      N  Y  I   ^^1  ""  Y  I  -J 


Pour-  =  297,  on    a    y],  =  0,6747    et    (i45)    donne    v,  =  1,0170 
et  p,  =  3,075.  J'ai  donc  fait  les  calculs  pour  3,5  <;p,  <[  3, S,  on  oi)ticnt 

P,.                           3,5.  3,(3.  3,7.  3,8. 

I  ;  ej -Soàj.^g  800,62  29.5,82  29r,i6 

I  ;  (?j 29.5,60  296,71  297,72  298,67 

1  :  e^j 3oo,8o  298,73  296,7/1  291,83 

L'accord   a   lieu   pour  -  ==  297, 3()  et  p,  :=  3,()()7.  I.,a  valeur  de  -est 

précisément  la  limite  supérieure  ti'ouvée,  en  première  approximation, 
dans  le  problème  de  .M.  Poincaré,  quand  on  suppose  r,  =  vj,,  comme 
on  l'a  vu  [(^li;i|i.  I\  ,  l'orinule  (  71  )]• 

Remarque.  —  Vax  seconde  approximation,  ilans  riiypotlièse  •/)'  =  o, 
la   valeur  de   e-,   serait    donnée   par   l'expression    (io<S)   de  t],,    qui 
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s'écrira 

I   _  2  -Qi  +  a       /69 ■fH\ 

Cç  ~  9      5  \  -o       7  / 

Pour  déterminer  la  valeur  de  Y],,  on  aura  d'abord,  en  faisant 
D,(  I  +  a';)  =  A,  =  5,  56  dans  (gS'), 

3p,  =  5,56(3  -Ç,)(' —  |t'Yii  ). 

On  donne  à  et],  sa  valeur  en  première  approximation  et  Ton  déduit 
de  cette  expression  Ç,  en  fonction  de  p,.  Cette  valeur  de  "(,,  portée 
dans  l'équation  de  Clairaut-Iladau,  complète  (()3),  donne  finalc- 
miMit  ■/],,  qui  permet  de  calculer  e.. 

La  valeur  de  e^  s'obtiendra  au  moyen  de  (io4).  Pour  cela,  il  faut 
calculer  X-  et  p. 

On  a  d'abord,  comme  en  première  approximation, 


•0=0,         =r;-;-  =  0'         /.-  =  A:ri.. 


Puis  (93)  s'écrira 

r  —  _  ^P'  _  'h.  ^  "^  "^"  _  !      y. 
D        2   I  +  Ti ,       !  1  +  n , 

où  (^  est  légèrement  variable  avec  y.  On  en  déduit  l'expression  de  D, 
puis  celle  de  p,  d'après  (9'^')-  Elles  contiendront  un  terme  de  correc- 
tion dérivé  de  y. 

î).  Formules  pour  calculs  numériques  en  tenant  compte  de  e'-.  - 
w'-  est  déterminé  par  la  formule  (90)  qui  devient,  en  remplaçant  )>^ 

par  2  e  H-  3  e-, 

'^'^^         ^  r'  /  3   2  '  r'  /  5      •'  r'  ^ 

ô — 7-  =;  -^   I      0  cil-'  —  -  —   I      0  dr' e     —  -   /     ode 

'  4  '    J„     '  •^■'  '■■'  .,'0     '  a    J,. 

2  e    r'      ,  ,  2 1    I     r  '      ,  ,  ,        'il    f       ,  , 

H r-   /      odr'e r    /      pdr'c^ I     ode. 

'■\Jo     '  >o'-'Jo  70./,.    ' 

En  posant 

e  =  eo('  -H  Hi '•"-!-  p2 '•'"-)-••  •)  -H  e„-(|5;  /•"+  (3', /•"'-)-.  .  .), 
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la  valeur  des  termes  de  correction  (3,,  ...  sera  di-lcniiinée  par  celle  des 
termes  en  e'-  dans  w". 

Les  formules(ioa)  et(io/|)  donneront  ensuite  <'5  et  Cj.  Les  <|uantités 
nouvelles  à  calculer  seront  données  ou  (Irlliiies  comme  il  suit  : 

.1  f  p  (/r'(t  -+-  9.r-)  =.]  f    p  i/r'  +  ',  J  /     p  c/r-e  =  JF,  +  i^  (  te  -  o)D„ 

I     p  dr''e-^=  t'jp,  /«2, 

OÙ  F|,  D,,  i/i  sont  les  valeurs  calculées  en  première  approximation  et 
où  m,,  m',  m.,  sont  des  termes  de  correction. 

En  éliminant  l'intégrale  commune  à  (102)  et  (lo'i),  on  a  d'abord 


(>;^_^)(,4_>,2)D,_(ll).^_^o)9D,  =  |jF,.+-r,J(>.=  -9)D„ 


puis 


e=-^  +  jJ—-hiJ.f-,  e(i-eix)  =  e^,,  -  —  —  -^, 

'1 

3       2  /J         \       36  —  7-0,  . 

2        D  \    c         /        a       6.i 

De  même  les  formules  (102)  et  (io/|)  s'écriront  à  leur  tour 

r         2/          3  — r                    \          I            5a,                                    3-C 
=  -      I :^ //J  —  eu,      = '-^■,  Mj— Pt : Uj, 


I  '     Pi  ,  ^  '  f^l  ,  J    3  —  Y) 

e         J    I'  1  Ci         ni  f   d  —  , 


/«  —  — /w. 


(J.,  uLç,  uij  détciiuiiiccoiit  li's  corrcclions  à  faire  subiraux  valeurs  o^,  r,,  r^j 
calculées  en  iircinière  approximation  dans  les  Tableaux  donnés.  Ces 
corrections  ne  sont  applicables  qu'à  l'hypothèse  de  Clairaut.  Mlles 
auraiiml  d'ailleurs  peu  diiiléréldans  les  autres  cas  où  raplalissemenl, 
qui  s'accorde  avec  l'atlraclion  et  la  i)récession,  peut  varier  dans  de 
larges  limites.  De  plus,  dans  l'hypothèse  de  (ilairaul,  ces  termes  de 
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correction  ne  peuveiil  influer  que  de  quelques  dixièmes  sur  la  valeur 
de  l'inverse  de  Taplatissement,  comme  on  l'a  vu  à  la  fin  du  Chapitre  V. 
D'ailleurs  la  valeur  d'accord  ayant  été  alors  calculée  directement, 
ces  calculs  de  correction,  longs  et  pénibles  sur  les  trois  valeurs  i\^  c^,  e.,, 
perdent  toute  leur  importance. 

10.  Calcul  de  A,  y,  or,  l'alriirs  de  seconde  approxiiiialivn.  — 
On  a  successivement 

A  =  -^   r   —p'a\V;.-!^'-)-da, 

e' r=ej[n-2;3,r" +  (2;3,-+-pî  )/-^''+ 2(133+ fS.iSO'-'" +  •■•]- 

[      i      e'-          e  (      i                (3i        „           ,3-2  .„  \ 

A  =  4  a  «  e^  Oo  r"    ^  —  —  a  — H — z  r"  +-  -^ r    /-"  +  ... 

\  rt -+- 7        2  «-h  7  J«-h7  /J 

A    la   surface   /•=  i,   en   représentant   par   '^\    et    |5l,    la  valeur    des 
parenthèses  en  //  +  5  et  /?  -f-  7,  on  aura 

A,  =  ,'.^p,^[ii^-2P',(,+P)^p;j,         e,^.„(.  +  ?). 

Or  p  et  ^j  ont  déjà  été  calculés.  La  valeur  de  '^\  se  déduit  de  celle 
de^,.  On  obtient  ainsi  celle  de  A,.  Pour  les  trois  cas  principaux  n  =  i, 

n  —  2,  n  =  3,  on  a  calculé  la  valeur  de|TT-j>  et  les  valeurs  maximums  et 

mininiuins  de  y  et  de  or  à  '1 V',  où  or  =  |  ayA'  =  yre"  ;  les  limites  dey 
étant  définies  par  (99).  On  oblient  le  Tableau  suivant  (')  : 

(')  IJans  l'Iiypothèse  de  Roche,  nrr.2,  on  a  vu  que  l'accord  îles  trois  valeurs 
de  e  avait  lieu  pour  p,i=  2,2-5.  On  voit  facilement,  d'après  le  Tableau,  que  l'on 

a  dans  ce  cas 

2,86  <  or  <  3,71,         0/-=^  3"',28±  C^j^a. 

La  valeur  moyenne  probable  serait  pour  le  maximum  de  dépression  de  3'", 28. 
G.  11.  Darwin,  dans  la  même  liypoilièse,  trouve  3"',2G  {On  llic  j'igure.  of  llie 
earili.  p.  107).  L'accord  est  remarquable^ 
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p,=               2.0.       2, '2.      2,4.     2,6.  2,8.  3,0. 

i/i  =  0 o,i46    i38     i3o     122  ii3  lOD 

I o,  io5    100     g4     88  82  76 

■1 0,099    93     87     81  74  68 

3 0,076    7a     67     6.3  58  53 

[     (  < 0,0591   56G    53o    495  /|64  429 

^^^j~''l> 44:     433        4>3   391  371  349 

1  ^   (  < V".27     4i"9    3,H3    3,58  3,35  3, 10 

{'"'      j  > 3  ,24     3,i3    2,98    2,83  2,68  2,5a 

(  < o,o559   522    489    453  417  38o 

''  I  > 423   4o«    38 1     358  334  309 

(  < 4"'jo4      '^^'7        3,53    3,28  3,02  2,75 

)  > 3  ,06         2,89     2,75      3,59  2,4'  2,23 

(  < 0,0429   4o4     377    352  326  3oo 

'  )  > o,o325   309    294    278  261  244 

i< 3™,  10      2,92    2,78    2,55  2,35  2,17 

> 2  ,35      2,23    2,12    2,01  1,89  1,76 

On  aurait  en  résumé  pour  limites  de  o/-  dans  les  trois  cas 
2 ,52  <  ô/' <  4 , 27,        2 ,23  <  ô/' <  4  .o4,        1 ,76  <  ôr  <  3, 10, 

et  finalement  pour  limites  pratiques  de  la  dépression  maximum 
2  <  p,  <  3,        i",  26  <  or  <  4™!  27. 


n  =z  .> 


NOTK. 

Dans  le  11"  '^  (lu  Cliapiliu  1,  |).  343,  remplaçons  C  par  \,  l'équation  (ij)  devra 
s'écrire 

En  oulre,  on  aurait  de  fait  sur  Taxe  polaire 

•>         'V  'V 

et- +  u.  =  a- —  .ri,         —^=1,         -'——■ia,,, 
"  '  ô.r-  da„ 

dD        al  OE  _2a„    /•""  /     {/;, nf,     \  —p'da 

<)(/„        blda„~    bl  J ^^     \/>'-+-fx        (l'-^fj.)      A// 

Journ.  lie  Math.  (6-  série),  loiiic  Mil.  —   Kasc.  IV,  iyi;>.  ^C) 
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el  finalement  l'i^qualion  (i.'i)  devieiil  en  posant 


da„       \-r-t.-(ia„  •' J ^^       1  +  /-  /■  V    I -T- /-    1--/-' 

/.'  el  l'  représenlenl  les  valeurs  île  /,  el  /  où  h  esl  remplacé  parc.  On  oblien- 
drail  une  nouvelle  relation  en  remplaçanl  dans  (i'\),  À  el  /  par  À'  il  /'  et  réci- 
proquement. 

Coiicliisio/is.    —    I"  Si    nous    supposons    l'énuilibre    permanent    réalisé, 

t/o„ 

et  -; — ^  ^  o.   Cette   dernière   relation  cxiffe,  comme  on  la  vu,  ou    hien    o'r^o, 
à-r-  '  ' 

(ellipsoïde    liomo"ène),    ou     bien     , — - — ^r         " — ,    c'esl-à-dire    ici    '/.z  ^iz  l' 

b-  -\-  tj.        a-  -r-  IX 

ellipsoïdes    homofocaux.    Dans    ce    dernier   cas   (i4)    se    réduirait    à    d'A-  =  o, 

c'est-à-dire  qu'on  devrait  avoir  des  ellipsoïdes  liomolhéliques.  11  y  a   incompa- 

libililé.  Le  premier  cas  reste  seul   possible.   Une   masse  Jluide.  tournant  lotit 

d'une  pièce,  ne  peut  prendre  la  forme  ellipsoïdale  que  si  elle  est  homogène. 

9."  Si  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  liomofocaux,  alors  /.^  =  '' 

et (i4)  donne 

^,^  <)'.>-  X     d'/'-       \     ■>.}:' 

a„(i -(->,=  )-—  = ^  -;—  = <o, 

<Ja„  I  -t-  /-  (la,,        a„   1  -+-  /- 

,  -,       À;         d'/.-  3/,'î  2/.-      ,         .  , 

car,  dans   ce  cas,   /-:=—■  el   -;—  = —  — -  r= — La  vitesse  de    rotation 

a-         aa  «'  a 

varie  donc  en  sens  inverse  du  rayon  el  décroît  du  centre  à  la  surface;  Au  centre 

diiP-  =  o. 

3"  Si  les  surfaces  de  niveau  sont  homolhétiques,  d).*=o  et  le  seconil  membre 

de  (i4)  est  encore  négatif,  car  p'<;  o  el  /^  —  /*>  o.  En  effet,  ici 

).-=;  7.'f,  =  const. 

el  /-=  — 7  1;,  </.!;.  On  a  donc  encore  O'j)- <C  o  el  la  vitesse  de  rotation  décroît  du 

centre  à  la  surface.  Elle  est  maximum  au  centre. 

4°  Enfin,  si  la  vitesse  de  rotation  est  uniforme  (au    moins   sur  l'axe  de  rota- 

tioii  ),    - —  =  o,  on  a 
an,, 


i+/:-da„  ./„       I    •- '     /■  V    '  +  '     14-/-  ' 

X  et  0'  sont  négatifs.  Celle  relation  peut  être  vérifiée  en  général  de  deux  façons 


ROTVTION     1)K     l.'Kr.I.TPSOÏnr;     IIÉTÉlidGKXK.  4^5-^ 

dilTérentes  :  ou  h 

de  plus,  sur  la  surface  S„,  on  z-lz^L^  et  Tin légra lion  est  prise  de  o  à  a„. 
Si  a-").-  reste  constant,  alors  1^=^^,,  (ellipsoïdes  homofocaux).  Si  a'-l-,  à  partir 
de  S„  jusqu'au  centre,  devient  plus  petit  que  '/.'f, ,  c'est-à-dire  si  l'aplatissement 
devient  plus  petit  que  l'aplatissement  homofocal  correspondant  (lequel  tend 
vers  i),  alors  on  a  /<^„et<A^>o.  Les  aplatissements  croissent  du  centre  à 
la  surface.  C'est  l'extension  du  théorème  de  Clairaut,  à  l'ellipsoïde  à  trois 
axes,  la  vitesse  de  rotation  étant  quelconque,  dans  le  cas  où  les  ellipsoïdes  ne 
se  réduisent  pas  à  des  disques  aplatis.  Les  conclusions  de  la  page  340 
demeurent. 

Mais  on  auriiit  un  second  cas  d'équilibre,  en  vitesse  uniforme,  probablement 
instable,  avec  des  aplatissements  croissants  à  partir  de  la  surface,  et  très  grands, 
plus  grands  que  les  aplatissements  homofocaux  correspondants,  puisqu'on  doit 

avoir  /  >  /.„  ou  À  >  -^  "/.„  (courbe  3.  Jig.  i.  p.  35o).  On  voit  par  les  discussions 

du  Chapitre  11  que  ce  cas  ne  peut  être  réalisé  que  pour  des  aplatissements  con- 
sidérables, tendant  vers  l'unité.  Ce  serait  le  cas  inverse  de  celui  de  Clairaut, 
les  surfaces  de  niveau  au  lieu  d'être  voisines  de  la  sphère,  seraient  voisines 
du  disque  aplati,  et  les  vitesses  de  rotation  également  faibles. 


ADDITION  AU  MÉMOIRE  DE  M.  BOLSSLNESQ  (;p.  227). 

16.  Le  cas,  dont  il  est  fail  abstraction  ici,  où  a'  :=  —  a,  ^'  = —  fi,  y'  =  —  ■/, 
est  visiblement  celui  où  la  racine  p  obtenue  rend  négative  la  somme  i  -I-  p  ;  et 
alors,  d'après  (27),  à  devient  —  (2  +  p).  Mais  le  plus  simple  consiste  à  y  regarder 
la  fibre  principale  comme  une  ligne  purement  géométrique  ou  idéale,  et  à  assi- 
miler son  renversement  de  direction  à  une  contraction  supérieure  à  i,  qu'elle 
aurait  éprouvée  à  partir  du  centre  de  la  particule  censé  fixe,  sa  longueur  deve- 
nant ainsi  négative  ou  son  extrémité  mobile  reculant  en  deçà  du  centre.  On 
aurait  donc  toujours  a' ^  a,  P'=  (3,  y' =  y,  <J  =  p  ;  seulement,  les  dilatations 
principales  à  pourraient  s'abaisser  au-dessous  de  —  i. 

A  ce  point  de  vue  purement  géométrique  et  non  physique,  où  il  n'est  plus 
question  de  rotations  de  la  particule,  mais  seulement  d'avance  ou  de  recul  (sans 
déviation)  de  la  seconde  extrémité  de  lignes  géométriques  ayant  leur  première 
extrémité  commune  et  fixe,  c'est-à-dire  encore,  si  l'on  aime  mieux,  d'une 
matière  fictive,  pénétrable  et  retournable  (comme  un  gant)  dans  toutes  ses 
parties,  rien  n'empêche  évidemment  qu'il  y  ait  ou  une,  ou  trois  racines  p  ainsi 
inférieures  à  —  i  ;  et  les  dilatations  principales  t),,  02,  à^  pourront,  toutes  les 
trois,  recevoir  des  valeurs  quelconques  enlie  — oo  et  oc. 


Ht- 
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